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大图中子图的可测性质 

韦 立 许道云 王正才 

(贵州大学计算机科学与信息学院 贵阳550O25) 

摘 要 对于给定的距离参数￡，性质测试算法A需以高概率正确地区分给定的对象具备预定性质 Ⅱ与￡-远离性质 

Ⅱ。若存在 Ⅱ的测试算法A满足其询问复杂性独立于规模参数rl，则称 Ⅱ是可测的。设H是一个图，性质 H-free为 

不合H_子图的图所构成的集合。在有界度模型中，Goldreich与Ron证明了对任意连通图H，性质 H-free是可测 

的[ 。在邻接矩阵模型中，证明了对任意图 H，不管其连通与否，性质 H-free是可测的。 
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Abstract A property testing algorithm is required to highly probably distinguish the case that the input has predeter— 

mined property 11 and the case that the input is~-far from having the property，for any given parameter E．Ⅱ there is a 

property testing algorithm  for 11 such that its query complexity is independent of the input size parameter ．II is called 

testable．Let H be a graph，H-free is the property of containing no copy of H．For any connected graph H，Goldreich 

and Ron show that H-f~ee is testable in bounded degree mode1．In adjacency matrix model，it pmves that H-free is testa- 

ble，for any given H． 
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1 引言 

在性质测试中，给定一个对象 -厂及距离参数e>0，要求 

设计一个概率算法A，它询问关于，的局部信息，以高概率正 

确区分 _厂具有预先设定的性质 Ⅱ与 厂是eH远离性质 Ⅱ。性质 

测试是标准判定任务的一种松弛：测试算法通常会拒绝那些 

不具备性质和“远离”该性质的对象。 

一 个性质即一个对象类 ，例如，图的二分性，即二分图所 

组成的类。形式上，性质 Ⅱ是(e，Q(e，”))一可测的，若存在概 

率算法A，对任何输入对象，，A至多使用 Q(e， )次询问，满 

足 ： 

(1)若 _厂具备性质 Ⅱ，则A接受厂的概率至少为2／3； 

(2)若 厂是￡_远离Ⅱ，则 A拒绝 厂的概率至少为 2／3。 

测试算法 A的询问复杂性Q(e， )与时间复杂性 T(e， ) 

是关于对象规模 及距离参数e的函数。若测试算法A接受 

Ⅱ中成员的概率为 1，则称A具备单边误差；否则，称A具备 

双边误差。若 A的询问是相互独立的，即任何询问不依赖于 

此前询问的回答，也不决定之后的询问，则称 T是非适应性 

的；否则，称A是适应性的。若存在 Ⅱ的一个测试算法 A满 

足其询问复杂性Q(e， )不依赖于 ，则称 Ⅱ是可测的。性质 

Ⅱ的询问复杂性定义为Ⅱ的测试器的询问复杂性的最小值。 

研究性质测试与分析，主要基于如下理由： 

尽管某些问题本身是多项式时间可解，但是，在某些条件 

下，由于无法承担扫描对象完整信息的花费，需在仅了解对象 

局部信息的环境下做出一个“合理”判断。 

从应用角度上，可运行测试算法做预处理。若具备单边 

误差的测试算法拒绝，则不必运行精确判定程序。 

对难解的判定问题做某种松弛的有效判定。 

Rubinfeld与 Sudan在研究程序验证时首次明确定义了 

函数的性质测试l】]。Goldreich，Goldwasser与Ron引入组合 

对象的性质测试I2]，主要是图的性质。迄今为止，性质测试研 

究已经取得丰富的成果[3-8]，涉及到多个领域。 

测试图的性质，有两个测试模型：邻接矩阵模型_2]与有界 

度模型_9]。不同模型中神谕的形式不同：在邻接矩阵模型中， 

使用顶点对查询，即询问两顶点是否邻接；在有界度模型中， 

使用邻域查询，即询问一个顶点的第i个邻接顶点。 

在图的性质测试研究中，寻找可测图性质的结构特征是 

研究的难点。 

在邻接矩阵模型中，已经发现，划分性质类[2 及基于正则 

引理的一些性质口 是可测的。文献Do]得到了图可测性质的 

一 个组合特征：性质 Ⅱ是可测的当且仅当Ⅱ是可正则归约 

的。文献[11I将性质测试松弛为 Tolerant性质测试，要求 
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Tolerant(~， 一测试算法以高概率接受e_靠近性质的对象并 

以高概率拒绝 远离性质的对象。文献[12]定义了性质的 

(e， 一可估计概念。若对任意0<￡< ≤1，II是(e， 一可估计 

的，则称Ⅱ是可估计的。性质 Ⅱ是可测的，则 Ⅱ是可估计 

的L1 。可将性质 Ⅱ的任意适应性测试算法转化为非适应性 

测试算法，后者的询问次数是关于前者询问次数的多项 

式_1 。进一步考察适应性测试与非适应测试的询问复杂性 

之间的间隙，文献[14]证明：存在性质 Ⅱ，Ⅱ的适应性测试的 

询问复杂性为 0(6 poly(1oge ))，但使用非适应性测试算 

法，仅 O(e )tk询问是不够的；另一方面，存在性质 P，P的 

非适应性测试的询问复杂性为0(￡1poly(1oge ))，但适应 

性测试的询问复杂性的下界为Q(e )。这表明，某些性质的 

非适应性测试与适应性测试的询问复杂性的间隙可由多项式 

进一步缩小。 

在有界度模型中，连通性、肛边一连通性、无环性等性质是 

可测的l_9]。不包含弱膨胀图的遗传性质是可测的_1 ，这是目 

前获取的唯一的一个可测试度有界图性质的特征。 

子图同构问题的测试算法具有非常重要的应用。例如， 

给一种化学分子一个唯一的命名是化学中一个重要的工作， 

通常用图来表示化学分子，对同一种分子，尽管它可能有多个 

表示图，但这些表示图是同构的。识别同构的表示图，便可给 

出分子唯一的命名。又如，对某些布尔公式(鸽巢公式)进行 

消解，若允许对同构的子公式只进行一次消解，则消解树的复 

杂性可降到多项式。 

设H是一个图，称G包含一个H_子图，若G中存在一个 

与H同构的诱导子图。令 H-free为不含 H一子图的图所构 

成的集合。在有界度模型中，对任意连通图H，文献E9]设计 

了一个基于宽度优先搜索的H-free测试算法，其询问复杂性 

为 0(￡ ㈣ )，其中 diam(H)为 H的直径。由此，对任意 

连通图H，H-free在有界度模型中是可测的，但当H不连通 

时，算法失效。 

在邻接矩阵模型中证明了，对任意 H，无论 H连通与否， 

性质 H-free是可测的。 

2 基础知识 

本文所考虑的图为无向简单图。令In]一{1，2，⋯， }，不 

失一般性，用En]表示 顶点图的顶点集。用 AAB表示集合 

A与集合 B的对称差。图G的度deg(G)定义为 G中顶点的 

度的最大值。一个图性质Ⅱ是一个在同构下封闭的图类，即 

满足：若GE II，G兰H，则 H∈Ⅱ。下文讨论中，约定 足够 

大。我们先介绍“远离”与“靠近”两个概念。 

设 d：0×0+[0，1]是所考虑的对象类 O上一个距离测 

度，CoO，对 W∈0，d(硼，C)：=mdn{d(w， )： ∈C)，若 d 

(叫，c)>￡，则称W是e_远离性质C的；否则，称W是e_靠近性 

质 C的。 

在邻接矩阵模型中，用邻接矩阵表示图，询问图的信息， 

即询问邻接矩阵中某个位置的值，询问方式为顶点对查询。 

定义 1 设图G一([ ]，EG)，H一([ ]，En)，II为一图性 

质 ，定义距离如下： 

(1)G与H之间的距离d(G，H)：=lElG必 f 1．7'／ ； 

(2)G与 Ⅱ的距离 (G，l-i)：=minHEll (G，H)。 

定义 2 设 Ⅱ是一个图性质，Ⅱ的一个测试器是一个概 

率神谕机 T，在输入规模参数 与距离参数e上，询问对象 

顶点图G的局部信息，询问形式为( ， )∈EG?，输出o／1(拒 

绝／接受)，满足如下两个条件： 

(1)若G∈Ⅱ，则T输出 1的概率至少为2／3； 

(2)若 (G，II)>e，则 T输出1的概率至多为1／3。 

在有界度模型中，将图表示为f：[ ]×[ 一[ ]U{j_} 

的形式，其中，满足：①-厂(叫， )一 当仅当存在 ∈Ed]使得 

f(v， )=叫；②E一({“， }： i(f(u， )一 )}。f(w， )一 表 

明 为W的第i个邻接点，f(w， )一上表明W的邻接点的个 

数少于 i个。 

定义3 设图 G=([ ]，ElG)，H----([ ]，EH)，满足 deg 

(G)≤ ，deg(H)≤ ，Ⅱ为一图性质，定义距离如下： 

(1)G 与 H 之 间的距 离 d(G，H)：= l EGAEu l· 

( )_。； 

(2)G与Ⅱ的距离d(G，II)：=minH∈Ⅱd(G，H)。 

定义 4 设 Ⅱ的一个图性质，Ⅱ的一个测试器 T是一个 

概率神谕机，在输入参数n，d与e上，询问关于 顶点图G的 

信息，询问形式为邻域查询，输出0／1，满足如下条件： 

(1)若GEII，则 T输出1的概率至少为 2／3； 

(2)若d(G，II)>e，则 丁输出1的概率至多为 1／3。 

一 般来说，对度有界图性质，采用有界度模型比较合理， 

但对稠密图的性质而言，邻接矩阵模型比较合理。事实上，存 

在性质Ⅱ使得在有界度模型中，它是可测的，但在邻接矩阵 

模型中，它却是不可测的。例如，性质“无孤立顶点”；同样，也 

存在性质 P，在邻接矩阵模型中，它是可测的，但在有界度模 

型中，它却是不可测的，如二分性[。 ]。 

3 正则性与随机性 

设A，B为图G的两个不相交的顶点子集，用 e(A，B)表 

示G中一端点在A中另一端点在B中的边的数目，(A，B)的 

边稠密度d(A，B)=P(A，B)(1AIf Bl-1。称(A，B)是 正则 

的，若任意A CA及 B CB满足lA l≥ lAl，l B l≥ l Bl， 

均有 I (A，B)一 (A ，B )l< 。 

在正则对的定义中，只需要求任意A CA及B CB满足 

lA l= lAl，lB l— lBl，均有 l d(A，B)一 (A ，B )l< 即 

可。根据定义，我们有如下引理。 

引理 1 设(A，B)是稠密度 为 刁的 一正则对，y B且 

lyl≥ JBl，则A中存在多于(1-a)IA1个在y中含有多于 

(叩一 )ly1个邻接点的顶点。 

证明：令 X为A中满足在y中有少于(叩一 )Jy1个邻接 

点的顶点集，则 e(X，y)<lXl(呀一 )Jy『，从而 

(X，y)=g(X，y)(1 X ll Yf) <卵一 

若IXl≥ lAl，由(A，B)的正则性有，d(X，y)>刁一 ，与 

d(X，Y)< A矛盾，故}X}< IA}。故 A中存在多于(1一 

)IA1个在y中有多于(叩一 )ly1个邻接点的顶点。 

引理2 设(A，B)是稠密度为 叩的 一正则对， ≥ ，对任 

意XCA，YCB满足l x J≥ 『AI，IYI≥ 『Bf，(X，y)是 max 

{2 ， }_正则的且稠密度介于r／--,1与r／+a之间。 
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设 S一{ O≤ ，J≤1，1≤ < ≤矗}，V1，Vz，⋯， 是 k 

个规模为优的两两互不相交的顶点集，由 ， 支撑的二部 

图是一个边稠密度为 ，J的随机二部图。设 H 是一个k顶点 

图， ： ]一 ]是一个置换。令 

N(s，H， 一
(I,j

Ⅱ)EEH a(1)a(j)
( ， 

I
， 

I
EH

(1--rk(。， )) 

考虑对如下条件(c)： 

(c) ∈V1，V2∈V2，⋯， ∈Vk，由{ ， ，⋯， }支撑的 

子图在 下(d将 i映到 ))与 H 同构。 

显然，任意k元组 ∈ ，⋯， ∈ 满足条件(c)的概 

率为N(S，H， )，从而随机图中满足条件(c)的k元组的数目 

的期望值为N(S，H，a)mk。利用正则性代替上述讨论中的 

随机性，如下引理表明，当正则性足够好时，N(S，H， ) 是 

在正则性下满足条件(c)的k元组个数的一个近似值。 

引理3 对任意8>0及正整数忌，存在 — 。( ，是)使得 

如下性质成立： 

设 ， ，⋯， 是规模为 的两两不相交的顶点集，任 

意( ， )是．=I_正则的。令S一{rt 难，J— ( ， )，1≤ < 

≤忌)，则对任意 顶点图H及置换 ：[忌]一[忌]，k部图中满 

足条件(c)的 元组的个数介于(N(S，H， )--8) 与(N(s， 

H， )+ 之间。 

证明：固定H，证明存在 = ( ，忌)使得满足条件(c)的 

k元组个数介于(N(S，H， )一 与(N(S，H， )+ ) 之 

， 、 
间。由于k顶点图至多有2 z 个，为了使对任意图 H引理 

r 、 
成立，只需令 it=it (2＼2 ， )即可。 

设 H 为团，在此情形下设 难， ≥ ，用归纳法证明。当尼一 

2时，引理成立。 

令 ：min{鲁( 一2 ) ，4(71)，荨 ( ，忌～1))，考 
虑 ( )中的顶点。对任意 1≤i％k，由上述引理 1， ( )中存 

在多于(1一 )m个满足在 z)中有多于( 一 

)m个邻接点的顶点。因此 ”中存在多于(1—8／4) 

m个满足在 ∞(1≤ <忌)中有多于( )一号) 个邻接 

点的顶点。对 ( )中满足此条件的任意顶点 及 1≤ <愚， 

令 ∽为 在 ∞中的邻接顶点集及 秸∽， 一d( ∞， 

)。由于l ∞l≥(秘 一 )m≥号 ≥ m，且 

由引理2，( 。 ∽)是务 一正则的，因此它是it'(号，惫一1) 
一 正则的，并且茄∞ ≥ 一鲁(忌 ) 。 

由归纳假设， ㈣， (z ，⋯， 中至少含有( I
<

I 

)一  

0"
／mk 个(忌一1)一团。而 

( 
≤ < 

一 鲁) 一 ≥( I I 一学) ≥ 

( 《  ≤ c )一  

38
，, 

注意到 V与 (1)， ( 一， (H)中(k--1)一团可构成一 
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个k一团。由于 ( )中存在多于(1一 4)m个这样的顶点，故 

肛团的个数至少为 

( 
≤ ≤ 

～ 半) (1一{) ≥(I(H，W， 一 
上界的证明与下界的证明类似。 

设 S一{孕 0≤孕， ≤ 1，1≤i<j≤k}，H是一个 顶点 

图，令 N(S，H)一 N(s，H， )，其中口 (H)为 H 的 

自同构的个数。类似地，设、，1， ，⋯， 是k个规模均为m 

的顶点集，由 ， 支撑的二部图是边稠密度为 ， 的随机二 

部图，此随机图中与 H同构的子图的个数的期望值为N(S， 

H) 。用正则性代替上述讨论中的随机性，可有如下结论。 

引理 4 对任意 8>0及正整数 k，存在 — 4( ，愚)使得 

如下性质成立： 

设 ， ，⋯， 是k个规模均为m 的两两互不相交的 

顶点集，任意( ， )都是 正则的。令s一{rt rt， — ( ， 

)，1≤i<j≤是}，则对任意 k顶点图 H，k部图中与 H 同构 

的诱导子图(顶点来自不同 )的个数介于[N(S，H)一 mk 

与[N(S，H)4-胡mk之间。 

证明：令 ( ，忌)一 ( ，志)，由引理 3，对任意置换 ，满 

足条件(c)的k N~-It+数4~TEN(S，H，d)一 ] -~ N(S， 

H， )+ ] 之间。设 ∈V1，⋯， ∈ 支撑的子图H 

与H 同构，则存在aut(H)个置换 ，使得 7)1，⋯， 满足条件 

(c)，故图中与 H 同构的子图的个数介于 [N(s，H， 

一  ] -- aut(H)∑ [N(s，H， )+ ] 之间，即[N 

(S，H)一胡mk与[N(S，H)+胡mk之间。 

4 主要结果 

定理 1 在邻接矩阵模型中，对任意H，性质 H-free是 

可测的。 

先介绍定理证明所需的相关概念及基本结论。 

如下引理中，我们利用概率方法证明，少数边修改可将一 

个几乎满足稠密度为 呀的A一正则对转变为一个稠密度恰好为 

的 一正则对。 

引理 5 对任意 O< ≤1，如下性质成立： 

设A，B是两个规模均为m≥m5( ，it)的不相交顶点集， 

其稠密度d(A，B)一呀。若对任意的规模为 m的子集A ( 

A)，B (cB)，其稠密度d(A ，B )介于 叩一( +艿)与 刁+( + 

之间，则(2淑 )m2次边修改可将(A，B)变为稠密度为田的 

正则对的概率大于 0。 

证明：考虑如下两阶段操作： 

阶段 1 对任意两顶点 a∈A，bEB，进行如下操作 ：抛第 

一 枚头朝上的概率为 ( + ) 的硬币coin 。若 coin 头朝 

下，则顶点对(n，6)不做任何修改，跳到下一个顶点对；若 

coin 头朝上，则放弃 a与b之间的邻接关系，然后抛第二枚 

头朝上的概率为叩的硬币coin z。若coinz头朝上，则在a与b 

之间添加边；否则，不做任何修改。 



 

阶段 2 确定性的添加或者删除至多 。 条边，确保(A， 

B)的稠密度为 呀。 

关于阶段 1的操作，有以下几个断言。 

断言1 至少以3／4的概率，阶段 1中至多进行 1．5 

次边修改。 

证明：注意到对任意顶点对(n，6)，只有 coin 头朝上时， 

才可能进行边修改。因而阶段 1中边修改的次数至多为 coin 

头朝上的次数。coinl头朝上次数的期望为 ( +y) 。根 

据 Chemoff界，修改次数偏离其期望值多于dm ／2的概率至 

多为 2exp{一2( 2)。m。)。故当m足够大时，即m≥ms( ， 

A)，至多进行 ( +y) +(跏2。／2)≤1．5 yI m 次边修改 

的概率大于3／4。 

断言 2 阶段 1修改后，d(A，B)介于 W-1／m~· 与 叩+1／ 

之间的概率大于0。 

证明：对任意 n∈A，bEB，“，b由邻接变为不邻接的概率 

为 ( +A) 一 (艿+ ) ，由不邻接变为邻接的概率为却( 

+ ) 。故经此阶段 1后 ，(A，B)的边稠密度的期望值为 71(1 

一  

( + ) + ( + ) )+(1～ 沏( + ) 。 

由Chernoff界，Id(A，B)～77l>1／m~· 的概率至多为 

2exp{一2(1／ ‘ ) m2)。当m足够大时，此概率严格小于1， 

从而d(A，B)介于叩一1／m 与 叩+1／m 之间的概率大于 0。 

断言3 所有子集对(A ，B )的稠密度 d(A ，B )介于 

叩一( + 2)与叩+( + 2)之间的概率大于0，其中，A CA， 

B CB，lA I—lB =am。 

证明：固定(A ，B )，e(A ，B )表示初始时A 与B 之间的 

边数，经修改后，A 与B 之间的边数 (A ，B )的期望为 

(A ，B )(1～ + )+EIA，Il B l— (A ， 

B )] 

一  (A ，B )(1一 )q lA，ll B l 

初始时，e(A ，B )介于lA，ll B (7／--( + )与jA，l B l 

( +( + ))之间，故 (A ，B )的期望的下界为lA B l[(叩 

一

(a-l-3))(1一 )+ ]一IA，ll B l(7／一 )。 

类似地， (A ，B )的期望的上界为 

IA，ll B I E(v-+-(a-+-a))(1一 )+ ]一lA，ll B l( 

+ ) 

由Chemoff界 ，l e (A ，B )--E(e (A ，B ))l> l A l 

lB I的概率至多为2exp{--2( 2) ( m) }。 

当m足够大时 ，所有(A ，B )满足 f P (A ，B )--E(e (A ， 

B ))l≤等IA，1 B 1的概率大于0，即修改后所有(A，，B，)的稠 

密度 d(A ，B )满足 叩一( + 2)≤ (A，，B )≤叩+G+E2) 

的概率大于o。 

由上述几个断言，至多进行 1．5 m2次边修改，(A，B) 

以非零概率具备如下性质： 

(1)r／-1／m。' < (A，B)<卵+1／m。- 

(2)任意规模为 的A A．B (==B，刁一()，+ 2)≤d 

(A ，B )≤叩+(y+ 2)成立。 

当 m足够大时，1／ ≤ 2。在阶段 2，确定性的添加 

或者删除至多m。 条边可使得d(A，B)=叼。对任何规模为 

Am的A CA，B CB，d(A ，B )至多改变(1／Wt~- ) 。≤ 2，从 

而有 '7一 < (A ，B )<叩+ ，因而(A，B)是 正则的。 

由上述讨论，故至多进行 1．5淑 m2-I-m ≤2献 m2次 

边修改将(A，B)变为稠密度为叼的a一正则对的概率大于o。 

引理 6 对任意 O< ≤1，如下性质成立： 

设(A，B)是边稠密度介于 r／--8与 + 之间的 一正则对， 

其中IAl—lBl—m≥讹 (叩， )，则至多 28m 次边修改可将 

(A，B)变为稠密度为 的 一正则对的概率大于0。 

证明：设d(A，B)一叩+ ，其中l 5≤8。当 O时，分如 

下两种情形进行讨论。当 <o，可类似讨论。 

(1) ≤锨 。独立、均匀地删除 条边。删除边后， 

(A，B)的稠密度恰好为 叼。对任意规模为Am的子集A CA， 

B B，初始时，d(A ，B )介于 + 与 + 之间，删除 

边后，其稠密度仍然介于叩+ — 与叩+ + 之间。根据引 

理 5，至多 2 m 次边修改可将(A，B)变为稠密度为 叩的 
一

正则对。因此，( 2 )m ≤(献 +23a)m 次边修改可 

将(A，B)变为稠密度为 田的a一正则对。 

(2)g≥钡 。将(A，B)变为稠密度恰好为 呀的 一正则对 

的方案分为两个阶段。第一个阶段，随机删除一些边；第二阶 

段，确定性地添加或删除一定数量的边以确保其稠密度为刁。 

在第一阶段，以 (叩+ )1的概率独立地删除每一条边。 

则被删除边的数 目的期望为 

( fA ff Bf (叩+ 1一 fA ff Bi≤ fA f}Bf。 

删除边后(A，B)的稠密度 d (A，B)的期望恰好为 刀。由 

于 (A，B)≥ ，根据Chemoff界，ld (A，B)一卵I~l／m~· 的 

概率至多为 2exp{--2(1／m ) 淑。m2)。当 m≥m(8， )时，此 

概率不大于 1／4。故至多进行 1．5&n 次边修改的概率大于 

3／4。 

对任意规模为 m的子集A (==A，B CB，初始时，由于 

(A，B)是 正则的，故 d(A ，B )介于 + —A与 + + 之 

间。故删除边后其稠密度 d (A ，B )的期望的下界为(】7+ 
--

a)(1-- ( +p )一'7一 + (叩+})～，上界为( + + ) 

(1一 ( + )一叩+ 一 (叩+ 一 。 

由Chernoff界，ld (A ，B )--E(d (A ，B ))l> 2的概 

率至多为 2exp{--2(a／2)。( + )( ) )。 

当m≥m(77， )时，所有(A ，B )满足』d (A ，B )--E(d 

(A ，B ))l< 2的概率大于 0。 

当m足够大时，1／ ‘ ≤ 2。故在第二阶段中，确定性 

地添加或者删除至多 7n 条边，确保其稠密度为 对任意 

满足上述条件的(A ，B )，d(A ，B )至多改变(1／m ) ≤ 

2，从而有 rl--a~d(A ，B )< + ，故(A，B)是 正则的。 

综上所述，至多进行 2b'm~次边修改可将稠密度介于 

与 + 的 一正则对转换为稠密度恰好为 的 一正则对。 

称图G的一个划分 {V1， ，⋯， }为一个均分，若 

对任意 i：A ，l j I—l I I≤1。均分 的一个细分是一个 

均分 一{ 1≤ ≤走，1 ≤Z}，其中 ， (1≤ ≤忌，1≤ 

』≤z)。均分 的阶是 的规模。 
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定义 5 称图 G的一个均分 {V1， ，⋯， }是 正 

／k、 

则的，如果至少存在(1--a)( )个对( ， )使得( ， )是 
＼Z， 

正则的，这里 l≤ < ≤忌。 

Szemer6di正则引理可描述如下。 

引理 7[1 对任意 1>0及正整数 m，存在 T— (优， ) 

使得对任意 (≥T)顶点图G的任一阶至多为优的均分 

存在一个阶为 k(m~k≤T)的细分 ，国是 正则的。 

定义6 称R一( ，k，{难， )1≤ <J ， )为一个正则实例， 

若R满足： ∈(0，1]；k是一个正整数；对任意 1≤i<j≤是， 

0≤孕， ≤1； 是由( ， )组成的规模至多为 ( )的集合。称 
、厶 

图G满足正则实例R，若 G存在一个均分 ， ，⋯， 使得 

对任意( ， ) ，( ， )是 正则的且 d( ， )= ， 。正 

则实例R的复杂度c(R)定义为 max{k，1／1}。 

文献[10]证明，对任意正则实例R，性质“满足R”是可测 

的。 

定义 7 图性质 Ⅱ是可正则归约的，若对任意艿>O，存在 

=师( 满足：对任意 ，存在规模不大于 的正则实例簇 一 

{R：c(R)≤ }，使得对任意 s>0及 顶点图 G，如下条件成 

立 ： 

(i)若G满足性质Ⅱ，则存在RE 使得G是 靠近满足 

R； 

(ii)若G是 远离性质 Ⅱ，则对任意R∈缓，G是(￡一 ) 

远离满足R。 

在邻接矩阵模型中，文献[1O]证明了性质的可测性与可 

正则归约性是等价的。 

定理 1的证明：设 H一( ]，E )，只需证明 H-free是可 

正则归约的。对任意 a>0，令 1 一 ( ，愚)，A=min{A ， )。定 

义 为满足如下条件的正则实例构成的集合： 

(1)正则参数为 1； 

(2)阶至少为 max{k，1／I}，至多为 丁7(maxlk，1／I)， )； 

(3)稠密度 ∈{0，A，2 ，⋯，1}； 

(4)不存在J ，Jz，⋯， 使得对任意 ，J ， ， >O当仅 

当(s， )∈EH。 

显然， 的规模与任意R∈国的复杂性均受限于一个关 

于 ，k的函数f(a，忌)。下面证明此归约是有效的。 

若G是e-远离H-free，假设存在RE ，G是(e一 一靠近 

性质满足正则实例R。根据假设，只需修改G中至多(e一 ) 

。条边可使其满足R。现设均分{ ， ，⋯， }满足R，再 

删除 ， ，⋯， 中的边，至多有 z1 。≤In ≤oNz条。上 

述两步操作至多修改了e 。条边，由(4)知，修改后的图不包 

含同构于 H的子图，这与G是 远离H-free矛盾。 

若GEH-free，由正则引理，存在G的一个阶为z的 一正 

则均分 { ，⋯， )，其 中，max{k，1／,I)≤Z≤ rr7(max{k， 

1／I)， )。根据 的定义及 ≤ 知，不存在J ，Jz，⋯， 使得 

( ， ，)(1≤s<￡≤ )是 正则的且满足 ，J >O当仅N(s， 

￡)∈E ，否则存在诱导子图与 H同构。利用此划分，构造正 

则实例R如下：R的正则参数、阶与上述划分的正则参数、阶 

一 致，稠密度准，，的选择与d( ，Vj)相关，它们至多相差 。 
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利用引理 6，对划分中的每个正则对( ， )，在保持正则性 

的同时，至多需要 2a(n／Z) 边修改使其稠密度恰好为 难，，。 

由于划分中至多含有 ￡ ／2个正则对，因而至多需要 1(n／1) ￡ 

=an ≤8n。次边修改可使上述划分满足R，即修改后得到的 

图G，满足R，从而图G是 靠近满足R。 

结束语 目前，正则引理是理解稠密图的可测试性质的 

特征的理论工具，但对于有界度图的可测性质与一般稀疏图 

的可测性质的特征刻画，一般性的理论成果较少。进一步工 

作中，我们希望去寻找此类性质的更多特征。 
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