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三维结构分析并行自适应有限元软件 PHG-Solid 
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摘 要 介绍了所研制的一个开源三维结构分析并行自适应有限元软件PH S01id。它是以并行自适应有限元软件 

平台PHG为基础开发的，支持在纯三维结构上进行并行自适应有限元分析。与现有的商业和开源结构分析有限元 

软件相比，PHG-Solid的特点和优势在于：1)支持完全自动化且高度并行的自适应有限元计算；2)能稳健高效地求解 

大规模问题，具有很好的计算规模可扩展性；3)易于扩展，用户可根据需要添加相应的计算模块。通过几个大型数值 

算例来展示该软件的计算能力和并行可扩展性，其 中的最大计算规模超过了5亿 自由度，最大并行规模达到了 1024 

个 啪 PI进程 。 
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Abstract We presented our newly developed open source parallel adaptive FEM software for 3D structural analysis．It 

is based on the 3D parallel adaptive finite element toolbox PHG．It features parallel adaptive finite element analysis for 

pure 3D structures．It has several advantages over other structural analysis software．Firstly，it supports fully automatic 

and highly parallel adaptive FEM computations．Secondly，it is robust，efficient and highly scalable in solving large scale 

problems．Thirdly，the software is extensible，and  users can conveniently add their own modules if needed．Several large 

scale numerical experiments demonstrate that the largest problem size of our software exceeds 500 million degrees of 

freedom and the largest number of MPI process reaches 1024． 
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1 引言 

计算机辅助工程(CAE)在当今航空、航天、国防及制造等 

领域发挥着重要的作用。使用有限元方法进行结构分析是 

CAE的重要组成部分，也是有限元方法最早的应用领域。经 

过数十年的发展，目前国内外已有大量成熟的用于结构分析 

的有限元软件。著名的商业软件包括ANSYS、Abacus等，它 

们的特点是具有强大的前后处理能力、友好的用户界面以及 

大量的技术支持。此外还有大量的开源软件，如 Tahoe[ 、 

00FEM[ 。。等，它们基于面向对象的机制进行开发，用户可 

以根据需要添加 自己的模块，主要面向研究人员。El前，工业 

设计、国防建设等领域对结构分析软件的计算规模及模拟精 

度提出了越来越高的要求。但是，支持大规模并行并且具备 

自适应计算功能的结构分析软件尚不多见，无法满足实际应 

用的需求。为了方便将大规模并行计算机和先进的自适应技 

术应用于复杂结构分析，我们基于三维并行自适应有限元软 

件平台PHG[1_开发了一个新的并行 自适应结构分析软件 

PHG—Solid。 

与其它结构分析软件相比，PHGS。lid有若干显著的特 

点。首先，它支持完全 自动化的并行 自适应有限元计算。自 

适应计算过程中，初始网格被读进程序并被分发到各个进程 

后，进行一次有限元计算，得到数值解和后验误差估计子，根 

据后验误差估计子对网格进行局部加密，并对网格进行进程 

间重分布以保持负载平衡，接着再进行一次有限元计算，如此 

循环 ，直到达到给定的停止条件后退出。 

其次 ，它能稳健高效地求解大规模问题。结构分析里最 

主要的计算量在于线性方程组的求解。一个好的可扩展的线 

性方程组求解算法是高效求解大规模问题的关键。我们可借 

助于PHG丰富的线性解法器接口来灵活地选择线性解法 

器。通过大量的数值试验表明，使用以BoomerAMGE”j预条 

件的共轭梯度法求解线性方程组，对弹性力学问题具有很高 

的计算效率和可扩展性。本文给出的计算规模 5亿自由度、 
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并行规模达 1024个 MPI进程的数值实验很好地展示了这一 

点。 

第三，软件易于扩充。PHG-SOlid以 PHG为基础，使用 

C++和面向对象的机制进行开发。用户可根据自身的需要 

添加相应的计算模块。PHG向程序开发者隐藏了并行细节， 

因此，开发者只需专注于结构分析的计算模型，而不需花大量 

精力去处理消息传递的细节。 

目前，PHG-SOlid支持对纯三维结构进行静力学分析、瞬 

态分析、大变形分析和模态分析。 

本文首先介绍软件平台PHG，然后介绍 PH@SOlid的框 

架设计，最后给出若干算例的测试结果。 

2 三维并行自适应有限元软件平台PHG 

PHG(Parallel Hierarchical Grid)El̈是一个为三维 自适应 

有限元并行程序开发而设计的程序开发平台。它采用 c语 

言开发，基于 MPI消息传递通信实现并行。本文介绍的结构 

分析软件便是基于 PHG研制的。本节首先介绍 自适应有限 

元方法，然后介绍 PHG的功能。 

2．1 自适应有限元方法 

有限元方法[ 是离散偏微分方程的常用方法。它的特 

点是把计算区域剖分成一个一个的“单元”，通过遍历每一个 

单元，结合方程的变分形式计算单元刚度矩阵，并将其组装到 

总刚度矩阵，形成线性方程组。通过求解线性方程组，得到分 

布于网格上的数值解。它最大的优点足能处理复杂的计算区 

域并具有较完善的数学理论。 

在有限元计算中，网格的质量与网格单元的分布是影响 

计算结果精度和计算效率的关键因素。自适应有限元方法最 

早由 L Babuska和 W．Rheinboldt于 1978年提出_2]，它通过 

估计有限元计算所得到的近似解在各个单元上的误差分布， 

来 自动对有限元网格进行调整和优化，从而达到改善近似解 

的精度的目的。近年研究表明，对于许多解具有局部奇性的 

问题 ，基于从数学上严格推导的后验误差估计式并采用适当 

的自适应策略，自适应有限元方法可以产生拟最优的有限元 

网格 ，大幅提升有限元方法的计算效率。自适应有限元方法 

的典型计算流程如图 1所示。 

图 1 自适应有限元计算流程 

2．2 PHG的功能及其主要数据结构 

PHG主要功能在于提供 了许多方便用户编写并行 自适 

应有限元程序的数据结构和函数接口。通过这些数据结构和 

函数接 口，用户可以很方便地对网格进行并行剖分、动态负载 

平衡和局部自适应加密，同时方便地管理自由度数据、计算刚 

度矩阵、计算后验误差估计子、完成线性方程组的求解、对计 

算结果进行可视化输出，等等。重要的是，这些函数接 口向用 

户隐藏了并行细节，方便了并行有限元程序的编写。 

PHG的主要数据结构包括 ： 

· GRID对象：它以分布式二叉树的形式存储 由三维四 

面体单元构成的网格。二叉树中的一个结点代表一个四面体 

单元，所有叶子结点构成当前的网格剖分。四面体单元可进 

行二分加密，加密后的新单元作为父单元 的左右孩子结点。 

在网格负载不平衡的情况下，单元可在进程间迁徙，以达到负 

载平衡。 

· IX)F对象：它存储 了位于本地网格上的 自由度数据。 

DOF对象包含了一个叫做 DOF_TYPE的成员 ，DOF—TYPE 

对象定义了基函数的类型。PHG定义了许多函数接口来对 

自由度数据进行操作。特别地 ，自由度数据在网格加细和放 

粗的时候 自动完成插值，在单元于进程间迁徙的时候 自动随 

之迁徙。 
· MAT／VEC对象：它们分别是分布式存储的矩阵和向 

量。矩阵以行压缩的形式存储 ，每个进程只存储与本地 自由 

度对应的行和向量元素。 

· SOLVER对象：它包含了MAT对象和VEC对象作为 

它的成员。它的 OEM—SO LVER成员指向外部解法器。通 

过 SOLVER对象，可以调用许多外部解法器对线性方程组进 

行求解。 

· MAP对象：它描述了向量和矩阵在各个进程上的分布 

情况，同时管理了自由度数据和向量之间的映射关系。 

· QUAD对象：它辅助单元刚度矩阵和右端项计算过程 

中的数值积分运算。 

3 PHG-Solid的框架设计 

结构分析软件 PH Solid构筑于 PHG之上，采用了面 

向对象的机制进行设计，并使用 C++语言进行开发。由于 

PHG向用户隐藏了并行方面的细节，因此只需从结构分析有 

限元计算的特点出发，像设计串行软件般设计并行结构分析 

软件。目前，PHG-Solid只支持纯三维结构的分析计算，不支 

持如板、壳等二维结构以及梁、柱等一维结构的计算，这给软 

件的设计带来了一定的简化。 

本节将结合结构分析有 限元计算 的特点来介绍 PHG- 

Solid的设计。 

3．1 结构分析有限元计算的特点 

结构分析有限元计算与通常的有限元计算一样，遵循了 

“网格剖分一遍历网格计算和组装矩阵一求解线性方程组”的基 

本模式，同时它具有 自己的特点。 

· 刚度矩阵的计算 

结构分析刚度矩阵计算的特点是需计算应变矩阵 B和 

弹性矩阵D。应变矩阵 B描述了应变与位移的关系，弹性矩 
P 

阵D描述了应力和应变的关系。刚度矩阵为中。B DBdf~。 
J 

· 非线性 

结构分析的非线性来 自两个方面：几何非线性与材料非 

线性。 

几何非线性意味着应变与位移呈非线性关系。它在线性 

的无穷小应变一位移关系的基础上加上非线性修正项。在结 

构发生大变形的时候，需把几何非线性考虑进来。描述大变 

形常用的有两种体系，一种是始终在初始构型上进行计算的 

“完全拉格朗日描述”，另一种是始终在更新后的网格上进行 

计算的“更新的拉格朗日描述”。 

材料非线性指的是应力与应变呈非线性关系。一些材料 

会呈现非常复杂的本构关系，例如弹塑性材料应力与应变的 
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关系与载荷加载的历史有关，加载载荷与释放载荷时的应力一 

应变关系不一致。这些材料带有一个或若干个状态变量去刻 

画它的当前状态。 
· 分析类型多样性 

结构分析的分析类型是多样的，它可以是静力学分析、静 

力学逐步增量载荷分析、动力学分析、模态分析等。除模态分 

析外，其它的分析类型都可以统一在含时的发展型微分方程 

框架下，静力学分析可作为发展型微分方程的特例。 

3．2 PHG-Solid软件架构设计 

3．2．1 设计分析 

从上述结构分析有限元计算的特点出发，基于面向对象 

的思想对软件进行了设计。 

首先，针对分析类型的多样性，设计了Integrator对象， 

它代表了一种时间离散格式。注意到，结构分析问题中，进行 

有限元空间离散后，得到形如 M／／+C +Ku=F的常微分方 

程组 ，这里 M是质量矩阵，C是阻尼矩阵，K是刚度矩阵，F 

是载荷向量，U是位移向量。不同的时间离散格式的区别仅 

仅在于矩阵 M、C、K 的系数不同。特别地，对静力学分析， 

M、C的系数为 0，K的系数为 1；对于模态分析，K和M 的系 

数均为1，其余为0，并且需调用特征值解法器求解。 

此外，把逐步增量载荷的静力学分析统一在发展型微分 

方程框架下。我们抽象出 Schedule对象，其用于描述静力学 

问题中载荷的增量加载，以及动力学问题中载荷及位移边界 

随时间的变化。 

针对材料的多样性，设计了Material对象 ，其代表一种材 

料类型，如弹性材料、弹塑性材料等。它记录了材料的参数， 

以及材料在分析过程中的状态变量。作为计算刚度矩阵中的 

一 步，它将计算弹性矩阵D。 

有限元计算的核心步骤是完成单元矩阵和向量的计算， 

为此设计了Element对象。Element对象将计算应变矩阵 B， 

并结合 Ma terial对象中的弹性矩阵 D，最终完成刚度矩阵 K 

的计算。此外，Element对象还将结合基函数的类型计算质 

量矩阵M，结合Material对象计算阻尼矩阵C，以及结合载荷 

对象计算载荷向量F。 

对 自由度数据进行管理是有限元计算的重要环节，为此 

设计了 Fields对象。它负责存储 、更新以及输出有限元计算 

的结果。 

对于边界条件的处理，分别设计了位移边界对象Bounda- 

ry和载荷对象 Force。需要注意的是，我们只支持给定在面上 

的位移边界和载荷，以及体载荷。换言之，我们不支持给定在 

网格顶点上的位移边界和点载荷。 

经由有限元离散后 ，需要求解线性、非线性方程组或特征 

值问题。我们设计 了解法器对象 Modelsolver。它指挥 Ele— 

ment对象计算相应的矩阵和向量，调用 PHG中的解法器求 

解线性方程或特征值问题，并给出非线性迭代的终止条件。 

最后，为 自适应计算设计了 ErrorEstimator对象。它在 

Element对象和 Fields对象的协助下计算后验误差估计子， 

并将其作为网格加密的依据。此外，它给出了自适应迭代的 

终止条件。 

3．2．2 C++ 实现 

上述的若干“对象”，用 C++语言中的“类”对其进行实 

现。其中 的 Material对 象、Intgrator对 象、Element对 象、 

Modelsolver对象、ErrorEstimator对象将被设计成抽象类， 
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不同的子类实现代表了同一对象的不同实现。用户可根据自 

己的计算需求增添相应的子类实现，从而对软件进行扩充。 

对上述对象进行组合 、整理，得到了图 2所示的设计框 

架。 

图 2 PHG-Solid软件架构 

我们设计了 Model类。Model类包含 了整个问题的描 

述，它控制有限元计算的整个流程。同时，它是其所包含的各 

个子部件之间交换信息的渠道。 

GRID结构体来自PHG，如前所述，它记录了网格单元的 

信息。 

把 Integrator对象和 Schedule对象整合到一起，设计了 

TimeManager类。TimeMa nager类控制了时间步的推进。它 

包含的 Integrator对象代表了分析的类型，也代表了时间离 

散的格式。Integrator类是抽象类，现有的子类实现包括 

Static类 、HHTalpha类和 Modal类，分别对应静力学分析、一 

种隐格式的动力学分析以及模态分析。TimeMa nager类还存 

储了一系列 Schedule对象，它们描述了位移边界或载荷随时 

间发展的变化。 

Fields类封装了PHG中的 DOF对象，用于存储 自由度 

数据。它还包含了 Boundary对象，用于存储位移边界条件。 

Fields类负责为D0F对象设置初始条件、边界条件，并在每 

一 个计算步结束后更新自由度的值。这些操作是经由Inte— 

grator对象的辅助，在“预估一矫正”的框架下完成的。 

Element类实现了上述设计框架中的 Element对象，它 

是一个抽象类，现已实现的子类包括 SmallStrain类和 Total— 

Lagrange类，分别对应于无穷小应变单元 以及用完全拉格朗 

日描述的大变形单元。为保持整体设计的简洁性，Element 

类把 Ma terial对象以及 Force对象包含进来。 

ModelSolver类实现了解法器对象。它是个抽象类。现 

有的 Moddsolver子类实现包括 Lsolver类 ，对应线性解法 

器；NLSolver类，对应牛顿法非线性解法器；Eigensolver类 ， 

对应特征值解法器。 

ErrorEstimator类实现了后验误差估计子对象。在每一 

个时间步完成一次有限元计算后，可通过 ErrorEstimator类 

计算后验误差估计子，并据此标记网格，对网格进行局部加 

密。它也是个抽象类。目前实现的 ErrorEstimator子类包括 

UniformRefine类和 ResidualEstimator类，分别对应于一致加 

密及残量型后验误差估计l3]。 

3．3 程序执行流程 

PH So1id的输入文件采用 XML格式。程序首先从输 

入文件读取参数，初始化各个对象，然后调用Model类中的 

Solve函数完成所有计算。Model：：Solve函数描述如下。 

void Model：：Solve(void) 

{ 

InitialCondition()；／*设置初始条件 *／ 

While(fTime一>Step()){／*时间步推进 *／ 

While(TRUE){／*自适应迭代 *／ 



 

lnitStep()；／*没定边界条件、初始解 *／ 

SolveStep()；／*完成线性／非线性／特征值问题求解 *／ 

CloseStep()；／*输出结果 *／ 

If(StopAdaptiveLoop())／*判断自适应迭代终止条件 *／ 

break； 

} 

} 

} 

4 算例与测试 

本节介绍几个采用 PriG-Solid软件计算的大型算例。所 

有算例均是在“科学与工程计算国家重点实验室”的浪潮天梭 

TSIO000集群[6 上完成的，该集群共包含 282个计算结点，每 

个结点含两颗 Intel X5550 4核 CPU和 24GB内存 ，互联网络 

为 I)I)R Infiniband。 

4．1 Pantheon神庙 

此算例来 自日本 ADVENTURE项 。】。图 3展示 了 

Pantheon神庙的初始网格剖分，它包含 r 1，329，027个三维 

四面体单元。它的底部边界固定，在自身重力载荷作用下发 

生变形。 

图 3 Pantheon神庙初 始网格 

分别使用一次元、二次元和三次元对它进行了无穷小应 

力一应变分析。线性解法器方向，对此类问题采用共轭梯度法 

(CG)结合代数多重网格 (AMG)预条件子进行求解，具体是 

通过 PHG的线性解法器接 口调用开源线性解法器软件包 

HYPRE[ 中的 PCG解法器和预条件子 BoomerAMG2“]实 

现的。在 BoomerAMG预条件子中，粗化方法选用“falgout”， 

并且对应 于线性方程组 3乘 3的子块结构，将 HYPRE— 

BoomerAMGSetNtm~unctions的参数设置为 3。该算例 中，通 

过对网格进行逐步一致加密来测试线性解法器的可扩展性。 

为考察数值解的收敛情况，比较 了Pantheon神庙重心下 

降的位移的计算结果。把采用 3次元离散，自由度数达 210， 

318，717的结果作为参考解，观察重心位移的误差随网格加 

密下降的情况。 

表 1、表 2和表 3分别展示了使用一次元、二次元和三次 

元进行有限元离散的计算时间和计算结果。所有计算均使用 

了128个计算节点、1024个 MPI进程。 

表 1 线性元计算结果 

表 2 二次元计算结果 

可以看到，主要的计算时间花在线性方程组的求解上。 

对于弹性力学方程而言，随着有限元网格的加密，离散所得之 

刚度矩阵条件数为 O(h )，h是单元的尺寸。线性方程组迭 

代算法的迭代步数随着条件数的增大而增加。因此，随着网 

格的不断加密，h变小，自由度数增多 ，不仅单步迭代的计算 

量增大，而且迭代步数也会增加。好的预条件子能使预条件 

后的矩阵条件数与 h无关，从而迭代法的迭代步数也与 h无 

关。由表 1、表 2和表 3的结果可以看到，方程迭代步数随着 

网格的加密能大致保持不变，这说明了代数多重网格预条件 

子的有效性。此时，求解线性方程组的计算量与问题 的规模 

呈线性增长的关系，将其称之为可扩展的线性方程组求解算 

法。 

同时，可以看到，使用高次元能在更少的自由度下得到更 

好的精度。 

4．2 悬臂梁 

如图 4所示，悬臂梁左端固定，上部施加均匀向下的面载 

荷。此问题的解在固定端具有奇性，以此算例展示 自适应有 

限元方法的网格最优性。 

0 

图 4 悬臂梁 

自适应有限元方法首先在给定网格上求解，然后计算误 

差指示子，以此作为网格加密的依据，遵循的原则是误差在各 

单元间均匀分布，误差大的地方网格更密，从而以最少的自由 

度数 目达到最大的精度。 

根据有限元分析的数学理论[s]，当解足够光滑时，椭圆型 

问题的有限元方法在使用分片 P次基函数时，其 H 误差的 

范数下降阶为P。对于解带有奇性的问题，若使用一致加密 

的网格，此下降阶是无法达到的。而自适应有限元方法能够 

产生拟最优的网格，在该网格上此下降阶仍然能保持。 

图 5 三次元后验误差收敛过程 
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图 5比较了使用三次元时一致加密和自适应加密下的后 

验误差估计。后验误差估计子使用的是残量型的后验误差估 

计l3]。可以看到，为达到相同的后验误差，自适应网格所需自 

由度更少。 

图6和图 7分别是悬臂梁问题的初始网格和自适应迭代 

得到的自适应网格。自适应网格中，单元在带有奇性 的固定 

端的分布更加密集。 

图6 悬臂梁初始网格 图7 悬臂梁自适应网格 

4．3 神光!-III装置靶球结构 

本节介绍一个模态分析算例，所计算的装置如图 8所示， 

其底座是固定的。该算例中采用二次元离散，并对网格进行 

逐步一致加密，调用 ARPACK对代数特征值问题进行求解。 

i 

— ———__-  

l I 墨I 』 I 赛l l 
图 8 光学固定装置 

表4 模态分析计算结果 

计算中使用了8个结点、64个MPI进程。表4列出了计 

算时间以及前 3个最小特征频率。 

结束语 本文介绍了三维结构分析并行 自适应有限元软 

件 PHG-Solid。它是一个支持大规模并行、并行自适应，并且 

完全可扩展的结构分析软件，可用于大型复杂结构的有限元 

分析。 
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