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保持局部邻域关系的增量 Hessian LLE算法 
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摘 要 Hessian u正 算法是一种经典的流形学习算法，但该方法是以批处理的方式进行的，"-3新的数据点加入时， 

必须重新运行整个算法，计算所有数据点低维嵌入，原来的运算结果被全部丢弃。鉴于此，提出了一种保持局部邻域 

关系的增量 Hessian LLE(LIHLLE)算法，该方法通过保证流形新增样本点在原空间和嵌入空间局部邻域的线性关系 

不变，用其已有邻域点的低维坐标线性表示新增样本点，来得到新增点的低维嵌入，实现增量学习。在Swiss roll with 

hole和 frey 数据集上的实验表明，该方法简便、有效可行。_rawface 
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Incremental Hessian LLE by Preserving Local Adjacent Information between Data Points 
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Abstract Hessian LLE algorithm is a classical manifold learning algorithm．However，Hessian LLE is a batch mode．If 

only new samples are observed，the whole algorithm  must run repeatedly and all the former computational results are 

discarded．So，incremental Hessian LLE(LIHLLE)algorithm  was proposed，which preserves loca1 neighborhood rela— 

tionship between the original space and the embedding space．New sam ple points were linearly reconstructed with exis- 

ting embedding results of local neighborhood sam ples．The proposed method can leam manifold in an incremental way． 

Simulation results in Swiss roll with hole and frey raM ace database testify the efficiency and accuracy of the proposed 

algorithms． 
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1 引言 

流形学习是一种非线性降维技术，它通过分析数据集的 

外在结构来认识其本质，已经成为机器学习、模式识别、数据 

挖掘等领域的研究热点之一。近年来 ，流形学习已经得到了 

快速的发展，产生了大量的研究成果。Tenenbaum等人[ 提 

出的ISOMAP算法首先使用最近邻图中的最短路径得到近 

似的测地线距离，用其代替不能表示内在流形结构的欧式距 

离，然后输入到多维尺度分析(MDS)中处理，进而发现嵌入 

在高维空间的低维坐标。Rowels和SaulE。 提出的LLE算法 

能够将高维输人数据点映射到一个全局低维坐标系，同时保 

持了邻接点之间的关系，这样原有的几何结构就能够得到保 

留。基于u点的发展，人们提出了一些改进的算法，包括利 

用拉普拉斯(Laplacian)算子变化改进的算法 LEc 、利用赫森 

(Hessian)变换改进的算法HLLEE 、基于切空间的改进算法 

I sA[5]、利用数据分类信息改进的监督 LLE[5．7]、增量式 

U 等。然而，在性能上，HLLE对U点有较大的改进，甚至 

在某些情况下已超越了 ISOMAP的能力。ISC}MAP是在假 

设全局等距和凸参数空间下进行的，这在多数情况下难以满 

足，而HLLE只要求局部等距映射和开的连通参数空间，因 

而适用范围更广。 

以上算法已经被广泛应用，然而这些方法都是批处理的 

模式。当新样本不断地加入时，批处理方法必须重新计算所 

有的样本，计算是复杂的。为了克服此问题，一些科研工作者 

已经致力于研究增量学习算法。2005年，Martin and A11i1提 

出了ISOMAP的增量算法[8]，该方法首先更新测地距离，然 

后将问题转化为子空间的特征分解来实现全局的增量学习； 

Kouropteva等人在假定原有特征值不变的基础上提出了 

LLE的增量算法[ ，即在低维空间实现最优化；2006年，Liu 

等人提出了LTSA的增量算法m ；2007年，曾宪华等人提出 

了一种动态增殖流形学习算法_1 ；2009年，Peng Jia等人用 

邻域点的低维坐标表示新增点的坐标，提出了LE的增量算 

法m ；2010年，李厚森和成礼智受文献E133启发，提出了增量 

的HLLE算法[1 等等。 
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通过以上分析，不难发现大多数已有的增量学习方法都 

是将原空间的特征分解问题转化为低维空间的特征分解来实 

现的，这些方法虽然降低了算法的复杂性，但每次增加一个样 

本点均需重新计算所有样本点的低维嵌入。事实上，由 

LLE、HLLE等局部流形学习算法的特性可知，当有单个新样 

本点加入时，大多数样本点的结果几乎不发生改变，因此这样 

的计算也造成了浪费。鉴于此，本文基于人的认知，利用流形 

结构的局部线性特性，提出了保持局部邻域关系的增量 

HLLE算法(uH1】D。当有新的样本加入时，保证流形新增 

样本点在原空间和嵌入空间局部邻域的权值不变，用其邻域点 

的低维坐标线性表示新增样本点，得到新增点的嵌入结果。 

2 Hessian局部线性嵌入(HLLE) 

HLLE算法是 LLE算法的一种改进，将 LLE的局部带 

权线性表示方法用局部等距代替，实现了数据降维。具体的 

算法步骤如下： 

(1)邻域选取。获取每个样本点Xi的邻域点。记X 一 

[ ，⋯z ]为样本点五的悫个最近的邻域点。 

(2)计算切空间坐标。对每个样本点的邻域，计算中心化 

矩阵 一露l 的前d个最大的特征值对应的特征向量，并将 

这d个特征向量组成矩阵 。 

(3)估计 Hessian矩阵。有 

M=El，Vi，( (：，s)* (：，z)14 )] 

式中，矩阵共有 l+ +d(d+1)／2列 ：前 d+1列由分量为 l 

的列向量和 组成， (：，s)* (：，Z)表示矩阵 的第s列 

和第z列的点积。对矩阵 进行 Gram-Schmidt正交化，得 

到列正交阵M ，则 Hessian矩阵 

Hi：M (：，d+1：1+d+d(d+1)／2) 

(4)构造二次项。利用每个邻域的Hessian矩阵抒 ，i= 

1，⋯，N来构造对称矩阵H，其元素为 ， 
N d(d+1)／2 

甩，=∑ ∑ ( )f’{( )fIJ 

(5)计算 H的零空间。计算 H的d+1个最小特征值对 

应的特征向量 “， ，则【，=[ z，⋯，妇+ ]就是所求的零 

空间。 

(6)计算低维嵌入。记矩阵 

R — E Uf， ，j( ，J=1，⋯， ) 
IEJ1 

式中， ．表示某个样本点的邻域，则T=R- ／ 为低维嵌 。̂ 

由以上算法可以发现：1)HLLE框架上与 u 一致，不 

同的是，HLLE用 Hessian变换取代了 LLE的局部带权线性 

表示；2)每个点的切空间要求其邻域是线性的，即选择合适的 

邻域，保证邻域的局部线性特性，这是 HLLE需要克服的一 

个问题；3)HLLE需要对每个数据点计算dXd次偏导数，当 

观察数据的维数非常高时，计算量较大，这是 HLLE需要克 

服的另一个问题。因此，针对增量的 HLLE算法，本文着重 

考虑了这两个问题，保证随着数据点的增多，邻域的大小也自 

适应地发生变化，同时尽可能降低算法的复杂度。 

3 增量 Hessian LLE算法(LI瑚LLE) 

在假设原样本点计算结果准确的基础上，本文提出的保 

持局部邻域关系的增量 HLLE算法分 3步来计算新样本的 
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低维嵌入：①根据流形结构的局部线性特性，自适应地确定新 

增点的邻域，邻域的线性程度用PCA来度量；②通过使得新 

增点在原空间中的邻域线性表示和其本身的误差最小，计算 

新增点在原空间中的邻域权值；③利用原样本的嵌入结果，保 

持原空间和嵌人空间邻域权值不变，计算新增点的投影值。 

3．1 自适应的邻域选择 

设原样本集为X={ -．，Xn)，用经典的HLLE算法得 

到的x的嵌入结果为y：{y ，⋯， )，新增样本点记为 。 

用KNN( +1)表示Xn+l的K最近邻，用RN(x．+1)表示 +1 

的合理邻域集，初始值为空。新增样本 + 加入后，其合理 

邻域的计算过程如下： 

(1)计算距离其最近的K(K> )个点，将其按边长度递 

增的顺序排列，记为KNN(z )一{ + ⋯，Xn十 ．K}，同时 

令RN(x．+1)={Xn+1．1，⋯， +1， }； 

(2)用PCA方法度量其局部线性特性，满足邻域线性条 

件的点为合理邻域点，即依次计算 URN( + )( = + 

1：K)样本集的协方差矩阵的特征值 ≥ ≥⋯≥ o，如果特 
d i= D 

征值满足∑ ／∑丸>叩( 为经验值)，Xn十1l 就记为 的合 

理邻域，RN( +1)： + URN( +1) 

3．2 计算邻域权值 

通过RN( + )来计算新增样本点 的重构权值 

+l， ，代价函数为 
size(RN(xa+1)) 

e( )=I靠十1一 ∑ Wn十l_f I (1) 

式中， 上l' ∈RN( +1)权值 满足条件 

Ew +1． =1 (2) 

这样，求最优权值就是对于式(1)在约束条件(2)下求解 

最小二乘问题。 

3．3 计算低维嵌入 

邻域权值 扎j确定后，新样本点 + 的低维表示可以 

通过以下公式得到，即 
妇 (RN( +1)) 

Xn+1 +1= Wn+l，iy T1’ (3) 
z； l 

式中，3， 1，{∈y。 

以上算法可以计算出单个新增点的低维嵌入，当有多个 

样本同时加入时，循环计算每个数据点，将每次计算出的结果 

加入已有的嵌入结果中作为原始点，依次计算出所有新增点 

的低维嵌入(本实验中K取30， 取 0．93)。 

4 实验结果及分析 

4．1 实验 

实验选取Swiss roll with hole和frey_rawface两个数据 

集，分别用批处理HLLE和增量 HLLE两种方法计算样本点 

的投影值，通过比较两种方法的实验结果验证本算法的有效 

性 Swiss roll w hole数据集为3维空间的面包圈，将其嵌入 

到2维空间；frey rawfaee数据集由1965幅像素为2O*28的不 

同姿态和表情的人脸图像组成，即原始空间为 2O*28= 

560维，嵌入到2维空间分别表示人脸姿态和表情。图1是 

frey
_

rawface数据集的一些样本。为了比较批处理HLLE算 

法和增量 HLLE两种算法嵌入值的差别，定义了误差来进行 

度量。误差的表示形式为 



√ A f (4) 
 ̂

式中，yl租y 分别表示第 i个点用 HLLE和 LIHLLE计算的 

低维嵌入值 ，误差越小，LIHLLE的嵌入结果越接近于 HLLE 

的嵌入结果。同时通过比较两种方法所耗的时间来度量算法 

的效率。 

图1 frey rawface数据库中的 1O个样本 

先在每个数据集上各随机抽取 500个点作为原始样本 

点，用 HLLE计算它们的低维嵌入，然后再将新样本点一个 

接一个地加入，用 LIHLLE算法计算它们的投影值，直到 

2000个数据点。 

图2显示了在 Swiss roll with hole数据集上的效果图， 

(乱b．c)，(d．e．f)，( h．i)3组图分别表示样本点数 N从 500 

增加到 1000、1500、2000时对应的原始数据图、Hu正算法的 

低维嵌入图及 LIHLLE算法的低维嵌入图。图3用误差曲 

线图定量地表示了两种方法的低维嵌入结果，图 3(a)为 

Swiss roll with hole数据集上，LIHLLE算法对应的误差曲线 

图，图3(b)为 frey_rawfac数据集上，LIHLLE算法对应的误 

差曲线图，其中横轴均表示样本数，纵轴均表示用两种方法映 

射产生的误差。同时表 1记录了原始样本点数 N从 500依 

次增加为i000、1500、2000个数据点时，用两种方法映射到低 

维空间时所消耗的时间。 

)LLIHLLE 

(h)HI J E 

图 2 Swiss roll with hole数据集上，样本点分别为 i000、1500、2000时对应的原始图、HLLE嵌入图、LIHLLE嵌入图 

(a)Swiss roll with hole (b)frey
_

rawface 

图 3 uHLLE算法在两个数据集上的误差曲线图 

表 1 HLLE和 LIHLLE两种方法的运行时间(单位：s) 

4．2 结果分析 

通过图2可以直观地发现所提增量 HLLE算法可以很 

好地将Swiss roll with hole数据集展开，和原始 HLLE算法 

的展开结果几乎一样。图3(a)和3(b)进一步用误差定量地 

证明了本文中算法的有效性，该方法在 Swiss roll with hole 

数据集上的平均误差为 9．7 153e-005，在 frey_rawface数据集 

上的平均误差为 1．8955e-004，这两个误差均很小，可见该方 

法的处理精度完全满足要求。 

表 1的数据 表示 本文 的增量 HLLE算法 和原始 的 

HLLE算法在两种数据集上的运行时间，由此可知，本文中算 

法的速度明显快于批处理的HLLE算法。此外，文献口4]中 

提出的增量HLLE学习方法虽然比原始的 HLLE算法效率 

高，但仍需要对每个点计算 Hession矩阵，计算过程仍然是复 

杂的，而本文提出的算法巧妙地避免了这些复杂的计算，大大 

减少了算法运行的时间。因此，本文在保证嵌入结果准确的 

前提下 ，大大提高了算法的效率。 

结束语 本文基于流形的局部线性特性，在假设原来的 

映射结果准确的基础上提出了增量的 HLLE算法。该算法 

避免了重复计算所有样本点的嵌人，利用原有的嵌人结果简 

单高效地计算出新增样本点的嵌入结果，实现了HLLE的增 

量学习。在 Swiss roll with hole和 frey—rawface数据集上的 

实验证明，该算法得到的结果与批处理方法得到的结果相近， 

然而算法的效率得到了很大的提高。 

(下转第 226页) 
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表 3 EF所离散化的数据集上的分类结果 

从表 3可以看出，在由 EF所离散化的数据集上，DTRDE的 

性能也要好于ID3和CA．5。这也证明了所提算法的有效性。 

结束语 本文将粗糙集与决策树有机地结合在一起，基 

于相对决策熵提出一种新的分离属性选择标准，并给出相应 

的决策树算法。在建树之前，该算法利用数据约简技术进行 

预剪枝，以有效降低决策树的规模。在从KDD Cup99中所随 

机抽取的数据子集上的实验表明，该算法的入侵检测效果要 

好于其他算法。但由于实验数据集的规模有限，该算法的真 

实检测性能还有待进一步的考证。 

在后续工作中，计划将该算法扩展到邻域粗糙集模型 

中I2 ，设计一种不需要离散化就能够直接处理连续型和离散 

型属性的算法。 
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