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最值间距支持向量机 
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摘 要 GEPSVM(PrOxin1al Support Vector Machine Classification via Generalized Eigenvalues)是近年提出来的一种 

新的二分类SVM，其核心思想是通过求解广义特征方程得到两个最优超平面，然后通过计算样本到超平面的距离来 

决定样本所属类别。与传统SVM相比，GEPSVM 降低了时间复杂度，但仍存在奇异性等问题。提出了一种新的算法 

TDMSVM(TwinDistance ofMinimum andMaximumSupportVecmrMathine)，其通过求解标准特征方程得到两个最 

优超平面，使超平面满足到本类样例的平均距离最小化，同时到另一类样例的平均距离最大化。通过理论分析和实验 

证明，与 GEPSVM 相比，TDMSVM有以下优势：进一步降低了时间复杂度；不需引入正则项，从而提高了泛化性能； 

克服 了奇异性。 
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Abstract GEPSVM is a newly proposed binary SVM in recent years．It learns tWO optimal hyperplanes by solving the 

generalized eigenequation and determines the categories of patterns based on the distances between test sample and the 

two hyperplanes．Compared with traditional SVM，GEPSVM can reduce the time complexity，but it still leaves singulari— 

ty issues unsolved．This paper introduced a new algorithm TDMSVM(Twin Distance of Minimum  and Maximum Sup— 

port Vector Ma chine)which seeks two optimal hyperplanes through solving the standard dgenequation and requires the 

minimal average distance between the same class of sam ples and hyperplanes．Compared with GEPSVM，TDMSVM has 

the following advantages：it further reduces the time complexity and does not require the introduction of regular items 

which improves the generalization perform ance and avoids singularity． 
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1 引言 

Vapnik等人在统计学理论中的结构风险最小化和 VC 

维的基础上提出支持向量机(SⅥ )l1]。传统的SVM方法在 

不等式约束条件下通过求解二次规划得到最优超平面，在数 

据线性可分的条件下将两类数据正确分开 ，并且使分类间隔 

最大 ，然而样本数 目较大时训练 SVM 比较费时l2，3-。 

Fung和Ma ngasarian提出的PSVMc 将传统SVM 中的 

不等式约束替换为等式约束，通过求解线性方程组得到两个 

平行的超平面。与传统 SVM相比，PSVM 的时间复杂度得 

到了改进，但是在处理XOR问题时，仍然没有很好地解决数 

据“交叉”带来的问题。为了克服此缺点，Ma ngasarian和 

Wild在此基础上摒弃了平行的约束条件，提出GEPSVM[ 。 

其核心思想是，每个超平面离本类样本尽可能近，离另一类样 

本尽可能远，通过求解广义特征方程可以得到两个最优超平 

面。GEPSVM的优势是不需要求解二次规划问题，所需时间 

少于传统 SVM并且能很好解决 XOR问题。近年来，基于 

GEPSVM又发展出多种SVM算法[ ]。文献[6，7]仍是基于 

求解广义特征方程，文献[8，9]涉及到矩阵求逆操作，所以它 

们仍然存在奇异性。杨和陈等人将 GEPSVM的概念推广到 

局部化 GEPSVM~lo]和半监督 SemiGEPSVM~“]。局部化 

GEPSVM根据超平面上的局部凸区域决定样本的类别，但是 

仍避免不了正则化因子的选择问题。 

通过以上分析，GEPs、nvI仍然存在如下不足：(1)求解广 

义特征方程时所涉及的矩阵可能是半正定矩阵，从而导致奇 

异性；(2)求解广义特征方程得到最优解，时间复杂度O( ) 
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仍偏高；(3)在真实数据集中分类正确率稍低于 SⅥ B]。为 

解决上述问题，本文提出基于标准特征方程的最值间距TD- 

MSVM。与 GEPSVM相比，TDMSVM 有以下优点：(1)通过 

求标准特征方程得到超平面，因此不存在奇异性问题；(2) 

TDMSVM时间复杂度 O(n )小于 GEPSVM；(3)不需引入 

TikhonOV正则项，故保留了原始平面的几何意义。 

2 GEPsⅥ 简介 

在 维空间R 上，给定两类样本{Xi)，i=1，2，且分别由 

矩阵A和B表示，样本个数分别为 N】和 N2。GEPSVM的 

目标是在，2维空间中寻找两个超平面 

A +幽 ：0，Bw2+ebz=O (1) 

使两个超平面满足最小化到本类样本的距离，最大化到另一 

类样本的距离。A类超平面优化准则如下 

。倦 群胖 
式中，A和B分别是大小为N × 和NzXn的矩阵，Il-lI是 

L2范数，e是全 1的列 向量。为 了避免奇异性，引入 Tik- 

honor正则项，得到如下形式 

Min 
(tcJ，6)re0 

(3) 

3>0是正则化因子。式(3)被重新定义为如下瑞利熵： 
J  T 

MlnZyET- (4) 
# u z ly12： 

式中，L，MER‘ ‘ 为对称矩阵： 

L：=[A P] ×[A ]+ XJ ⋯  

M：一[B P] ×[B P]， ：=[t b1]T 、。 

通过求解广义特征方程得到问题(4)的解，形式如下 

Lz=baVlz·z#O (6) 

求解广义特征值问题时L和M不能同时为半正定矩阵， 

否则会产生奇异性。因此，正则化后的 L为正定矩阵，但由 

此得到的超平面在某种程度上失去了原有的几何意义。准则 

(2)的全局最优解是式(6)的最小特征值 对应的特征向 

量，因此如果 是最小特征值舳 对应的特征向量，那么 

[锄 ，51] = 决定了第一类超平面 ，Wl+b =0。同理， 

[毗 ，62] = 决定了第二类超平面XTW2+ ----0。 

3 n s、 

与 GEPSVM 的几何意义类似，TDMSVM 的目的也是在 

，l维空间中寻找两个如式(1)所示的超平面，但TDMSVM要 

求出每个超平面到本类样本距离之和的最小均值，以及到另 
一 类样本的距离之和的最大均值。TDMSVM与 GEPSVM 

有本质的不同，GEPSVM通过求矩阵的广义特征方程来确定 

最优超平面。通过下面的分析可知，TDMSVM通过求矩阵 

的标准特征方程来确定最优超平面。TDMSVM使用不同于 

GEPSVM 的优化函数，优化准则如下 

TDMSVM1： 

： (Au~+elb ) (Aw~q-elb )一 

(Bwl q-ez ( + ) 

S．t． wl=1 (7) 

TDMSVM2： 
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Min 。 i (B毗 + 2be) (Bw2q-ezt~)一 

t

～

ie (Aw
2+F 62) (A +P 62) 

S．t． 毗 =1 (8) 

以TDMSVM1为例，目标函数第一项是第一类样本到第 
一 类超平面的平均距离，第二项是第二类样本到第一类超平 

面的平均距离，A和B分别是大小为 N × 和 N：×，2的矩 

阵，参数 7≥o，ei=[1，1，⋯，1]T，× ，iE1，2。依据上述目标函 
数定义，得到如下结论。 

定理 1 求TDMSVM优化问题的最优解[ ， 可转 

化为求矩阵P的最小特征值对应的特征向量，其中P由同类 

样本和异类样本协方差矩阵确定。 

证明：同样以TDMSVM1为例，构造Lagrange函数： 

L( ，61， ) 1 (A + ) (A
撕 +e )一 

( 馥+ 61) (&蛆+龟61)一 (狮 r啦 一1) 

(9) 

令 =o，整理得 

A (A +e 61)一 B (B +晚61)一2 啦 

=(~ATA一是BTB)毗+( AT 一N2rp BT 61— 
2 硼1 

=0 (1O) 

令 =o，整理得 

(A +e 61)一 (B叻 +ez ) 

=( A+ B) +( e 一是 61 
：0 (11) 

由式 (11)得 

： 坐  ( ≠1) (12 
N T T 加 — ‘ ≠ ’ ㈣  

将式(12)代人式(1O)，整理得 

P 一 删 l 

rP=(N2ATA—Ni B B)+ 

l(N2ATP1一Ni Bze2)(NzATel—Nl BT ) 
．2 N117l --NzeTel (13) 
l( ≠1) 

L7c= Nl N2 

易看出，矩阵P的第一项为同类样本协方差矩阵的线性 

组合，第二项的分母可视为常数。将分子展开，得到同类样本 

和异类样本的协方差矩阵的线性组合。综上所述，矩阵P的 

简化形式为 

P=K1A A+KzBTB+ A B (14) 

式中，K1，K2，K3∈ 。 

再将式(12)代人式(7)，整理得 

minwiP =rain zvim —min 7c (15) 

由式(13)、式(15)可知，式(7)的目标函数取最小特征值 

时，超平面的最优方向为矩阵P的最小特征值所对应的特 



征向量，其中P由同类样本和异类样本协方差矩阵确定。 

同理可证 ，TDMSVM2具有同样结论。 

与GEPSVM不同，TDMSVM只需求解矩阵P的标准特 

征值 ，不存在奇异性问题 ，因此不需要引入正则项 ，从而保留 

了分类器的几何特性，这对提高分类器的泛化能力有很重要 

的作用。 

为了直观描述 TDMSVM，并与传统 SVM做对比，可视 

化的显示方式如图 l所示 。可看到 SVM 目标是寻找一个最 

优分类超平面，不但能将两类数据正确分开，并且使分类间隔 

最大化；T】 s、，M的目标是构造两个超平面，以保证每个超 

平面到本类样本距离之和的均值最小，同时到另一类样本的 

距离之和的均值最大。 

(a)SVM 可视 化 (b)本 文算法 TDMSVM 可视化 

图1 SVM 和TDMSVM可视化 

时间复杂度分析：SVM 求二次规划问题时，时间复杂度 

为O(n )_l。 ；GEPSVM求广义特征值问题时，时间复杂度 

为O(n。)；TDMSVM求标准特征值问题时，时间复杂度为0 

(n2)。GEPSVM 和 TDMSVM 的目标是得到两个最优超平 

面，所以需计算 2次特征值。假定样本数为 ，3种算法的时 

间复杂度分析如下： 

O(T
盟
DMSVM)= 2 (n／2) × 0 ‘ 

O(GEPSVM) 2×(n／2)。 (16) 
—

O(TDM—SVM)一 ～ 

通过式(16)的分析可看出，与其他两种算法相 比，TD- 

MSVM在时间复杂度方面得到了很大的改善。 

4 非线性 TI)MS~Vl 

为将 TDMSVM扩展到非线性，考虑基于核的分类器： 

K(x ， ) 1+61=0，K(XT， )“2+62=0 

：
EA B1 (17) 

K为任意核函数。与第2节类似，构造优化准则如下： 

KTDM SVM 1： 

： (K(A，Cr)“ +elb ) (K(A， ) +e b1)～ 

(K(B，Cr)“ +Pz6 )T(K(B，Cr)Ul+e2 61) 

S．t． l=1 (18) 

KTDMSVM2： 

静： L_(K(B，Cr)“z+ezb2) (K(B，Cr)uz+gzb2)一 

(K(A，Cr)“2+ 6z) (K(A，Cr) 2+e2b2) 

S．t． 撕一1 (19) 

可得如下结论。 

定理2 求KTDMSVM优化问题的最优解可转化为求 

矩阵s的最小特征值对应的特征向量，从而得到最优解[ ， 

。 

证明：以KTDMSVM1为例，证明过程与定理1类似，得 

61：—

N
—

2e
—

TK
—

(
—

A
—

,C
—

T )
—

--

—

N 1~

__

e T

—

K
—

(B
—

,

一

CT)
“1 (20) =一  1 

‘ N1功 e2～N e1 

(j71≠ 1) 

Sul 1 

其中， 

fs：(N2K(A，Cr) K(A， )一N117lK(B，Cr) K(B， ))+ 

{ 业(萨 ) 1 N1】丑 e2一N 81 
ln=2aN1Ⅳ2 

(21) 

同理，min“1Sul--rain舰“ l-~-rain 7c，即最优解为矩阵 S 

的最小特征值对应的特征向量。 

5 实验分析 

3种算法的实现基于以下实验平台：Matlab2009a、P4处 

理器(2．27G)和4G RAM，所用数据集来自UCI数据集口2_和 

人工数据集。3种算法均用十折交叉验证。表 1是基于线性 

核 TDMSVM、GEPSVM 和 GurmSVM：”]的结果 比较 ，其中 

GunnSVM是由Matlab语言实现的 SVM 工具箱。3种算法 

需选择的参数分别为 玑 和C。利用网格搜索算法：最优参 

数 '7、 和C在L：{2 1 =一3，⋯，8}范围中选择，由式(12)可 

知刁≠2。。如果参数步长设置太小，网格搜索算法会很耗时； 

步长太大，则容易跳过最优参数。这里采用文献[14]较折中 

的方法，即先设置较大的步长，粗略估计出次优参数，然后在 

次优参数的邻近区域搜索最优参数。例如，如图2所示 TD- 

MSVM 在线性核条件下寻找 Cleveland Heart最佳参数 刁，先 

设置搜索范围L的步长为 0．5，搜索到次优的参数 =7时， 

准确率为82．89 ，然后在 2 邻近的范围L ：{2 { =5，5．1， 

⋯，7．9，8}中搜索，缩小步长为 0．1，搜索到最佳的参数 ： 

2 ·。时，准确率为83．91 。 

表 1 在线性核上的准确率和方差( ) 

* 
蕾 

i 

⋯

}⋯⋯ ’ 

； 

j lI } 

． ． ． 

⋯  

：

i ＼_h ；』 
V ； 

墨 
* 

臀 IIj 
． f i 厂 

r i 

(a)对1的最优值进行粗略估计 (b)对1最优值进行精细估计 

(步长=0．5，净 O) (步长一0．1) 

图 2 对 Cleveland Heart的参数 TI进行估计 
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表 2是基于 GAUSS核(exp(一口*『“一 I 2))的 TD- 

MSVM、GEPSVM和Gu衄svM 的测试结果比较，参数 ， 

和c的选择范围与表 1一致。基于GAUSS 核的分类器除了 

要选择以上参数外，还要选择核参数， 在{2 f =一5，⋯，7) 

范围中选择，同样采用网格搜索算法搜索最佳的参数。 

表 2 在 GAUSS核函数上的准确率和方差( ) 

表1及表 2的结果表明，在 8个 UC1数据集上，TDMS- 

VM平均模式识别率明显优于 GEPSVM。尽管 TDMSVM 

与GunnSVM平均模式识别率相当，但第2节式(16)的时间 

复杂度分析和表 3的实验结果表明，TDMSVM的模式识别 

速度更快。 

表 3 在线性核上十折交叉验证每一折消耗的平均时间(s) 

以wpbc和ionosphere为例，图3是3种算法在十折交叉 

验证中所用的时间对比， 轴代表交叉折数，Y轴代表随着折 

数的递增，时间的累加和。例如，算法运行到第四折时消耗的 

时间是前 4折所用时间的总和。消耗时间随着交叉折数递增 

而增加 ，图 3也从侧面反映出随着样本个数增多，TDMSVM 

在时间上的优势越明显。 

i 

毒 ⋯ 一 一 一 争 = ∞S蜀妒⋯一 ⋯ ⋯～ ⋯。。 ⋯一_上：—= 
⋯  ⋯  ⋯ t．． 垂 -●⋯． 

萎 

兰霉 _ j_．’ 

蓊稀 
交又折敦 交天折敦 

(a)在 wpbc上所用时间 (b)在 ionoshpere上所用时间 

图3 3种算法十折交叉验证所用时间 

篷 鐾 
二 ：≯：：：≥j 羔 ： ： L l 。 
『Ⅲ r r r 中o ， 

、 端 
一 ¨̈ ”． ‘。卜 
_：摹I i -：． ：#_̈ J ： l 【 i l 
⋯ —r r̈⋯ ～卜  

⋯  ⋯  

Di幽 碱 fr帆 p n t'm D n∞ from Ⅱ玎t |D 

(a)ionosphere测试样本到平面的距离 (b)vows测试样本到平面的距离 

图 4 样本到超平面的距离 

在数据集 mnoshpere中随机取 150个测试样例，其余数 
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据作为训练样例。同样从votes中随机取120个测试样例，其 

余数据作为训练样例。图 4为测试样例到两个超平面的距 

离，第一类样例用“o”表示，第二类样例用“☆”表示，坐标值 

表示为(ca，C2)，其中c =f 叫 +6l f，c2=fxTw。+ J。根 

据式(22)判断测试样例归属于哪一类，即测试样例被划分到 

离其距离更近的那一超平面 、 

tU( +6‘r)=MinI XT 0+b(O 1 (22) 
f： 1，2 

与GunnSVM 比较，GEPSVM除了在时间上占优势外， 

另一优势表现在对 x()R数据的分类性能上。由于 TDMS- 

VM的几何意义与 GEPSVM相似，因此TDMSVM也同样具 

备这一优势。人工生成XOR(200×2)数据集，数据范围为 

[一3，3]，数据分布关于原点对称，如图5(a)所示。随机取 6O 

个数据作为测试集，其余数据作为训练集，图 5(b)为基于 

GAUSS核函数，用于测试数据到TDMs、 压两个超平面的距 

离，第一类样例用“o”表示，第二类样例用“☆”表示。 

』 

● l 

{ - f 

! 

Dimen．~ o D hmce b’om -n 押 0 

(a)XOR数据分布可视化 (b)X0R测试样本到平面的距离 

图 5 数据可视化和样本到平面的距离 

设置 0，即要求TDMSVM的超平面只到本类样本最 

近。GunnSvM和GEPSⅦvI中要求 C和 大于O，设置 一 

C=0．1。3种算法的核参数选 1／k，忌=140为训练样本个数。 

3种算法在 X0R上的准确率如表4所列。 

表 4 3种算法准确率对比( ) 

实验分析：由表4可以看出，在 x0R数据集上，TDMS- 

VM的分类能力同样优于 G】1Ps、，M。GEPSVM 和 TDMS— 

VM 在 x()R数据集上识别率高的原因如图 5(a)所示 ，这两 

种算法很容易找到两个超平面来“拟合”XOR数据集。同样， 

由图5(b)可看出，在 XOR数据集上两类样本到本类超平面 

的距离几乎为0，距离坐标分布几乎不交叉，说明超平面“拟 

合”效果很好。经初步分析，在线性核条件下，GunnSVM 性 

能远不及其他两种算法的原因是线性核函数在原始空间中将 

特征直接做内积，并在原始特征空间中寻找一个最优分类超 

平面，它不但将两类数据正确分开，而且使分类间隔最大。由 

X1)R数据分布图5(a)可看出，原始空间中很难找到这样的超 

平面。 

结束语 本文提出基于标准特征值问题的SVM，它通过 

求标准解特征值得到最优超平面。经理论证明和实验仿真表 

明，它是一种有效的分类算法。与 GEPSVM 相比，TDMS- 

VM不需要引入正则项，从而保留了原始平面的几何意义，并 

且避免了奇异性问题。本算法在模式识别率和时间上更占优 

势。下一步工作将从统计角度分析 TDMSvM 的特性。另 

外，从本文的实验来看，线性核与非线性核在样例识别率上互 

有胜负，具体选择哪种核函数和相应的参数更适合本文算法， 

也将是下一步的研究内容。 
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将上述报告用 IBNF描述如下： 

*状态报告 * *我方 * *位置状态* *于* *20XX 

年 3月 17日12点 24分 O8秒 * *到达 * *)。(。48 ．13N， 

)()(o38 ．42E* *事实情况*／报告一引用一标识 1／。 

其语法树结构如图3所示。 

点24分O8秒 xx~38，．42E 

图3 状态报告语法树 

结束语 BML是一种实现指控与仿真系统间无歧义通 

信的标准语言规范[1 。针对典型作战命令的语言结构特点， 

在BNF基础上进行了适当改进的形式化方法IBNF，是用来 

描述 BML语法的一种合适选择。 

本文提出的IBNF语法形式化描述方法能够使作战命令 

具有结构清晰、规范的统一描述，使指控系统与仿真系统之间 

交换的作战命令都具有结构化形式，从而为实现语法层次上 

的互操作性提供技术支撑。应用该方法可以构建作战命令模 

板，按照模板配置相应参数，即可生成指控系统和仿真系统都 

可理解和处理的结构化作战命令，从而有效实现语法层次的 

互操作性。 

下一步将围绕BML体系结构中协议视图和本体视图展 

开研究，通过相应的转换算法，将结构化作战命令转换成符合 

网络传输需求的标准网络交换形式(如 )F／Ⅺ 几文档)，从 

而实现指控系统与仿真系统之间的数据交换和语义共享，使 

指挥控制过程更加迅速、可靠。 
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