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人工蜂群算法的收敛性分析:数形结合
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摘　要　现有人工蜂群算法的收敛性分析多是基于整体收敛性的分析方法,这些收敛性分析无法展现出人工蜂群算

法在收敛过程中的收敛变化.文中采用数形结合的方式,结合目标函数图像,用阶段性分析的方法大致把蜂群算法的

收敛过程分为全局搜索阶段和最优区域搜索阶段,利用人工蜂群算法在转移时需遵循一定程度上的平均分布的特征,

逐步分析每个阶段的收敛过程和变化,最终得出人工蜂群算法的收敛结果和收敛特征.该方法可以清晰地展现出人

工蜂群算法的收敛优势和缺陷以及算法收敛概率的变化过程.
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ConvergenceAnalysisofArtificialBeeColonyAlgorithm:CombinationofNumberandShape
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Abstract　Theconvergenceanalysisofexistingmethodsforartificialbeecolonyalgorithm(ABC)isbasedontheanalyＧ
sismethodofglobalconvergence．Buttheseconvergenceanalysismethodscan’tshowtheconvergencechangeinthe
convergenceprocessofABC．Firstly,themethodofcombinationofnumberandshapeisadopted,andtheobjectivefuncＧ
tiondiagramiscombinedtodividetheconvergenceprocessofABCintotheglobalsearchstageandtheoptimalregion
searchstagebyusingstageanalysis．Then,theconvergenceprocessandchangesofeachstageareanalyzedonebyone
basedontransferringcharacterthattheartificialbeesfollowacertaindegreeofaveragedistribution．Finally,theconverＧ

genceresultsandchangeofABCareobtained．Thismethodcanclearlyshowtheconvergenceadvantagesanddefectsof
theABCalgorithm,andrevealthechangingprocessoftheconvergenceprobabilityofthealgorithm．
Keywords　Artificialbeecolonyalgorithm,Markovchain,Globalconvergence,Combinationofnumberandshape

　

１　引言

人工蜂群算法(ABC)是由 Karaboga于２００５年提出的一

种模拟蜜蜂群智能采蜜行为的蜂群智能优化算法[１].相对于

其他智能算法而言,ABC算法具有控制参数少、易于实现和

计算简单等优点,因此已被广泛应用于函数优化和工程领

域[２Ｇ９]等一系列问题中;同时,研究者也不断地提出新的具有

针对性的改进 ABC算法.与其他智能算法如蚁群算法、遗传

算法和粒子群算法[１０Ｇ１７]相比,针对 ABC算法的收敛变化和收

敛方法的研究还不够透彻,且该算法的有效性和针对性大多

通过仿真实验来证明,这在很大程度上制约了 ABC算法的应

用与改进.

Markov链是指数学中具有马尔可夫性质的离散事件的

随机过程.在马尔可夫链的每一步中,系统基于概率分布可

以从一 个 状 态 变 到 另 一 个 状 态,也 可 以 保 持 当 前 状 态.

Markov链现已被广泛应用于智能算法的数学性质分析中.

有学者依赖 Markov过程的收敛性质给出了 ABC算法的收

敛证明[１８],最终证明 ABC算法依概率收敛到全局最优.还

有学者利用鞅方法证明了 ABC 算法具有几乎必然强收敛

性[１９].但这两种方法都是从整体上进行分析,未展现出 ABC
算法在收敛过程中的收敛速度和收敛强度的变化,而这些变

化过程会给我们研究并针对性地改进算法提供极大的帮助和

指导. 例 如,全 局 最 优 解 引 导 的 全 局 人 工 蜂 群 算 法

(GABC)[２０]即是针对算法前期收敛精度低、收敛速度慢而做

出的针对性改进.
本文根据 ABC算法中蜜蜂进行转移时在一定程度上遵

循平均分布的特征,首次使用了数形结合的方式,并利用

Markov链理论分析 ABC算法的收敛过程;将蜂群算法的收

敛过程分为两个阶段,逐步分析每个阶段蜂群的转移行为和

收敛变化,最终得到收敛结果.在这一过程中,本文充分展现

出了 ABC算法的收敛变化过程和收敛特性,从而为 ABC算

法的研究与应用提供了新的理论基础.

２　人工蜂群算法

ABC算法通过模拟实际蜜蜂的采蜜机制将人工蜂群分



为３类:采蜜蜂、观察蜂和侦察蜂.整个蜂群通过一系列的搜

寻工作,最终找到花蜜量(适应度值)最大的蜜源(全局最优).
在 ABC算法中,采蜜蜂利用已知的蜜源信息寻找新的蜜源并

与观察蜂分享蜜源信息;观察蜂依据采蜜蜂分享的蜜源信息

寻找新的蜜源;侦查蜂的任务是在蜂房附近随机地寻找一个

新的更有价值的蜜源,蜜源价值通过适应度值fit进行比较.
假设蜂群搜索的可行域是d维空间,算法随机生成初始解xi

(i＝１,２,􀆺,SN),SN 为种群数量.初始化后,整个蜂群通过

３种蜂搜寻过程的不断循环,最终找到最优蜜源,即达到算法

的停止准则.
在搜索过程中,采蜜蜂和观察蜂产生新蜜源的公式为:

vij＝xij＋φij(xij－xkj) (１)
其中,k∈(１,２,􀆺,SN),j∈(１,２,􀆺,d),且xij≠xkj,φij为[－１,

１]之间的随机数.新旧蜜源通过贪婪法则来选择,即比较新

旧蜜源的适应度值fit,并选取fit值更大的蜜源作为当前蜜

源.当所有采蜜蜂完成搜寻过程后,在舞蹈区用跳摇摆舞的

方式将蜜源信息分享给观察蜂.观察蜂通过式(２)计算选择

蜜源的概率:

Pi＝fiti/∑
SN

k＝１
fitk (２)

然后,随机产生一个[０,１]区间的随机数,如果Pi 大于该

随机数,则观察蜂通过使用式(１)并比较适应度值fit进行蜜

源更新.如果所有观察蜂在有限次循环的搜索之后有蜜源不

能被更新,则与此对应的采蜜蜂放弃该蜜源并转变为侦察蜂.
侦查蜂按式(３)搜索新蜜源:

xij＝xminj＋rand(０,１)(xmaxj－xminj) (３)
其中,j∈(１,２,􀆺,d);然后返回采蜜蜂搜索过程,开始新的重

复循环.
优化问题一般分为最大值优化和最小值优化.设f(􀅰)

是优化问题的目标函数,如果是最小值优化问题,则适应度值

为:

fit(xi)＝
１

１＋f(xi)
, f(xi)＞０

１＋abs(f(xi)), f(xi)≤０
{ (４)

如果该问题是最大值优化问题,则适应度值为目标函数

值,且 ABC算法的贪婪选择如下:

vi＝
vi, fit(vi)＞fit(xi)

xi, fit(vi)≤fit(xi){ (５)

后文若不加特殊说明,均按优化最大值问题考虑.

３　ABC的 Markov链模型和相关理论

为了阐述 ABC算法的 Markov链模型,需要先给出一些

相关的数学描述和定义[１７Ｇ１８].
定义１　设X 表示一个序数为|X|的集合,在 ABC算法

中,有限集合s中的元素称为个体,用字母i,j,k,􀆺,表示;设m
为正整数,Markov链模型的状态空间取为S＝s∗s∗􀆺∗s,
其元素被称为种群,用字母x表示,即:

S＝{(x１,x２,􀆺,xm)|xk∈s,１≤k≤m}
其中,m 为种群规模.

定义２　ABC算法中人工蜂群的状态序列{s(t):t＞０}是
有限齐次 Markov链[１８].

定义３　ABC产生新蜜源的公式为vij＝xij＋φij(xij－

xkj),其中φij为[－１,１]之间的随机数,其他为定值,故而转移

概率符合一定程度上的平均分布.

定义４　人工蜂群算法迭代过程中,对于任意两个状态

Xi∈s,Xj∈s,人工蜂由Xi 一步转移至Xj,记为P(Xi→Xj).

本文采用数形结合的方式,从图１可以看出,Xi 从某一取值

范围l转移至取值范围为l１ 中的 Xj,这一行为符合均匀分

布,故P(Xi→Xj)＝l１/l.

定义５　称二阶矩随机序列 Xn(ω)依概率１收敛[２１]于

X(ω),若对于Xε＞０,有:

lim
n→∞

　P{|Xn(ω)－X(ω)|＜ε}＝１ (６)

４　人工蜂群算法收敛性分析

本文将 ABC算法的收敛过程分为两个阶段,即全局搜索

阶段和最优区域搜索阶段;并根据算法原理构造数学图像模

型(见图１－图３).
如图１所示,假设f(x)为目标函数的图像,其中D 为函

数的取值范围,长度记为d;Xmax为函数最大值;Xmax２是函数

次大值;Dmax是函数值低于最大值并高于次大值的取值范围,

称为最优区域,长度记为dmax;DxＧmax是全局最优区域,可以认

为到达全区域,即到达局最优,范围为[(Xmax－ε,Xmax＋ε)],

称为全局最优,长度记为２ε.

图１　ABC算法的目标函数

Fig．１　ObjectivefunctionofABCalgorithm

４．１　全局搜索阶段

ABC算法刚开始运行时,蜜蜂在目标函数的取值范围内

随机搜索,直到所有的蜜蜂到达最优区域,称为全局搜索

阶段.

ABC算法开始时,蜜蜂需要初始化位置,此时蜜蜂初始

位置处于Dmax区域的概率为:

P１＝dmax

d
(７)

此时大部分蜜蜂都离散地分布在D 区域内,蜜蜂开始进

行迭代.蜜蜂在全局搜索阶段,对于当前迭代,Xi 和任意Xk

之间的可转移范围为Xi＋Xk 与Xi－Xk 这两点之间的区域.

该区域与Dmax区域之间的关系又分为４种情况:１)相交,即

Xi,Xk 两点之间的区域与Dmax区域之间有部分重叠;２)包
含,即Xi,Xk 两点之间的区域包含Dmax区域;３)相离,即 Xi,

Xk 两点之间的区域和Dmax区域之间没有重叠部分;４)包含

于,即Xi,Xk 两点之间的区域包含在Dmax区域中(此情况下

即可视为蜜蜂成功转移到Dmax区域,该蜜蜂进入最优区域搜

索阶段).

记Xi,Xk 两点之间的区域长度为dik,i∈(１,２,􀆺,n),重
叠或包含的区域长度记为d∩ik,i∈(１,２,􀆺,n),此过程中蜜

蜂一步转移到Dmax区域的概率P(Xi→Dmax)为:

３１２第１０期 火久元,等:人工蜂群算法的收敛性分析:数形结合



P(Xi→Dmax)＝p􀅰 ∑
SN－１

k＝１

d∩ik

SN􀅰dik

(８)

其中,SN 是 种 群 大 小;p 是 选 择 蜜 源 的 概 率,并 且 p＝
Pi, Pi＜１
１, Pi≥１{ ;dik始终大于０.因此,P(Xi→Dmax)的大小仅

与d∩ik有关.正常情况下,蜜蜂在D 区域内的位置是随机且

离散的,因此对于大部分Xk 来说,Xi,Xk 两点之间的区域和

Dmax区域之间的关系多为相交和包含,因此多数的d∩ik 都是

大于０的,即P(Xi→Dmax)是大于０的.少数情况下,如蜂群

初始化的位置不够离散、最优区域较小、位置较偏僻、蜂群转

移过程中陷入局部最优等,Xi 经过数次迭代后,有极小的概

率回复到正常情况,但大多都最终陷入局部最优,根本无法转

移到Dmax区域.当Xi 陷入到局部最优时,Xi 从采蜜蜂转变

为侦查蜂,此时的P(Xi→Dmax)＝p􀅰dmax

d
.

定理１　对于任意的蜜蜂 Xi,其必然可以转移到区域

Dmax.
证明:蜜蜂 Xi 的一步转移概率为P(Xi→Dmax)＝p􀅰

∑
SN

k＝１
　 d∩ik

SN􀅰dik
≠０,其在经过n次迭代后无法转移到Dmax区域

的概率为:

lim
n→∞

　∏
n

i＝m
(１－P(Xi→Dmax))＝lim

n→∞
(１－p􀅰 ∑

SN－１

k＝１

d∩ik

SN􀅰dik
)n

＝０ (９)
若蜜蜂Xi 到达限制次数则转变为侦查蜂,P(Xi→Dmax)＝

p􀅰dmax

d
,此时:

lim
n→∞

　∏
n

i＝m
(１－P(Xi→Dmax))＝lim

n→∞
(１－p􀅰dmax

d
)n－m＝０

(１０)
因此,其转移不到Dmax区域的概率为０,即其必然可以转

移到Dmax区域.
猜想１　存在极小的概率使得蜂群全部陷入某个极值区

域,从而使得整个蜂群全部围绕在某个局部最优值区域且无

法跳出,此情况下Xi±Xk 两点之间的区域与Dmax区域之间

相离,不存在重合,因而P(Xi→Dmax)＝０,从而使得蜂群无法

转移到Dmax区域.
证明:已知Xi 转变为侦查蜂的概率P(Xi→侦查蜂)是始

终存在的,因此当迭代次数趋于无穷时,Xi 转变为侦查蜂的

次数α也将趋向于无穷.
此时,Xi 无法转移到Dmax区域的概率为:

lim
n→∞

　∏
n

i＝m
(１－P(Xi→Dmax))＝lim

n→∞
(１－p􀅰dmax

d
)α􀅰(１－

P(Xi→Dmax))n－α＝０ (１１)
因此猜想不成立,即Xi 必然可以转移到Dmax区域.
综上所述,在几种情况下 Xi 无法转移到Dmax区域的概

率都为０,因此其一定可以转移到Dmax区域.由此可知,经过

一定次数的迭代后,蜂群必然会进入 Dmax区域;同时,在本阶

段,由于P(Xi→Dmax)的初始数值较小,因此其最初转移速度

较慢,但随着迭代次数的增加,Xi,Xk 两点之间的区域长度会

不断减小.因此,P(Xi→Dmax)将逐渐变大,且其转移速度也

会逐渐加快.故在全局搜索阶段,ABC算法的初始收敛概率

较小,但收敛概率会随着迭代次数的增加而逐渐变大,速度会

加快,此时算法的收敛速度较快且收敛强度高.

４．２　最优区域搜索阶段

蜂群进入 Dmax区域之后的搜索阶段被称为最优区域搜

索阶段,如图２所示.任何重新搜索到的不在此区域的新蜜

源都将因为适应度值低而被放弃,所以我们在此无需考虑不

在Dmax区域内的算法运行和计算.此时,算法的搜索速度会

加快,搜索精度也会变高.为了计算简便,重新计算迭代次

数,即重新从１开始.

图２　最优区域搜索阶段的目标函数

Fig．２　Objectivefunctioninoptimalregionsearchstage

蜜蜂在此阶段的一步转移到最大值范围(近似全局最优)
的概率P(Xi→DxＧmax)为:

P(Xi→DxＧmax)＝p􀅰∑
SN

k＝１

d∩xＧmax

SN􀅰dik
(１２)

其中,d∩xＧmax是 Xi,Xk 两点之间的区域与DxＧmax之间重叠部

分的长度.此时蜜蜂从状态 Xi 转移到Xj 的概率P(Xi→
Xj)为:

P(Xi→Xj)＝
p/２, f(Xi)≤f(Xk)

dΔ􀅰p
２dik

, f(Xi)＞f(Xk){ (１３)

其中,dΔ 是Xi,Xk 两点之间适应度值大于Xi 的函数表现在

横坐标轴中的总长度.
如果蜂群在Dmax区域的离散度足够大,则d∩xＧmax将并不

全为０,此时的P(Xi→DxＧmax)也就不为０.而如果蜂群离散

度不够大导致d∩xＧmax全为０,则此时所有蜜蜂必然全部集中

于Xmax的左半边或右半边,且此时蜜蜂从状态 Xi 转移到Xj

的概率P(Xi→Xj)变为:

P(Xi→Xj)＝p/２ (１４)
由式(１４)可得,蜜蜂从状态Xi 转移到Xj 的一步概率变

为１/２,其转移速度也会加快.因为f(Xi)是单调非降的,所
以此时Xi 会沿着f(X)的轨迹向f(Xmax)转移,会出现以下

两种结果:

１)随着Xi 迭代次数的增加,蜂群离散度变大,d∩xＧmax重

新变得不全为０;

２)Xi 到达限制次数,转变为侦查蜂.

情况２)中,P(Xi→DxＧmax)＝２ε
d

􀅰p,其一步转移概率

P(Xi→Xj)＝
dΔ

d
􀅰p,其中dΔ 是目标函数值大于f(Xi)的区

域长度,因此其始终无法转移到下一个位置的概率lim
n→∞

　 ∏
n

i＝m

(１－P(Xi→Xj))＝lim
n→∞

　∏
n

i＝m
(１－dΔ

d
􀅰p)＝０,所以经过一定次

数的迭代,Xi 必然可以向更优的蜜源位置转移,然后转变为

搜索蜂或直接找到全局最优.

若d∩xＧmax≠０,则P(Xi→DxＧmax)＝p􀅰 ∑
SN

k＝１

d∩xＧmax

SN􀅰dik
≠０.

４１２ 计 算 机 科 学 　２０１８年



此时,对于随机数列Xi,有:

lim
n→∞

　P{|Xn －Xmax|≥ε}＝lim
n→∞

　∏
∞

n＝１
(１－p􀅰∑

SN

k＝１

d∩xＧmax

SN􀅰dik
)＝０

(１５)

此时,Xi 依 概 率 １ 收 敛 于 Xmax,Xi 必 然 可 以 收 敛 到

DxＧmax区域,故Xi 必然可以收敛到DxＧmax区域,即全局最优.

猜想２　存在某种情况３),蜂群到达某个极限,一直向极

限收敛却无法抵达,且d∩xＧmax始终为０,蜜蜂不会一直为侦查

蜂.

证明:d∩xＧmax始终为０,则有:

lim
n→∞

　∑
∞

i＝１
αi＜|Xmax－X１| (１６)

其中,αi＝Xj－Xi＝rand|Xi－Xk|,所以αi 仅与随机数和

|Xi－Xk|的大小有关,因此αi 不存在极限且并非极小数.又

因为蜜蜂不会一直为侦查蜂,所以αi 不会一直为０,lim
n→∞

　∑
∞

i＝１
αi＝

＋∞,这与lim
n→∞

　∑
∞

i＝１
αi＜|Xmax－Xi|相反,因此猜想不成立,此情

况不存在.

在最优区域搜索阶段,P(Xi→Xj)的 数 值 极 大,所 以

ABC算法的转移速度极快,Xi,Xk 两点之间区域的长度dik

也会以极快的速度减小,P(Xi→DxＧmax)的值与dik成反比,因
此P(Xi→DxＧmax)会迅速增大,ABC算法的收敛概率会变大,

并最终收敛到全局最优.此时,算法的收敛速度较快,但收敛

强度较低.

４．３　多极大值函数分析

如图３所示,如果目标函数f(x)的极大值同时对应多个

x位置(比如周期函数或关于x＝n的对称函数),则目标函数

的图像中存在多个 Dmax区域.当蜂群全部收敛到这些区域

时,存在两种情况:

１)蜂群全部收敛到某一个 Dmax区域,这种情况下的收敛

证明与上文相同;

２)蜂群收敛到多个Dmax区域,此时d∩xＧmax必然不会全为

０(多区域必然会带来重合区域):

lim
n→∞

P{|Xn－Xmax|≥ε}＝lim
n→∞

　∏
∞

n＝１
(１－p􀅰∑

SN

k＝１

d∩xＧmax

SN􀅰dik
)＝０

(１７)

此时,Xi 依概率 １ 收敛于 Xmax,Xi 必 然 可 以 收 敛 到 某 个

DxＧmax区域,即全局最优.

图３　多极大值函数最优区域搜索阶段的函数图

Fig．３　Functiongraphofoptimalregionsearchstageformultipole

maximumvaluefunction

结束语　在 ABC算法收敛性的研究中,已有少量文献证

明了算法依概率１收敛且几乎处处收敛.与这些方法不同,

本文采用数形结合的方法,通过分析目标函数图像,将 ABC
算法的运行过程分为全局搜索阶段和最优区域搜索阶段来进

行收敛性分析.其中,全局搜索阶段容易产生局部最优,收敛

速度较慢,最终需要更多次迭代才可以到达最优区域,可以针

对该特征对 ABC算法进行调整或改进.在最优区域搜索阶

段,算法的收敛速度迅速加快,收敛精度提高,ABC算法的优

势凸显出来,最终证明了 ABC算法依概率１收敛到全局最

优,并且得到了算法在运行收敛过程的收敛变化以及算法缺

陷对收敛过程的影响.后续工作将集中在对 ABC算法的改

进、多目标 ABC算法的收敛性分析以及稳定性分析的研究

方面.
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