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变精度上近似与程度下近似粗糙集模型的正域及其算法 
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摘 要 针对变精度近似与程度近似的结合问题及正域的核心地位，组建了变精度上近似与程度下近似粗糙集模型， 

并定义了其 中的正域概念。研究了模型正域与精度量化指标和程度量化指标关联的 内涵及意义，得到了模型正域的 

精确刻画与性质。为了计算模型正域，提出了自然算法与原子算法，并进行了算法分析与算法比较，得到了自然算法 

与原子算法具有相同的时间复杂性 ，而原子算法却具有更优的空间复杂性的结论。最后用一个医疗实例对模型正域 

及其算法进行了分析与说明。变精度上近似与程度下近似粗糙集模型的正域，从膨胀的优势方向完全扩展了经典粗 

糙集模型的正域，对与精度参数和程度参数相关的必然性知识发现具有意义。 
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A~tmet Based on the combination of variable precision approximations and grade approximations，as well as the core 

position of positive region，rough set model of variable precision upper approxima tion and grade lower approximation 

was constructed，and positive region in the model was defined．Related to precision and grade quantitative indexes，the 

connotation and significance of the positive region were investigated，and precise description and some properties were 

obtained．In order to calculate the positive region，natural and atomic algorithms were proposed and analyzed，and a con— 

clusion was drawn that natural and atomic algorithm s have the same time complexity while atomic algorithm  has more 

advantages in space complexity．Finally。a medica1 example Was given to analyze and explain the positive region and the 

algorithms．Positive region in rough set model of variable precision upper approximation and grade lower approximation 

has completely expanded positive region in classical rough set model in a perfect direction，and has great values to neces— 

sity knowledge discovery related to precision and grade parameters． 
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1 引言 

粗糙集理论是一种处理不确定性信息的重要理论，在信 

息系统分析、人工智能、知识发现、数据挖掘等方面都取得了 

成功的应用。经典粗糙集模型没有反映出知识等价类和概念 

集相交的量化信息，而这种量化信息在实际中往往很重要，因 

此经典粗糙集模型需要扩展。进而产生的变精度粗糙集_1]与 

程度粗糙集_2]一方面完全扩展了经典粗糙集，更重要的是引 

入了知识等价类与概念集相交的精度相对量化信息与程度绝 

对量化信息。这两个粗糙集模型的理论和应用都有丰富的成 

果，尤其是变精度粗糙集的研究和应用，一直都是科研热点， 

见文献I-3-53。变精度粗糙集与程度粗糙集有密切的联系，两 

者的结合研究具有精度与程度复合刻画的优势，能够使量化 

信息更加全面与深刻，同时能够构建一些更高层次的扩展粗 

糙集模型，因而具有重要的研究价值。文献E6—1O]对此有一 

些研究。文献[6，7]从同向近似组合的角度研究了变精度粗 
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糙集与程度粗糙集的逻辑或、逻辑差结合。文献[8—1O]则主 

要在引入误差参数的情况下讨论了变精度粗糙集与程度粗糙 

集的一些结合。 

粗糙集理论把知识视为分类能力。在论域与知识组成的 

近似空间中，主要通过上近似 、下近似的确定概念来近似逼近 

目标概念。下近似、上近似的补集及上下近似的差，分别称为 

正域、负域与边界域。正域是粗糙集理论的核心概念，对应肯 

定性、确定性与必然性知识发现，决策表的约简、知识的依赖 

度、属性的相关程度、决策规则的近似质量等都涉及到正域的 

计算，同时如何有效计算正域对提高各相关算法的性能都至 

关重要。对正域的研究非常广泛，如文献El1]研究了正域的 

计算；文献[12，13]研究了正域的性质；文献[：14]研究了基于 

正域的决策树算法。更多的研究则集中在基于正域的约简求 

核上，见文献E15，163。本文从反向近似组合角度出发，主要 

结合变精度上近似与程度下近似，比较自然地建立一种新的 

粗糙集模型。研究了其中的正域核心概念，此正域从膨胀的 

优势方向完全扩展了经典粗糙集模型的正域，并具有精度参 

数与程度参数复合刻画的特定含义。同时提出了计算该模型 

正域的两个算法，进行了算法分析与算法比较。其中的精度 

参数范围采用的是文献[6，7]中研究的扩展范围：[0，1]。 

2 变精度上近似与程度下近似粗糙集模型的正域 

及其算法 

定义 1 (U，R)为有限近似空间，忌 为变精度上近似算 

子，R 为程度下近似算子，称(U，R， ，R)为变精度上近似 

与程度下近似粗糙集模型。 

VA U，posR#kA—R NRkA 

称为集合A的变精度上近似与程度下近似粗糙集模型(U， 

R，R口，风)的正域 。 

基于变精度上近似与程度下近似，定义 1比较自然地组 

建了变精度上近似与程度下近似粗糙集模型(u，R， ，风)， 

它以一种特定形态结合了变精度粗糙集与程度粗糙集。由于 

变精度上近似与程度下近似无必然地包含关系或子集关系， 

故变精度上近似与程度下近似粗糙集模型的正域 posRm ，
_

A 

采用了变精度上近似与程度下近似进行集合交运算的定义， 

这是经典粗糙集模型正域 posRA的一种自然且合理的提升， 

因为在经典粗糙集模型中，posRA=RA=RAnRA。 

定理1 (1) 0，k----O时，(【，，R，郦， )为(u，R，R，垦)， 

posR~kA= 户0 ； 

(2)fl--~：1，k=O时，posR~ 一 。
_

A=RA posRA 

证明：由 0时 一RA，k=0时风A=RA，及RAC 

，J8≠埘  ， 

易证。 

定理 1表明，基于变精度近似与程度近似对经典近似的 

扩展性，变精度上近似与程度下近似粗糙集模型(u，R， ， 

R)完全扩展了经典粗糙集模型(U，R， ，R)。同时，变精度 

上近似与程度下近似粗糙集模型的正域posR~k 也完全扩展
_

A 

了经典粗糙集模型的正域posRA。从后面的定理 4可见，在 

一 般情况下，变精度上近似与程度下近似粗糙集模型的正域 

对经典粗糙集模型的正域进行了集合膨胀，即说明上述完全 

扩展是往正域变大的方向进行的。而正域关联的是肯定性、 

确定性与必然性推理，正域变大意味着必然性知识发现能力 

增强，相对地蕴涵着不确定性变弱。故上述完全扩展的方向 

是一个优势方向。综上，变精度上近似与程度下近似粗糙集 

模型的正域具有重要的研究价值。 

定理2 post~_A—U{Ex ：c(Ex]R，A)<1一卢，l[ l— 

l[ ]RnAl≤ )。 

定理 2表明，变精度上近似与程度下近似粗糙集模型的 

正域，实质上进行了精度量化指标与程度量化指标的特定逻 

辑组合，进而在实际中能够描述与精度和程度都关联的特定 

概念，具有实用意义。posRm 描述的是“关于集合A的错误
_

A 

分类率小于1一 且不属于集合A的元素数目不超过k个” 

的知识等价类的并集 。 

定理3 刎  A—U{ NAI l[ l，l[ N 

Al≥I Ex]Rl一忌}。 

定理 4 (1)p 1时，户0s A pD Ra； 

(2) ∈[O，1)时，对任意非负整数忌，posRi~kA2posRA=R 

A。 

证明：(1) 1时，VA 【，， A一声，所以 D A= ； 

(2)现口∈[O，1)。若[ ]R~posRA=RA，即[ ]R A，则 

l[ ]R nAI—I Ex] l，有I Ex] nAI>口l Ex]R l和l[ ]R nAI 

≥ I[ l一忌。 

由定理 3有[ ]R 0 A，即posR~A2posRA。 

定理 3给出了变精度上近似与程度下近似粗糙集模型正 

域的基本计算公式。在此基础上，定理 4得到了变精度上近 

似与程度下近似粗糙集模型正域与经典粗糙集模型正域之间 

的关系。显然， ，R RA。实际上，变精度粗糙集 

与程度粗糙集在扩展经典粗糙集时，上近似缩小，下近似膨 

胀。但组合后是R．A NR A更大，还是RANNA更大呢?即 

是正域 posR~k 更大还是正域 更大?从集合的表面
_

A posRA 

不易看出，而通过定理 3的基本计算公式容易分析，进而得到 

的定理4表明 1时posR~A一 且posRA更大，这是一种 

极端情况；而在 ∈[O，1)的一般情况中，变精度上近似与程 

度下近似粗糙集模型的正域posRmA更大，且是以包含经典 

粗糙集模型正域 posRA的形态膨胀 。 

变精度上近似与程度下近似粗糙集模型正域的基本计算 

公式(定理 3)中仅涉及pl Ix] l，l Ex] l一忌两个量。下面将 

通过这两个量的关系，得出由指标口，五决定的变精度上近似 

与程度下近似粗糙集模型正域posR~kA的精确刻画。 

定理 5 (1) 1时，posR~ = ；
_

A 

L 

(2)fie Eo，1)时，posR~
_

A=(U{[ ]R：l Ex]R l≤ ， 

L 

l Ex]R nAl> l Ex]R 1))U(U{Ex]R：l[ ] l>丁兰 ，l[ ] N 

Al≥I Ex]RI一忌))。 

证明：只需证明(2)。设 ∈Eo，1)， 
L 

若卢l Ex]R l≥I Ex]R l一忌，即J[z] l≤丁兰 ，贝Ⅱ[z] 
^  

R4=>Ex]R A； 
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若卢l[z I<f[z I一忌，即I[ ] l> ，则[ 
P 

R A ＆ 。综上可证结论。 

定理5得到了变精度上近似与程度下近似粗糙集模型正 

域基于知识等价类原子的微观精确刻画。口一1是一种极端 

情况，结果很明了。下面将在 ∈[O，1)的一般情形下给出计 

算变精度上近似与程度下近似粗糙集模型正域posPgkA的两 

种不同算法，并进行算法分析与算法比较。 

算法 1(自然算法) (1)计算变精度上近似 和程度 

下近似R A；(2)由集合的交(即定义1)得正域 s A。 

算法2(原子算法) (1)每个知识等价类根据其元素个 

数先分在区间(o，k／1一 ，(k／1一卢，+oo)内，再由定理 5判 

断其是否在正域 posR~kA 内；(2)把在正域 posR~kA 内的知识 

等价类并成集合可得结果。 

这两个算法中，核心的任务是：判断每个知识等价类是否 

在特定集合内，其主要的计算是比较大小。每个知识等价类 

Ex] ，需要 2个输人数据：I[z l，I Ex] nAI。设近似空间 

中知识等价类共有 个，则需要 2 个输入数据。下面以比较 

大小作为基本操作，来分析和比较自然算法与原子算法。 

自然算法中，首先需要判断每个知识等价类是否在 ， 

RA 内，这时需要比较大小 2次，需要 2个辅助变量 c([z] ， 

A)，I[ l一是。其次需要 1次集合的交运算。故自然算法 

的时间复杂性与空间复杂性分别为 T( )=2n，s( )一2n。 

原子算法中，首先 每个知识等价类的元 素个数需要与 

忌／1一卢比较大小 1次。若l[ ] I≤忌／l一卢，则I[ ]R nA l需 

要与卢l Ex] }比较大小 1次，需要 1个辅助变量 l Ex] l；若 

l[ ] l>k／1一 ，则I[z] nAl需要与l Ex] l～忌比较大小1 

次，需要 1个辅助变量I ]尺i一愚。故原子算法的时间复杂性 

与空间复杂性分别为 T( )=2n，S( )一 。 

显然，两个算法的时间复杂性与空间复杂性的渐近分析 

为 T(n)=@( )，s( )=@(，z)，是一致的。但原子算法比自然 

算法更具有优势：(1)原子算法的时间复杂性与自然算法的相 

同，但原子算法的空间复杂性仅为自然算法的一半；(2)原子 

算法的辅助变量口l Ex] l，l Ex] l一是比自然算法的辅助变量 

c([ ] ，A)，l[ ] }一是更优。 

基本原因在于经过分析，定理5给出了变精度上近似与 

程度下近似粗糙集模型正域 posR~ 基于原子的微观精确刻
_

A 

画。自然算法必须判断每个知识等价类的变精度上近似和程 

度下近似的2种集合归属，尔后还需要集合交来计算。而原 

子算法根据指标 ，k构造2个区间： 

(O，忌／1一 ，(k／1--p，+。。) 

若l[z I>志／1一J9，则只需判断知识等价类是否在程度下近 

似RA内；若l[z] l≤忌／1一口，则只需判断知识等价类是否在 

变精度上近似 内。从而减少了辅助变量数目，进而求得 

结果。 

自然算法以变精度上近似与程度上近似基本概念为中 

心，基于变精度上近似与程度下近似粗糙集模型正域的定义 

进行宏观计算，比较常规与自然。原子算法则基于知识等价 

类的原子属性，以目标概念集的微观精确刻画为基础，采用构 
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造性计算，计算更基本、更细微。从算法分析来看，原子算法 

与自然算法具有相同的时间复杂性，但原子算法比自然算法 

更具空间优势。在大量数据处理中，为了提高计算的效率与 

节约资源，选用原子算法无疑比选用自然算法更优化。 

3 医疗实例与分析 

知识表达系统 S=(U，T，V，-厂)中，论域 U是 36个检测 

病人，丁：{n，r2，r3}，n，r2， 分别表示“发烧”、“头疼”和“流 

感”； 一{0，1，2}， 一{0，1，2}， 一{0，1}，V ：{0。l} 

中的0，1分别表示“无流感”、“有流感”。表 1为检测病人的 

初始医疗数据。表2为检测病人类别的统计数据，其中R表 

示基于“发烧”、“头疼”的等价关系，Ex] =(i， )(m一1，2， 

⋯

，9)为相应的知识等价类，A表示“流感病人”集合。 

表 l 检测病人的初始医疗数据 

x] =(i，j) [x] 元素 I[x] I[x_ nA元素 『[x] NA!c([x_ ，A) 

下面将在 =0．4，k=l时用自然算法与原子算法计算变 

精度上近似与程度下近似粗糙集模型的正域posP~ 。
_

A 

自然算法：(1)卢=0．4时， =Ex]z U[z] U Fx] U 

Ex] U Fx]s U[z]。；忌一1时，RA一[ ]z U Ex] U[ ] 。 

(2)pos~ !A=Ex]z U Ex] U Ex]。。 

原子算法：(1) 0．4，忌一1，忌／1一 一5／3，仅有l[z] l一 

1≤5／3，其余检测病人类别的元素个数全属于区间(k／1一 ，+ 

。。)。l Ex]4 nAI=i>0．4×1，由定理 5有Ex] A。 

由定理5类似可以计算得到： 

[ ]2，Ex]9 pos1~．41A 

Ex]1，Ex]3，Ez]5，[z]6，Ex]7，[ ]8( 户osR 1A 

(2)进而户DsR雨 A=[z]z U Ex-] U[z]。。 

本医疗实例中，根据“发烧”和“头疼”属性，检测病人划分 

为 9类。 

下近似RA一[ ] UI-x]。 



 

上近似 A—Ix]z UIx]。UIx] UIx]s UIx]s UIx] U 

[z] U[ ]。 

分别表示“一定和可能归人流感病人集合的检测病人”所在检 

测病人的类别。而 

p05R 1 A—Ix]2 U[ ] U Ix]9 

刻画“关于流感病人集合的错误分类率小于0．6，且不属于流 

感病人集合的检测病人数目不超过 1”的检测病人的类别。 

由本医疗实例可见，变精度上近似与程度下近似粗糙集 

模型的正域，利用精度和程度两个量化指标复合刻画了特定 

概念，具有具体的实际意义。本实例中知识等价类有 9个，自 

然算法的时间复杂性与空间复杂性为 T(9)一18，S(9)一18；而 

原子算法的时间复杂性与空间复杂性为 T(9)=18，S(9)=9。 

原子算法具有比较明显的空间优势。 

4 性质 

定理 6 (1)posRck~= ； 

1时，posR)kU=U； 

卢一1时，p0 u=lI，户0 A 。 

(2)A B时，户0 A 户05 B。 

(3)posR~k(AUB) 夕Ds AUposRck
_

B。 

(4)posR~k
_

(AnB) 乡0 AnposP~k
_

B。 

(5)posR)k(～A)一 (R UR A)。 
(6) a，_忌≥埘

，户0 A 户0 A ，posR~
_

A 0 

A，户0 A 0蛟 A。 

定理 7 posR~
_

(posR~k
_

A) A。 

证明：1)fl=1时，posR~k
_
A一 ，所以 pos1~k_(posR~A)一 

posR~A= 。 

2)fie[0，1)时，记posR~_ A=B，则 B=U{[ ]R：l[ ]R N 

Al> 1[z]尺I，IIx] nAf≥IIx] l一忌}。 

只需证 posR~k 。
_

B= B 

若Ex] B，则l[z]R N B J=l[z l≥ I[ NA I，而 

l[ ]R nAl>口l[ I，l[ NA l≥l Ix] I一五，故Ix] 

B。反之，若[z]尺 B，有l[ ]R NBI>卢l[ l≥ 

0，而B=posR~k 为等价类的并，由分类的性质有 R B。
_

A Ix] 

综上 posR~ 一 。
_

B B 

推论 1 R(RA)=RA，posR(posRA)一p05兄4。 

定理 6研究了变精度上近似与程度下近似粗糙集模型正 

域基于集合的一般性质。定理 7则研究了其幂作用性质，得 

到了变精度上近似与程度下近似j匦糙集模型的正域具有幂等 

性优良性质的结论。基于变精度上近似与程度下近似粗糙集 

模型正域对经典粗糙集模型正域的扩展性(定理 1)，推论 1 

表明，经典粗糙集模型的正域与下近似算子也具有幂等性性 

质。 

结束语 本文由变精度上近似与程度下近似组建的粗糙 

集模型，自然地复合了变精度粗糙集与程度粗糙集，类似可以 

做其它复合研究(如其对称模型：程度上近似与变精度下近似 

粗糙集模型)。其中提出的正域，具有与精度相对量化指标和 

程度绝对量化指标相关的特定逻辑复合含义，可以描述具体 

概念并量化研究，同时从正域膨胀的优势方向完全扩展了经 

典粗糙集模型中的正域，因而具有重要的理论意义与应用价 

值，对与精度参数和程度参数相关的必然性知识发现具有意 

义。本文主要研究了变精度上近似与程度下近似粗糙集模型 

的正域及其算法。基于正域的核心地位及广泛应用，本文的 

这种扩展的新正域产生以后，以其为基础的研究有待深入，如 

基于变精度上近似与程度下近似粗糙集模型正域的属性约简 

值得深入研究。 
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