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基于积极集策略的最小闭包球问题算法研究 

丛伟杰 刘红卫 

(西安邮电大学理学院 西安 710121) (西安电子科技大学理学院 西安 710071)。 

摘 要 首先，基于每次迭代计算距离当前球心最远的两个点，提出一种求解 维空间中m 个点的最小闭包球问题 

的(1+e)一近似算法。对于e∈(0，1)，建立了该算法的核心集大小和计算复杂度，分别为 O(1／e)和 O(ran~e)。然后，给 

出一种积极集策略，每次迭代计算距离当前球心最远的N个点。将该策略结合到提出的算法中，得到一个基于积极 

集策略的算法。最后，实验结果表明基于积极集策略的算法能够快速、有效地求解 》 的大规模数据集的近似最小 

闭包球 。 
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Abstract Firstly，based on computing two furthest points from the current center at each iteration，a(1+e)一approxi— 

mation algorithm was proposed for solving the minimum enclosing ball problem of m points in dimensions．The algo— 

rithm returns a core set of size O(1／0and achieves an O(ran~e)time complexity for a given e∈(O，1)．Secondly，an ac— 

tive set strategy was presented，which computes N furthest points from the current center at each iteration．By incorpo— 

rating this strategy into the proposed algorithm，an algorithm based on active set strategy was obtained．Finally，the ex— 

periment results show that the algorithm  based on active set strategy can quickly and effectively solve approximate min— 

imum enclosing ball of the large-scale date sets with z≥} ． 
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1 引言 

给定点集 S={P ，P。，⋯， )(== ，最小闭包球(mini— 

mUlTI enclosing ball，简记为 MEB)问题就是寻找一个半径最 

小、包含s中所有的点的球。点集S的最小闭包球可以定义 

为 

MEB(S)：=Bc*，，*={xER"：ll —c ll≤r } 

式中，C 为最优球心，r 为最优半径，II·Il表示 Euclidean 

范数。 

MEB问题在机器学 习[ 、模式识别[ 和支持向量机 。， ] 

等领域有着广泛的应用，并且这个问题在计算几何 。 中也 

是一个重要的问题。因此，设计有效求解 MEB问题 的算法 

是一项有意义的工作。 

给定 ￡>O，如果 S Bcl(1+E)r并且 r≤r ，则称球 ，(1十E) 

为MEB(S)的一个(1+e)-近似。此外，如果点集 S的子集X 

满足MEB(X)：一Bc， 并且s ．(1十￡)，，则称X为s的一个核 

心集。 

文献[5]构造了一个大小为O(1／d)的核心集，并在此基 

础上建立了计算 MEB(S)的一个(1+e)-近似算法，计算复杂 

度为 O(mn／~2+(1／e )log(1／e))。文献[6]将核心集大小改 

进为O(1／e)，并依此改进文献E5]中算法的计算复杂度为 0 

(mn／e+1／e )。文献[7]中在给定 ≥L 1／e J的假设条件下， 

建立了核心集大小的一个紧上界r 1／e]。与文献[6]同样，文 

献1-8]也获得了大小为0(i／e)的核心集，通过使用二阶锥规 

划结合割平面法得到改进的算法，计算复杂度为 O(mnle+ 

(1／P )log(1／e))。此外，文献[9-11]分别使用组合结构及光 

滑近似技术处理高维数据集的MEB问题，由于未结合核心 

集思想来处理高维大规模数据，因此效率不是很高。最近，文 

献[12]根据Frank-Wolfe算法[“]并结合“远离步”策略[15 给 

出了求解MEB(S)的(1+e)一近似的两个算法。对于 ￡∈(O， 

1)，两算法均获得大小为0(1／e)的核心集，算法的计算复杂 

度为 O(mn／e) 文献[13]基于支持向量机中序列最小最优化 

(sequential minimal optimization-SMO)算法_1 的思想给出了 

求解 MEB问题的SMO-型近似算法，并获得大小为 0(i／e) 
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的核心集，算法的计算复杂度为O(runic)。这也是目前近似 

计算MEB问题最好的核心集和计算复杂度结果。 

本文首先在文献[12]中算法初始化的基础上，通过每次 

计算距离当前球心距离最远的两个点来构造 S的一个核心 

集，进而提出计算MEB(S)的一个(1+e)一近似算法。该算法 

获得近似计算MEB问题目前最好核心集大小O(1／e)和计算 

复杂度O(mn／e)的理论结果。然后，基于文献[8]中割平面法 

的思想，给出一个积极集策略，并将此策略结合到提出的算法 

中得到一个基于积极集策略的算法。实际上，该算法是割平 

面法的一个推广，割平面法每次迭代只计算一个距离当前球 

心最远的点加入到积极集中，而推广的算法将每次迭代计算 

的 N(』＼，≥2)个距离当前球心最远 的点加入到积极集中来提 

高计算效率。最后，数值试验结果表明给出的积极集策略的 

确能够大大降低计算量，提高算法的运行速度。 

2 算法及分析 

根据文献[12]，MEB(S)问题可以转化为如下二次规划 

问题 ： 

rIli ，rr 
f1) 

s．t．(∥) ∥--2(p ) c+c f≤产， 1，2，⋯，优 ⋯ 

其中，c一(c ，c ⋯， ) ∈ 和r∈R为原始变量。问题 (1) 

的Lagrangian对偶问题[1 ]为： 

n1a 地( ) P 一( 趣p ) (∑地P ) 
。 (2) 

s．t．∑地一1，地≥0， =1，2，⋯ ，仇 

其中， =(“1，U2⋯， ) ∈ 为对偶变量。 

将对偶问题(2)的目标函数记为 (“)，由文献[12]的引 

理 1可得 ： 
’，l —  

c 一∑ P ，r 一 ( ) 

其中，(f ，r )∈ ×R和 “ ∈ 分别为问题 (1)和(2)的 

最优解。因此，MEB(S)问题能转化为求解对偶问题(2)，这 

也是本文算法设计的基础。 

2．1 基于计算两个最远点的算法 

算法 1 给定点集S={P ，夕。，⋯， )CR"和精度参数 

e∈(O，1)。具体算法步骤如下： 

1．选取两个初始点指标：a=arg maxi；1 2 ， ll Pi—P lI ，B—arg一 

眦 ：1．z．⋯． Il pi一 ll2；令初始核心集Xo：{Pn， }；定义初始可 

行解：Uo∈Rm，其中uo—u8：i12，其余分量取 o；定义初始球心和 

半径分别为：CO u?p ，ro ． 。置k=o。 

2．计算两个最远点指标：i+=argmaxi一1 ⋯， l】Pi—c lI ，j十一arg— 

maxi。I≠i上ll Pi—ck ll ；令I十一ll p +一ck lI。，J十一 II pl+一Ck l_。， 

瓠一萼 一1f如果ak≤(1+e) —1，则算法终止，并输出Xk，uk，c ， 

rk。否则，转第 3步。 

3．更新核心集：Xk+1=XkU( +，if+)；令 K=『l pi+一pf十 ， 一 

I ++ J +了--=2r t ；更新可行解：uk+1：(1—2Xk)Uk+ (ei++ej+)； 

更新球心和半径：ck+1：(1—2Xk)Ck+ (pl++p】+)，rk+i： 

／ 阡 。置k=k+l，转第2步。 

算法 1的第 1步是初始化过程，与文献[12]中算法 3．1 

的初始化过程相同。两个算法主要的区别在于：每次迭代算 

法3．1c 仅计算距离当前球心最远的一个点，将其加入到核 

心集中，然后使当前球心向该点移动；而算法1计算距离当前 

球心最远的两个点，将它们加入到核心集中，然后使当前球心 

同时向这两个点靠近。当算法 1终止时，由第 2步可得 — 

ll P 十一 ll ：(1+ ) ≤(1+e)。 ，则有 

ll +一 ll一、／tr干 ≤(1+￡) (3) 

这表明当算法1终止时能得到 MEB(s)的一个(1+e)一 

近似助 l(1 。 

下面描述在每次迭代中如何更新可行解 州，即如何得 

到算法 1第 3步中的九。由对偶问题(2)可得O(uk)一∑ 

( ) pl—Il Il 。令 

( )：= ((1--2D + ( ++ +)) 

一 (I--2~)暑地(∥)Tp + (1l Pf-ll。+ll +Il。) 
一 ll(1—2 ) + ( 十+ +)Il 

一 (1--2A)~( )+2X(1—21)ll II 一2 (1—21) 

( ) ( ++ +)-I-A(1～ )(Il +ll + ll + 

II。)--2A ( 十)Tpj+ 
一 (1—2 ) + (1—2 )(II Pf_一 『l。+ fl +一 

II。)+ l_P 一 +ll 

一(K一2( +．厂+)) +( +，+一2 )．=【+ 

其中， ，．厂+，K和 分别定义在算法 1的第 2、3步中。因 

此，算法 1中的 由下式给出： 

arg m ax ：去 
于是 ，可得 ( )= ( ¨)。此外，容易得到 

¨= P =(I--2ADc~+ (夕 十+ +) 

一  =√ + (4) 
2．2 算法 1的复杂度分析 

在每次迭代中，由第 2、3步可得 

I+一(1+ ) ≥J十≥ = ( ) 

结合式(4)得到 

西( 州)= ( )+吾葛 锱  
≥ )+ 

西( )(件  

注意到这一结果与引理 3E 的结果在形式上相同。因 

此，结合文献[12]中引理 3．3、3．4和定理 3．1的结论，得到算 

法1的的迭代复杂度结果如下。 

定理 1 给定点集 S和参数￡∈(O，1)，算法 1计算MEB 

(S)的一个(1+e)一近似需要 O(i／e)次迭代。 

下面建立算法 1的核心集和计算复杂度结果。 

定理2 给定点集 s={P ，P ，⋯， )(== 和参数￡∈ 

(O，1)，算法1终止时构造了一个核心集 S，其满足l墨 l 

—O(1／e)，并且算法计算MEB(S)的一个(1+e)-近似的时间 

复杂度为 O(mn／e)。 

证明：当算法1终止时，由式(3)可得 

≤懈 ( )≤r ≤(1+￡) ≤(1+￡) B( ) 

其中， (x‘)；= 1+文 。因此，墨 c：S为 S的一个核心 

集。由于每次迭代只添加两个点到当前核心集中并且考虑到 
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初始核心集中也只有两个点，因此结合定理 1的结论可得最 

终构造的核心集大小为I墨 l一0(1／￡)。 

时间复杂度方面，初始化过程需要 O(mn)次基本运算。 

此外，每次迭代中最主要的时间花费也是最远点的计算，需要 

O(mn)次基本运算。因此，结合定理 1的结论即可完成定理 

2的证明。 

2．3 基于积极集策略的算法 

算法2 给定点集 s一{P ，P ，⋯，P )CR 和精度参数 

E∈(0，1)。具体算法步骤如下： 

1．初始化过程与算法 1的第 1步相同，并定义初始积极集为 Yo一 

{Pa， }。 

2．计算距离当前球心距离最远的 N个点的集合，记为 Y 一{pi1， 

pi2，⋯，pin}；更新积极集：Yk+l—YkUY 。置 k—k+1。 

3．调用算法 1计算 MEB(Yk)的一个(1+e)一近似，记为 Bckl(】+E)q 。 

如果s Bc +0 则算法2终止，并输出xk，uk，ck，rk。否则，转 

第 2步。 

算法 2中给出积极集策略的动机是：在计算点集 S的近 

似最小闭包球问题中并不是s中每个点都起到积极作用，实 

际上只要包围住 S边界上的一些点，内部点 自然就包住了。 

尤其 ，对于 m》 的大规模数据集，很多内部点并没有起到积 

极作用 ，反而增加了大量计算量。例如，文献[12]中算法 3．1 

和本文算法 1每次迭代都要计算 S中每个点(包括很多 MEB 

(s)的内部点)到当前球心的距离来计算最远点。 

因此，在算法2中选取一些起积极作用(尽量远离当前球 

心)的点组成积极集。具体地，每次迭代计算距离当前球心最 

远的N(N≥2)个点并将其加入积极集。然后，通过算法l计 

算当前积极集的近似最小闭包球，最终得到点集s的近似最 

小闭包球。在数值试验中，基于一些简单的测试我们选取 

N=n。类似的策略在文献[8]的割平面法中也得到体现。不 

同之处是该方法每次迭代只计算一个距离当前球心最远的 

点，将其加入到这里所说的积极集中，然后通过使用二阶锥规 

划来计算该积极集的近似最小闭包球。实际上，算法 2可以 

看作该方法的一个推广或改进，显然将每次迭代计算所得的 

最远的N(N≥2)个点加入到积极集中比只加入一个最远点 

能够减少算法的迭代次数。理论上，给出的积极集策略能很 

大程度地减少计算量，从而提高算法的运行速度，尤其是对 

于 优》 的大规模数据集。 

3 实验结果及分析 

为验证提出算法的有效性，在精度 ￡一1O 下对于相同 

的数据集，在 Matlab中同时执行了文献[12]中的两个算法和 

本文的两个算法。计算机配置为Pentium IV 2．3GHz处理器 

和2G内存。用到的数据集是由函数 randn(n，m)随机产生的 

正态分布数据，且对于每对固定的( ， )，随机产生 10组不 

同的数据来执行算法，得到的结果以其算术平均值的形式报 

告 。 

表1给出本文算法 1和文献E12]中算法3．1的实际核心 

集大小和cPu时间的比较。由表 1结果可见，核心集方面， 

两个算法得到的实际核心集大小几乎相等，且都比其理论结 

果 O(1／e)小得多。CPU时间方面，本文算法1比文献[12]算 

法 3整体上减少了近一半，即速度提高了近一倍。数值实验 

结果与算法1每次迭代加入两个点到核心集中而文献[12]算 
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法 3．1只加入一个点到核心集中导致算法1理论上要快一倍 

的理论结果相一致。 

表 1 本文算法 1和文献[12]中算法 3的比较 

表 2给出本文算法 2和文献E123中算法 4．1的比较，其 

中算法 2将“积极集”策略结合到算法1，而算法 4．1E 将“远 

离步”策略 结合到算法 3．1_1 。由于“远离步”策略允许从 

核心集中删除点，因此正如表2所列，算法4．1_1 ]得到的实际 

核心集大小要比算法 2略少。CPU时间方面，表 2中的两个 

算法的运行速度都比在表 1中各 自对应的原始算法有很大的 

提高，这也表明各自算法所用策略的有效性。另一方面，尽管 

算法4．1[1 ]在实际的核心集大小上比算法2要小，但算法 2 

所需的时间总是 比算法 4．1_1 要少，尤其是对于大规模的数 

据集，算法2的运行速度要比算法4．1l12]快1O倍以上。这也 

充分表明对于m》 的大规模数据集，积极集策略能够更有 

效地提高运行速度。 

表2 本文算法 2和文献02]中算法 4．1的比较 

结束语 本文首先提出一种基于计算两个最远点来构造 

核心集的近似最小闭包球问题的算法，建立其核心集大小 0 

(1／￡)和计算复杂度O(mn／6)，它们是当前计算该问题最好的 

理论结果。然后，给出一个简单的积极集策略，并得到一个基 

于该策略的算法。实验结果表明，对于m》 的大规模数据 

集，该积极集策略能够很大程度提高算法的运行速度。 

此外，针对实际问题中的具体数据集，积极集策略中的 

N究竟取多大合适(gg得太小增加主循环的迭代次数，取得 

太大迭代次数虽减少但求解子问题又要花费过多代价)，以及 

是否有更好的选点标准构造合适的积极集?这些都是需要进 

一 步研究的问题。 
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算法在 22代左右就可以达到最优解。结果表明，虽然都是独 

立运行 1O次，但 IWD算法效率明显要高于基本PSO算法。 

采用两种算法对每一个算例均独立运行 1O次进行测试， 

并对结果进行比较。 

算法的参数设置如下：表 2为标准粒子群算法(PSO)参 

数 ；表 3为智能水滴算法(1WD)参数。 

表 2 PSO算法参数表 

表 3 IWD算法参数表 

表 4中列出了两种算法对算例独立运行 1O次的仿真统 

计结果，其中，C 表示算例问题的最优值，RE表示应用算法 

计算的结果相对于 C 的误差百分比(C—C )／c ×io0 oA， 

BRE表示应用算法计算的最优结果对于 C 的误差百分比， 

ARE表示应用算法计算的平均结果对于 c 的误差百分比， 

WRE表示应用算法计算的最差结果对于C 的误差百分比。 

表 4 两种算法测试结果比较 

通过表 4，可以得到8个不同的实例 ，其中有 6个(Carl— 

Car6)能取到已知的最优解，2个实例 (Re~l、Reel3)不能取 

到已知最优解，只能得到局部最优。通过与标准PS0算法对 

比可以看出，智能水滴算法到达最优解的迭代次数远远小于 

标准PSO算法，即使对于有些算例不能获得已知最优解，但 

误差还是比标准PSO算法小。由此，智能水滴算法可以很好 

地求解置换流水线调度问题，通过与标准PSO算法求解结果 

的对比，验证了智能水滴算法的有效性。 

结束语 研究智能算法一直是生产调度领域的热点问 

题，并取得了很多成果。本文通过对几个典型函数、经典的 

Carl--Car6问题以及Rec01，Reel3问题进行仿真测试，得出 

智能水滴算法在离散空间和连续空间优化的可行性与有效 

性，其具有很好的应用前景。目前，对于智能水滴算法应用到 

生产调度问题中的研究还很少，本文对其做了初步的研究，还 

存在很多问题，有待于做进一步的探讨。 
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