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摘 要 种群多样性的缺失是导致PSO算法易陷入早熟早收敛的重要原因，因此对基于线性定常离散 系统的 PSO 

算法的稳定性作了理论分析，并分析了种群多样性缺失的原因，根据此特性提出了一种惯性权重因子在一定范围内随 

机取值且学习因子取恒定常数的改进 PSO算法，该算法可以使粒子速度具有一定的概率发散，以保持种群的多样性。 

通过对3个约束优化问题的仿真实验表明，该算法跳出局部极值的概率很大，可有效地避免早熟早收敛。 
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Abstract The loss of population diversity is an important reason which leads to the premature convergence of the PSO 

algorithm．Therefore，the stability of the PSO algorithm based on the linear time-invariant discrete system was analyzed 

theoretically and the possible reasons of the lack of the population diversity were discussed in this paper．Based on the 

stability of the algorithm ．an improved PSO algorithm  was presented in which the inertia weight factor value is got ran- 

domly within a certain range and the leaning factor value is a constant．In the algorithm the population diversity can be 

maintained by the character that the particle speed has certain probability．The simulation experiments of three con— 

straint optimization problems show that the algorithm  has great probability to jump out of local e~remum，and avoids 

the precocious premature convergence effectively． 
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粒子群优化算法(PSO)是一种基于群体智能的随机启发 

式搜索算法，作为一种高效并行优化算法，它可用于解决大量 

非线性、不可微和多峰值的复杂优化命题，而且算法程序本身 

实现简洁，需要调整的参数相对较少，因而发展很快，并成功 

应用于多个学科和工程领域。但是，同其它群体智能优化算 

法一样，PSO算法容易产生早熟早收敛、全局收敛性能差的 

问题。 

早熟早收敛导致算法 陷人局部极值而无法实现全局优 

化。当前学者们对导致早熟早收敛的原因有一个共同的认 

识：算法多样性不足使算法易陷入局部极值从而引起早熟早 

收敛[1]。因此很多学者通过增加群体多样性来提高算法的性 

能，从而增加收敛到全局最优的概率。文献Ez3通过多样性的 

衡量标准来控制种群的多样性，从而实现粒子间的吸引和排 

斥，以避免算法的早熟；文献[33采用互斥多种群和反收敛来 

实现多样性的动态调节；文献[43提出全信息 PSO算法，它通 

过向邻近粒子学习来降低共享信息的流速，从而增加粒子的 

多样性；还有文献通过引入突变因子[5]、随机扰动__6]、混沌算 

子 和引入模拟退火的思想 ，使粒子有一定的概率逃离局 

部极值区域。上述方法和策略虽然在一定程度上提高了种群 

的多样性，但是对PSO算法的稳定性理论分析不够，因此在 

种群多样性的分析上不够精确。 

本文在线性定常离散系统下对 PSO算法的稳定性(即收 

敛性)条件作了严格的数学理论推导，得出了PSO算法的收 

敛性和发散性的条件 ，在此基础上，提出了一种改进的 PSO 

算法。该算法通过使粒子的速度有一定概率发散来保持种群 

的多样性，从而增强其搜索全局最优值的能力。 

1 PSO算法的数学模型 

PSO算法通过跟踪个体极值及全局极值来搜索解空间 

的最优值，在一维空间里，粒子的速度位置更新公式表示为： 

(￡+1)=∞Vr(￡)+c1n( )(P。( )一X( ))+C2 r2(￡)(P 

( )一X( )) (1) 
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X( 十1)= ( )十V( 十1) (2) 

式中，c 、Cz为正常数，称为加速因子；rl、r2为[0，1]之间的随 

机数；叫是惯性权重因子，如果是变量则设为 ( )。为了便于 

叙述和分析，设 (z)=Clrl(￡)、 ( )=c2r2(￡)，粒子的速度 

式(1)就演化为： 

V( +1)=∞(￡)V( )+ (￡)(Pi( )--X(t))+伫 (￡)(Pg 

( )～X(￡)) (3) 

令 (￡)= ( )+伫( )，文献[9]对式(2)、式(3)作线性变 

换，把 PSO算法的粒子速度 和位置变化公式写成矩阵的形 

式： 

『-V‘ + ]一『_ ‘ 一 ‘ ]『-V‘ ]+ 
kX(t+1)_J Lcu( ) 1--9(t)J Lx(t)_J 

『 ] ] (4) L ( )
伫(￡)-J L ( )_J 

=嘲 一L Pi(t) ； ]， 
Bc =[ ； ]，则式c4 改写成： 

Z(t+1)=A( )Z( )+B(￡)P( ) (5) 

显然，式(5)是一个线性时变离散系统的数学模型，也就 

是标准的PSO的粒子速度和位置变化公式演化成线性时变 

离散系统的数学模型。 

假设∞(￡)、Pi(￡)、P ( )、 (￡)、 ( )均为迭代过程中不 

变的常数，设 ： 

一 ( )，伫 ( )， 

一  ( ) ( )+ ( )一 + ； 

P =Pi(￡)，Pg=Pg( )，cc，= (￡)， 

A—A( )：『_ 一 ]，B—B( )一I 伫I； L
∞ 1— J L J 

则式(5)由线性时变离散系统转化为线性定常离散系统，方程 

如下 ： 

Z(t+1) AZ(￡)4-BP (6) 

令 一蛆 ，3，(￡)=p--X( ，则式(4)演变为： 

V( t4-1

，

) 
一 [ - 9-1 F v( t)] ㈣ 

_[二 _[ 舭 演姚 
Z (t+1)一A Z (￡) (8) 

则有： 

Z (￡)一(A ) Z (0) (9) 

显然，式(10)的特征多项式和特征多项式方程分别为： 

，(A)= +( —1一∞) +(c， (10) 

4-(9--1--o})A4-o}=0 (11) 

2 基于线性定常离散系统的稳定性分析 

对于线性定常离散系统，系统矩阵的全部特征根在复平 

面的单位圆内是线性定常离散系统稳定的充分必要条件。 
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求解特征多项式方程(式(11))，得到迭代矩阵A 的特 

征根为： 

A1．2一  
! ± 二 2三三 ! ± 二翌2 1二 2 (12) 

线性定常离散系统稳定性的充分必要条件是 ，z l<1， 

即： 

J．(oJ4-1--9)----I-~／ (o}+1--<p)2--4o}J<1 (13) 
厶 

解不等式 (13)，得：9<2o}4-2和 l I<1；由 P一 

，可得 9>0。 

于是，得到基于线性定常离散系统的PSO算法的稳定性 

判定条件的定理 l。 

定理 1 基于线性定常离散系统的PSO算法的稳定性充 

要条件是 ： 

O< <2(∞4-1)且 一1< <1，9>0 (14) 

由以上分析可知，当一1<叫<1时，基于线性定常离散系 

统的PSO算法的稳定性如下： 

当0< <2( 4-1)时，算法是稳定的(即收敛)； 

当0< —2(∞4-1)时，算法是临界稳定的； 

当 >2( 4-1)时，算法是不稳定的(即发散)。 

3 PSO算法的改进 

文献E1o]指出，当局部极值的测度远大于粒子当前迭代 

的粒子的飞行速度时，收敛速度快的 PSO算法的粒子一旦进 

入局部极值区域就很难从中跳出。这是标准 PSO算法容易 

陷入局部极值区域的根本原因。 

观察基本 PSO算法的式 (1)可 以看出，粒子速度收敛速 

度快，粒子飞行速度 ( )快速下降趋于o，即lv(t4-1)i> 

l ( )l的概率太小甚至没有，这就是各类文献所说的粒子活 

性缺失，使得粒子很难跳出局部极值区域，这是 PSO算法易 

陷入早熟早收敛的根本原因。 

当粒子飞行速度不稳定时，{V(￡+1)I>lV(￡)I的概率比 

较大，粒子的收敛速度慢，因此粒子的活性也较大，PSO算法 

本身的稳定性也差，粒子的速度具有一定的多样性，可以使 

PSO算法有很大概率跳出局部极值区域。 

文献[2]提出的M~PSO算法根据一定的评判标准来判 

断粒子活性的大小，根据评判标准认为粒子活性很小时，就让 

粒子发散。但是，粒子活性评判标准的计算量远远大于粒子 

速度和位置变化公式的计算量，因此很不实用。 

要让粒子速度有较大概率发散，必须降低粒子收敛速度， 

保持粒子活性，保持算法的多样性。根据上述线性定常离散 

系统下的PSO算法的稳定性可知，当~o>2(o}4-1)时，算法是 

不稳定的、发散的。 

标准的PSO算法是线性时变离散系统，为了让其更接近 

于线性定常离散系统，本文提出一种惯性权重因子在一定范 

围内随机取值并且去掉学习因子的随机参数 T1、T2(即 、伫 

取常数)的改进 PSO算法，称之为 WPSO算法，其速度更新 

公式如下 ： 



 

(￡+1)：c￡，( ) (￡)+c1(P (￡)一X(￡))+c2(Pg(￡)一 

X(￡)) (15) 

co(t)是一定范围内的随机值，使其有一定概率： >2( + 

1)，这样粒子的速度有可能收敛也有可能发散，保持了种群的 

多样性。 

文献[11]提出了一种惯性权重因子 ∞随机取值的PSO 

算法来增大粒子的活性，但是其 、伫取随机数，因此不能确 

定粒子的发散概率。 

对于wPS0算法，一般来说， (￡)数学期望值 E(叫( ))只 

要满足c1+c2<2(Ew(t)+1)且一1<∞( )<1，WPS0算法就 

是依概率收敛稳定的。 

例如，当∞(￡)在 0．5和 1．0之间随机取值，f +C2：3．4 

时， ( )落在 o．5和 o．7之间的概率为 4O ，此时 wPS0算 

法是发散的；同理 ( )落在 o．5和o．7之间的概率为60 ， 

此时wPs0算法是依概率收敛的。 

用一个仿真实例，( )： (搜索空间是[一100，100]，粒 

子数为1o个)来分别观察基于线性定常离散系统的PSO算 

法、标准的PSO算法和wPs0算法的粒子的收敛和发散性。 

对于线性定常离散系统的 PSO算法，取 (cJ一0．7， 、伫 

为恒定常数。 

当取 一 + <3．4时，PSO算法的所有粒子都收敛； 

当取 一 + >3．4时，所有粒子都发散；当 ： + = 

3．4时，粒子的速度和位置变化过程初期是振荡发散，振幅逐 

渐变大，最后进入等幅周期振荡状态，粒子处于线性定常离散 

系统，这称为临界稳定状态。随机地取一个粒子，在临界稳定 

状态下其速度和位置的变化过程如图1、图2所示。 

迭代次教 

图 1 当 一2( +1)时粒子的速度变化情况 

迭代次数 

图 2 当 一2( +1)时粒子的位置变化情况 

对于 PSO算法，取 ∞一O．7，c1一C2=1．7，虽然 —2(c￡，+ 

1)，但整个算法依然稳定收敛，随机地取一个粒子，其速度变 

化过程如图 3所示。 

图3 PSO算法一个粒子的速度变化过程 

对于wPs0算法， 在O．5和1．0之间随机地取值，取n— 

Cz—1．7，算法收敛，随机地取一个粒子，其速度变化过程如图 

4所示。 

图 4 WPSO算法一个粒子的速度变化过程 

由图3可以看出，PSO算法粒子的收敛速度非常快，在 

迭代后期粒子没有活性，因此在求解多极值的优化问题和多 

极值的约束优化问题时，很容易陷人局部极值，容易导致早熟 

早收敛现象，但是实验表明PSO算法适合求解单极值的优化 

问题。 

由图4可以看出，WPSO算法粒子的收敛速度比较慢，粒 

子有很大的概率发散，即lV(t+1)l>l ( )l的概率比较大， 

因此粒子速度变化较大，在迭代后期粒子仍具有较大的活性， 

显然有较大概率跳出局部极值区域，但是实验表明在求解单 

极值优化问题时，在同样的迭代次数下，收敛精度明显比 

PSO差，因此WPSO算法不适合求解单极值的优化问题，适 

合求解多极值优化问题。 

4 仿真实验及分析 

为了测试评价 wPS0算法求解多极值优化问题的性能， 

下面采用 3个约束优化问题作为测试函数，并与一些其它改 

进的PS0算法和其它算法的测试结果作了比较。WPSO算 

法参数设置为：粒子群规模 m=20’f1，z=1．7，迭代次数 K一 

200，随机惯性系数 (￡)在 o．5和 1．o之间随机地取值。 

问题 1 Himmelblau的非线性约束优化问题 

M ：厂( 一5．3578547x3 +0．8356891x~砺 +37．293239x1 

— 40792．141 (16) 

S．t．g1(X)=85．334407+0．0056858x2z5+0．00O26x1z4 

— 0．0022053x33,7,5 

g2(X)=80．51429+0．O071317x2xs+0．0029955xl 

-- 0．0021813x3。 

g3(X)=9．300961+0．O047026x3x5+0．0012547xlX5 

+o．0019O85x3z 

0≤g1(X)≤92，90≤g2(X)≤110 

2O≤g3( ≤25，78≤ l≤102 

33≤z2≤45，27≤z3， 4， 5≤45 

WPSO算法对问题 1的 1O次独立寻优所求结果均为 

-- 31025．56，标准偏差为0。从表 1可以看出，很多算法找到 

问题 1的解是 --30665．5左右 ，说明--30665．5是问题 1的一 

个局部极值，WPSO算法可以有效地跳出问题 1的--30665．5 

这个局部极值，并且比其它改进的PSO算法和其他算法的收 

敛精度高。 
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表 1 不同算法求解问题 1的最优解 

问题 2 压力管设计 问题。该 问题的数学模型描述如 

下 ： 

Min： (X)一0．6224xl223丑+1．7781x2323。+3．1661x}z4 

+19．84 z3 (17) 

S．t．gl(X)一--Xl+0．0193xa4o 

g2(X)一--222+O．00954x34o 

g3(x)一一仰3 z4一警动 +129600040 

g4( )一 4--24040 

04x1 499，04x2 499，104x3 4200，104x4 4200 

WPSO算法对问题 2的 10次独立寻优中，有 6次寻找到 

4348．862935，有4次找到 6059左右。从表 2可以看出，迄今 

已知的算法找到问题 2的最优解都在 6059左右，说明 6059 

是问题 2的一个局部极值 ，很多算法都无法跳出这个局部极 

值，而 wPS0算法可以有较大概率跳出问题 2的局部极值， 

有效地避免陷入早熟早收敛。 

表 2 不同算法求解问题 2的最优解 

下 ： 

问题 3 伸缩绳设计 问题。该问题的数学模 型描述如 

Min：-厂(X)一(223+2) 2z1。 

s．t．g1(x 一需 ≤。 

g (x)= 等琶 +豇 一1≤。 

(18) 

x)一1一 4o 

g4(x)一 一140 

0．O54x142，0．254x241．3，24x3415 

从表 3可以看出，WPSO算法对问题 3的1O次独立寻优 

所求结果最好解为0．01266529，与文献[15]的最优解几乎一 

样，但是最差解为 0．01271905，标准偏差为 4．3760E--5，因此 

远比文献E15]提供的最差解0．0130801、标准偏差8．4611E--5 

好得多。 

表 3 不同算法求解问题 3的最优解 
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结束语 本文对基于线性定常离散系统 的 PS0算法的 

稳定性和发散性作了详细的理论分析，根据分析结果提出了 

一 种惯性权重因子在一定范围内随机取值且学习因子取一定 

恒定常数的改进 PSO算法，即WPSO算法，该算法能让粒子 

有确定的概率值发散，这样保持了种群的多样性，有很大概率 

搜索到全局最优解。可以有效地避免早熟早收敛。 
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