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摘 要 通过将 Orthodir(m)算法的两个向量内积改成几个连续内积，改变算法数据相关性，提 出了改进的 Orthodir 

( )算法(IOrthodir(m)算法)。改进的算法具有与原算法相同的收敛性。理论分析表明，当处理器数目达到一定数量 

时，IOrthodir(m)算法计算速度快于原算法，扩展性方面也要优于Orthodir(m)算法。实验证实，IOrthodir(m)算法优 

于 Orthodir(m)算法 。 
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Abstract By changing two inner product of vectors into severa1 continuous inner products，this paper changed the data 

dependency and puted forward an improved Orthodir(m)algorithm(IOrthodir( ))．Two algorithm s share the same 

convergence．Theory analysis shows that when the processors reach a certain number，IOrthodir(m)acts better than 

Orthodir(m)．Meanwhile IOrthodir(m)iS better than Orttlodir(m)in extensibility．Experimental results also show that 

IOrthodir(m)is superior to Orthodir(m)． 
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1 引言 

实际生产生活中的科学工程计算问题都转化为求解方程 

组Ax=b。高效、快速地求解该问题既有理论意义又有实际 

价值。Krylov子空间算法是目前最高效的求解稀疏线性方 

程组的算法。该方法存储量小、计算量小且易于并行等，适合 

于求解稀疏线性方程组。关于 Krylov子空间的并行算法，前 

人做了很多工作。DazevedoE 对 CG算法进行了修改，得到 

了改进的CG算法。MerurantE5]和Saad[6]在减少CG算法的 

同步开销方面做了很多工作。刘_7]提出的改进适合并行计算 

的CR算法，同步开销减少一半，提高了效率。张[2 提出了一 

种适合于分布式并行计算的平方共轭残差法，其将两个全局 

同步化点降低为一个，提高了并行性。 

Orthodir方法是一种Krylov子空间算法，是由Young和 

JeaE。]提出的，类似 于 GCR算法。Orthodir(仇)算法是 

Orthodir算法的截断算法。对于非对称矩阵，Orthodir算法 

不具有可行性，因为迭代计算会占用很大的存储空间来保存 

之前计算得到的数据以用于下一次计算，这通常是不可接受 

的。截断算法Orthodir(m)只需要保存很少的几个向量用于 

下一次迭代计算(m取值一般不大)。Orthodir(m)算法具有 

Orthodir算法的大部分性质。当矩阵对称或者反对称时，两 

方法等价_g]。Orthodir(m)方法的计算主要包括向量间内积 

和矩阵向量之间的乘积。矩阵向量乘积的通信成为并行计算 

的瓶颈。本文提出了一种改进算法(IOrthodir(m)算法)， 

IOrthodir(m)算法将分离的内积数学变换为可并行执行的连 

续内积，减少了通信次数。IOrthodir(m)算法的数值稳定性 

与原算法相同，同步开销减少为原来的一半。 

2 算法描述 

对于给定的线性方程组Ax=b，其中矩阵AER 为非 

对称非奇异矩阵，bER ，xE 。算法 1为 Orthodir(m)算 

法。分析算法 1可知，在并行求解时，步(2)和步(5)的内积计 

算需要进行全局同步，同时具有数据相关性，上一个计算不出 

来，下一个计算便无法进行 ，从而增加了时间开销，影响算法 

性能。 

算法 1 Orthodir(m)算法 

(1) 0一b—A ，p0一r0 

对 k=0，1，2⋯直到收敛计算 ： 

(2) k一( k，Apk)／(Apk，Apk) 

(3) 1一 k+qkpk 

(4)rk+】一rk—akpk 
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(5)岛k一(A。Pk，Apj)／(Apj，Api)，j=k—m+l，⋯，k 

k 

(6)pk+1一Apk+ ∑
4-1
[~jkPj 

1一 K⋯ m  

(7)Apk+1一A。Pk+
，一k圣+1 Apjm 1一K一十』。 

3 算法分析 

以下讨论中，算法分析基于分布式存储并行机模型，具有 

M 台机器。两台机器完成一次通信所用时间为 T(包括准备 

发送的时间 和传输单位字的时间T )。 

假设矩阵按行划分，每个浮点运算时间为T，。矩阵A的 

阶数N能被M 整除，各处理机之间不存在负载不平衡问题。 

在每一个迭代步中并行矩阵向量乘的计算时间为(2p一1) 

(N／M)Tr，其中P为稀疏矩阵每行非零元素的个数。在最坏 

情况下，矩阵向量乘需要用到全部向量，分布式并行处理机之 

间需要一次全收集通信，通信时间为 logM( +N／M* )。 

对一般的稀疏矩阵，如带状矩阵，只需相邻处理机间通信，通 

信时间为2( +p* )。通信时间与处理机台数M和矩阵 

阶数N无关。这种带状的稀疏矩阵具有代表性，这种情况下 

的矩阵向量乘的通信时间如式(1)所示： 

一  

一2( +P* )+(2户一1)(N／M)Ts (1) 

关于忌个向量内积的并行计算时间，每台处理机并行求 

解局部向量内积，计算时间为 2(kN／M) 。对局部内积求 

和并且使每台处理机都拥有这k个和的通信过程为全归约过 

程，计算时间为21ogM( +忌 )。k个向量内积的并行计算 

时间如式(2)所示： 

(忌)=2(kN／M)  +21ogM( +忌 ) (2) 

向量校正不需要通信，k个向量相加的计算时间如式(3) 

所示： 

T (忌)一2(惫——1)(N／M) *T (3) 

每步迭代的计算通信基本相同，取一个迭代步对算法 1 

进行分析。算法 1每次迭代需要 1次矩阵向量乘、4次向量 

校正、2m+2次向量内积计算、m个参数 和 1个参数 校 

正的浮点计算，每迭代步的并行计算时间如式(4)所示： 

，
一  +2* (2)+2* (m)+(2m+1) 

T，+2*T 0r (m)+2*T 
一

一 (2) 

一 (2+ 81ogM)  + (2p+4mlogM+ 81ogM) + 

(4m+2声+11)N／M*T，+(2m+1)Tr (4) 

( +1， +1)一((A Pk+ ∑ 
，

fljkAp，)，(A + ∑ 

陬Api)) 
k 

一 (A P ，A )+2(A。 ， ∑ fl~kApj)+ 
一 1 

女 

∑
． 

(APi，Apj) 
，= tt--m T 

=A(Apk，Apk)+ 2A(Apk，
．

∑ Pi)4- 

∑
， 
厥(Apj，Apj) 

J—  — m_广1 

= A(qk， )+ ∑ 熊( ， ) 
，一  — m 十 1 

由向量 的正交性质 。 有： 

算法2 IOrthodir(m)算法 

(1)r0=b--Ax0，Po一 0 

对 k一0，1，2⋯，直到收敛计算： 

(2)ak=ak／bk 

(3)Xk+l—xk+ pk 

(4) k+1一rk--akpk 

(5) 一(Aqk，qi)／bi，j=k--m+l，⋯，k 

(6) k+1一( k+l，APk+1) 

(7)bk+1一Abk+
__k 1醇b 

(8)pk+1一qk+
_二k 1pjkPj 

(9)qk+1一Aqk+ 
+ l岛kqi 

对于IOrthodir(m)算法中的每次迭代，需要 1次矩阵向 

量乘、5次向量校正计算、m+1次向量内积计算、m个参数 

和 1个讯的浮点计算。 

IOrthodir(m)算法每迭代步的计算时间如式(6)所示： 

丁 = trix
_ wctor + 2* (2)+ 3* (m)+ 

了 一  (优)+ (2)+(3m+1)Ts 

一 (2+41ogM) +(2p+2mlogM+41ogM) + 

(2p+4m+3)N／M Ts+(3m+1)Tr (6) 

比较式(4)、式(6)，当处理器数M满足式(7)时，改进算 

法比原算法的计算时间要少。 

MlogM~(M *m一8N)T，／(4 )，，，z>> >Ts (7) 

对 了 曲 的计算公式，求a ／oM一0可以得到 

Orthodir(m)算法计算时间最小时的处理器数目。 

A互ĥ脚 (神一_4(

(

4

2

m +

+

2p
m

+ l

+

1)N

2 

T
)f (8) 

由推导过程可以看出，IOrthodir(m)算法和Orthodir(m) 

算法在本质上是等价的，两个算法仅仅是次序不同，数值计算 

结果也应该一样。通过给出的数值实验结果来看，收敛的速 

度相同。 

对 TR 的计算公式，求a丁胁 船／aM=0可以得到 

IOrthodir(m)算法计算时间最小时的处理器数目。 

M ，(m)一_(

4

4 m+

+

2

2

p
m

+ 3

+

)N

4 

Tf (9) 
脚 r(m)一 4 +2m +4 

当 ，，z>> 时，M M )≈2M )，说明 IOrthodir 

(m)算法的扩展性要比Orthodir(m)算法的好。 

对比Orthodir(m)算法，IOrthodir(m)算法的性能提高比 

率如式(1O)所示： 

叼一 簪  』
(h 

竺 ±墨 兰 二 
(2+81ogM) +(4m+2户+11)N／M *T，+(2m+1)rs 

(10) 

当处理器数目M 趋近于正无穷时，可以计算得到 

5O 。因此，对比Orthodir(m)算法，IOrthodir(m)算法的计 

算性能可以提高 5O％。 

(5) 
4 实验 

由式(5)看出内积(qk，qk)可以通过迭代的方法求出，从 

而可以消除算法 l中两次向量内积计算中的数据相关性。 

令a ：(rk，A )， 一(Apk，Apk)，qk=Apk 

改进 Orthodir(m)算法如下： 

本文测试环境为 16台曙光天阔 A440一G服务器集群，操 

作系统为SUSE，互联网络为千兆以太网，并行环境为MPI并 

行。分别对阶数为2000，3000的两个非对称稀疏矩阵求解， 
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算法的主要特点是网络 内节点无需关注当前网络的拓扑结 

构。在定位过程中，节点之间仅交换定位估计值，就可以有效 

降低网络通信量。由于实际中RSSI值极易受到外部环境干 

扰，甚至同一节点在不同时刻的 RSSI值都会发生变化，因 

此，衰弱环境下移动无线传感器网络的定位算法优化问题是 

我们下一步的研究方向。 
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比较两个算法的性能，结果如表 1、表 2所列。收敛判据为相 

对残差小于 10_。。从两组实验结果来看 ，由于受并行机速度 

和网络结构以及求解问题的性质等影响，当处理器数目为 1 

时，Orthodir(m)算法优于 IOrthodir(m)算法。随着处理器数 

目的增大，IOrthodir(m)算法的性能要渐渐优于 Orthodir(m) 

算法。 

表 1 2000阶矩阵(单位：秒) 

表 2 3000阶矩阵(单位：秒) 

结束语 给出的改进 IOrthodir(m)算法具有与原算法相 

同的收敛速度，没有增加计算量。从理论上证明了该算法具 

有比原算法更好的扩展性，算法性能更优，最高时性能提高比 

例能达到50 。从实验结果数据来看，随着处理器数目的增 

加，IOrthodir(m)算法的性能优于 Orthodir(m)算法，扩展性 

方面也更好，更适合于并行计算。理论和实验都证明了 

IOrthodir(m)算法是一种更优、扩展性更好的算法。 

由于实验室条件有限，下一步打算在更大规模机群上进 

行实验，验证理论结果。参考文献Eli中的方法，从充分利用 

局存中数据、数据分配时的负载平衡、通信与计算重叠等方面 

改进该算法，提高算法效率。 
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