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大尺度图像编辑的泊松方程并行多重网格求解算法 
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摘 要 随着获取设备的发展，大尺度、高分辨率数字图像已逐步进入人们的生活，大尺度图像的梯度域编辑显得更 

为重要 ，求解大规模未知数的泊松方程是大尺度图像梯度域编辑的关键。传统多重网格算法的迭代、约束和插值操作 

单独进行，内存和外存间通讯量大，算法效率低，为此提出了一种面向大尺度图像梯度域编辑的并行多重网格求解泊 

松方程的算法。该算法利用多重网格的迭代、约束和插值过程的 内存数据访问局部性和更新相关性，构造滑动工作窗 

口，使迭代、约束和插值操作并行运行，提高了多重网格算法求解泊松方程的计算效率。全景图拼接实验表明，所提算 

法的运行效率高于超松弛迭代、高斯塞德 尔迭代和传统多重网格算法。 
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Parallel Multigrid Approach for Solving Poisson PDE in Gigapixei Image Editing 

DU Zhen-long LI Xiao-li GUO Yan-wen YANG Xiao-j ian1 SHEN Gang-gang 

(College of Electronics and Information Engineering，Nanjing University of Technology，Nanjing 210009，China) 

(State Key Laboratory of Novel Software Technology，Nanjing University，Nanjing 210000，China)。 

Abstract With the development of image acquisition technology，gigapixel images are being produced and eme~ed into 

the modern society，and how tO efficiently compile these gigapixel images within gradient domain is the research focus of 

image processing and computer graphics．To solve the Poisson PDE with large-scale unknowns is crucial to gigapixe1 

im ag e editing in gradient domain．Traditional multigrid approach separately performs iteration，restriction and prolonga— 

tion。bears heavy communication load between RAM and external memory．In the paper，a parallel multigrid approach 

for solving poisson PDE was proposed，which exploits the locality and relevance of memo~ accessing and updating a— 

mong the different stages to parallelly perform the iteration，restriction and prolongation in the sweeping window．Ex- 

periments of image stitching show that the presented method has the higher efficiency than the algorithms of successive 

over—re1axation，gauss—seider iteration and traditiona1 multigrid． 

Keywords Poisson PDE，Parallel muhigrid，Gigapixel image editing 

1 引言 

泊松方程属于椭 圆型偏微分方程，广泛应用于机械、物 

理、信息等领域的科学问题处理。自P6rez等l_1]把泊松方程 

应用于图像编辑之后，基于泊松方程的梯度域图像编辑[z-43成 

为图像处理的热点，例如，利用泊松方程进行图像拼接l_2]、蒙 

太奇_3]、抠像[4]等图像编辑操作，取得了照片级的图像编辑效 

果。然而，随着数字设备的发展，获取图像的分辨率越来越 

高，编辑图像所要处理的图像尺寸也越来越大，基于泊松方程 

的图像编辑方法的时空复杂度也随着问题规模的增大而越来 

越高。因此，研究基于泊松方程的大尺度图像编辑的快速求 

解具有重要的现实需求和意义。 

泊松方程的迭代式_5 求解在高频部分收敛很快，而在低 

频部分收敛则极慢_5]，容易陷入局部光滑区域，不适合求解大 

规模未知数的泊松方程。多重网格式_6]求解以多分辨率方式 

在多个频段层次分别平滑误差余量，其效率优于迭代式求解 

算法，在大尺度图像的梯度域编辑上运用较多。但传统多重 

网格的迭代、约束和插值操作单独运行，在求解大规模未知数 

方程时存在内存和外存间通讯量大的问题，影响了计算效率。 

本文在传统多重网格算法的基础上，探讨了多重网格计 

算过程迭代、约束和插值的内存访问和更新效率问题，提出了 
一 种利用运算过程内存局部一致性和数据访问相关性的并行 

多重网格求解方法。所提出的并行多重网格求解泊松方程算 

法并行进行所构造的滑动窗口中的迭代、约束和插值操作，有 
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效降低了内、外存之间的通信量，提高了算法的运行效率。 

本文所提方法的创新性在于提出了一种并行多重网格算 

法，它能够求解大规模未知数的泊松方程，适合处理大尺度图 

像的梯度域编辑操作。 

2 泊松方程 

二元函数 U(z， )一 一R。(R为实数域)的拉普拉斯型 

偏微分方程的一般形式如式(1)所示。 

△【，( ， )一 · U(z， )=-厂(z， ) (1) 

式中，△为拉普拉斯算子， 为偏微分算子，f(x， )是定解条 

件。当f(x， )=0时，式(1)为纽曼型泊松方程；当f(x， )= 

常数时，式(1)为狄雷克利型泊松方程。 

在图像域 I'I=RXR，梯度域图像编辑的目的是使函数U 

(z， )与给定的梯度场G( ， )最为接近，即min fl u—G ll， 

该泛函等价于求解泊松方程，如式(2)所示。 
— ÷ 

AU= ·G=dizG (2) 

式中，div为散度算子。 

对式(2)采取五点差分格式离散l8 (见图1)，则式(2)的 

离散形式表示为： 

U(x+1， )+U(x， +1)+U(z一1， )+U(x，y--1)一 
_' 

4U(x， )=dizG(x， ) 

【x一1，y) 

(x，y+1) 

r ’ 

(x，y) 

(x+l，y) 

(x，Y—1) 

图 1 五点差分格式 

Q域中每个像素( ， )存在一个线性方程，所有方程联 

立得到线性方程组，用矩阵LU=B表示，其中L=(。 ) ×一 

U=(地) × 和B=(岛) 分别为拉普拉斯矩阵、未知数矩阵 

和边界条件矩阵。 

泊松方程的数值求解方法有迭代法E5_(ig括高斯一塞德尔 

迭代、雅可比迭代、共轭梯度迭代)、多重网格方法r-5]和离散余 

弦变换等求解方法。当Q域中包含的待求解未知数个数为 

10 时，矩阵 L的大小为 1O ×1O 。大尺度图像(未知数个数 

大于 10 )的 L大小为 1O。×1O。。尽管 L为带状矩阵，但其可 

采用稀疏矩阵存贮。然而大规模的未知数会引起泊松方程求 

解迭代收敛极慢和求解不稳定的问题。 

3 多重网格求解泊松方程 

多重网格法是求解泊松方程的一种常用方法，通过迭代 

光滑当前层网格的高频误差分量，并把低频分量约束到下一 

级粗网格继续光滑。其实质是在粗网格通过迭代光滑高频分 

量，然后再将其约束到更粗一层网格，继续进行迭代光滑，直 

到误差足够光滑。每层粗网格的迭代为上一层细网格提供更 

加准确的误差校正结果。这种逐层多分辨率方式能迅速光滑 

不同频谱的高频分量，有效地加速了收敛速度。 

设离散网格步长为h，则泊松方程的 层离散形式可表 

示为式(3)。 
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U  ̂ Bh (3) 

设 和 分别为式(3)的准确解和近似解，两者间的误 

差量 及式(3)的误差残量 d 分别定义为 一Uh一 ， 

=L̂ 一Bh。 

多重网格算法由 循环过程构成，包括 3个步骤：迭代 

近似求解 ；将误差残量 约束到粗网格 H上，如式(4)所 

示，并求解方程L V_H=--d ；将误差校正结果用插值方式返 

回到细网格h，如式(5)所示，并在最细网格把误差校正结果 

添加到方程的近似解 ，即 一 + ( 为 的近似 

解)。多重网格求解过程用到约束算子R和插值算子P，其定 

义分别如式(4)、式(5)所示。 

dM—R (4) 

=P (5) 

一 个多重网格 循环包括一个从细网格到粗网格的“粗 

化”过程和从粗网格到细网格的“细化”过程。“粗化”从最细 

网格开始迭代求解，把误差残量d约束到粗网格进行迭代“磨 

光”，一直到最粗网格，并在最粗网格求解未知数个数最少的 

方程组LoV0一do。“细化”过程通过插值把误差校正从粗网 

格返回到细网格，直至最细网格，得到满足条件解 I删 。“粗 

化”和“细化”分别对应图2的约束和插值操作。 

图 2 多重网格 V循环过程 

多重网格V循环的约束和插值都要进行迭代，即进行误 

差“磨光”操作。在约束操作之前的迭代也叫前光滑，在插值 

之后的迭代也称为后光滑，如图2所示。 

4 并行多重网格求解泊松方程 

传统多重网格采用 循环求解，即先进行近似迭代求 

解，再通过算子R把误差残量d逐层约束到粗网格，并通过 

算子 P把误差校正 以插值方式传回细网格，算法如下所 

示 。 

算法 1 多重网格V循环求解算法 

输入：k，N； 

1．近似求解LU=B，得到 dd； 

2．约束 

Do h— N一 1，⋯ ，2，1 

2a．迭代 k次近似求解 LhUh—Bh，得到 h； 

2b．Vh—U} 一uh，dh—Lhuh—Bh； 

2c．dh—Rldh+1 

EndDo 

3．求解 v0一do； 

4．插值 、 

Do h 一2，⋯ ，N一1，N 

4a．迭代k次近似求解 Vh—dh； 

4b．vh=PV卜l 

格 格 姗贫 l 潮 



 

4b．若 h一1，Uh—u。1d+Vh； 

EndDo 

其中，k为迭代次数，N为多重网格层数。 

上述算法的近似求解(2a和4a)、约束(2c)和插值(4b)3 

步操作单独进行，每一层网格的数据V和d在内存中需要装 

载两次，一次用于约束运算，另一次为插值运算。受内存容量 

所限，运算过程只能将部分运算数据载人内存，未载人数据只 

能在运算过程根据运算需要逐次载入内存。因此传统多重网 

格算法求解超大规模未知数的泊松方程时，会产生内存与外 

存的大量通讯，导致运算时间显著增加、运算效率降低。 

口 。 囵 O 囵 

o o o o o 

a o 囵 。 囵 

o o o o o 

囵粗网格结点 

。细网格结点 

囵 O a O 口 

图3 粗、细层网格节点关系 

图3给出了粗、细相邻两层网格间节点的位置关系示意 

图，由图可知，矩阵L、B、【厂和 在内存中只需存贮一次，在 

不同层网格用到时只需根据位置进行索引。 和d在每一层 

网格都会产生，在不同层间进行数值传递时要用到，且约束阶 

段计算d在插值阶段也要用到，因此， 和d在计算过程要驻 

留内存。N层网格计算中用到的 和d的未知数个数计算 

如式(6)所示，I．I为计算矩阵的未知数个数。对于大尺度 

图像的梯度域编辑操作，当N=5时， 或d的未知数个数为 

2×1O ，L、 及d 3个主要矩阵的未知数数量之和达到 5× 

1O 。 

N  N 

∑l l=∑I J≈1O x(2—2卜 ) (6) 

多重网格 循环求解包含的大部分运算，属于矩阵一矩阵 

或矩阵一向量型运算，易于实现并行化。本文通过求解 、误 

差量 和误差校正d 计算过程中内存数据的局部一致性来 

构造工作集窗口w，沿图像列方向移动工作集w，并更新 

和d ，使载人内存的数据得到充分利用。 

本文所提出的并行多重网格算法的并行特性体现在两个 

方面：不同层网格间的约束操作或插值操作传递；约束操作和 

插值操作之间。不同层网格间的并行是指在迭代过程中，更 

新所需的数据满足后，执行相应的更新运算。约束操作和插 

值操作间的并行是在约束操作完成后，插值更新所需的数据 

满足后进行插值操作，当插值至最细网格时即得到方程的解。 

如图4所示，当k=2、N=2，细网格的第 7、6行执行约束 

dz— 时，第5、4行可执行 d 一 约束。当第 1行的数据 

更新后，则可计算粗网格的 ，此时粗网格第 2、3行可计算 

V 一 的插值操作。 

细网格 粗网格 

计算 
Vh 

图 4 并行多重网格的并行方式 

构造工作集w以图像行像素为单位，由当前处理行 、相 

邻已处理行和待处理行组成。利用已处理行是为了更新当前 

行数据；引入相邻待处理行是在当前行数据更新后计算误差 

量和误差校正量。 

表1列出了约束、插值阶段的数据窗口和计算相关量的 

窗口尺寸。以约束阶段为例，设定 ih为当前处理行，在细网 

格层 一1的i 后 2忌+1行更新后，才可进行h层的前光滑， 

因而前光滑窗口为[ 一1，i +2k+1]。同时光滑后的行才能 

计算误差余量，因此误差余量窗口为[ih一3，i +1]。把这 3 

个窗H取并集即得到约束阶段的窗口。插值阶段的数据窗口 

设置与约束阶段的窗口设置相似。 

表 1 数据窗口W 

约束阶段 

ih 1+2k+1<L(ih一1)／2j 

数据窗口 ih 1+2k+1<L(ih一1)／2J 

从h--1层的约束 [ih+2k+1] 

前光滑 [Ih一1，ih+2k+1] 

误差余量 [ih--3，ih+1] 

插值阶段 

ih+l+2k+1<2|h一1 

数据窗口 [|h一1，ih+2k+1] 

向h+1层插值 [Ih+2k+1] 

后光滑 [|h一1，ih+2k+1] 

并行多重网格算法如下所示。 

算法2 并行多重网格求解算法 

输入：k，N，L(图像行数)； 

1．计算 k一1行 h作为预处理数据； 

2．Do  1一K，K+1，⋯，L—K 

2a．计算[il一3，il+2k+1]行的 h； 

2b．计算[i】一3，i】-{-1]行的dh； 

2c．计算[il一3，i】-k1]行的 Vb； 

End Do  

3．计算 1一K+1，⋯，L的 V ，并更新 u。 

算法 2的迭代、约束和插值操作并行进行，其充分利用了 

内存数据的局部一致和访问相关性。 

5 实验 

本文在同方 E2180、内存 2G的双核台式机上实现了泊松 

方程的并行多重网格数值求解算法，并把算法应用到 1280× 

720、1024X 768分辨率的图像拼接实验中。 

实验中迭代次数为2，P和R的取值分别如下。 

P一 

1 1 1 

4 2 4 

÷ 专 
1 1 1 

4 2 4 

一  pT一 十 “ 4 

f 
l 耀 

1 1 1 

16 8 16 

1 1 1 

8 4 8 

1 1 1 

16 8 16 

式中，P、R取值根据双线性插值设置。 

多重网格的划分规则是：相邻的粗网格划分步长是细网 
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格划分步长的2倍，即H一2h；最细一级网格是原始输入图 

像的尺寸。 

图5、图6示出用本文所提出的并行多重网格算法求解 

泊松方程实现的梯度域图像拼接结果。图像拼接前先采用文 

献[7]的配准算法对所有图像进行配准。图5用 5张 1080× 

720的图像拼接生成 8100X3680的全景图，图 6用 5张 1024>( 

768的图像拼接生成 7963×3580的全景图。并行多重网格算 

法在图 5、图 6实验中的内存占用、内存／外存通讯量、迭代次 

数和运算时间如表 2所列。 

图 5 图像拼接实验 1(数据 1) 

图 6 图像拼接实验 2(数据 2) 

表 2 不同计算方法比较 

从表 2可知，并行多重网格算法在内存占用方面低于传 

统多重网格算法，在内存／外存通讯量、运算时间及迭代次数 

等方面都明显优于超松弛迭代、伽可比迭代和传统多重网格 

算法。 

结束语 泊松方程是工程中常用的偏微分方程，其快速、 

精确的求解对于问题解决非常重要。基于泊松方程的梯度域 

图像编辑是目前图像处理和图形学的研究热点，大尺度图像 

的梯度域编辑操作需要求解超大规模未知数的泊松方程，传 

统多重网格算法在 PC机上运算效率低。提出了一种面向大 

尺度图像梯度域编辑的并行多重网格求解泊松方程的算法， 

利用多重网格的迭代、约束和插值操作之间的内存局部性和 

更新相关性并以并行方式运行多重网格算法。该方法能够在 

PC机上高效地实现大尺度图像的梯度域编辑操作。 

传统多重网格数值求解算法单独完成迭代、约束和插值 

操作，没有很好地利用内存数据的局部性，算法存在改善空 

间。文中所提出的泊松方程并行多重网格求解算法充分利用 

内存空间数据的局部性和更新相关性来并行完成迭代、约束 

和插值操作，提高了泊松方程的求解效率。 

所提出的并行多重网格求解算法适合于求解纽曼边界条 

件、结构化数据的泊松方程。扩展本文工作，使之适合大尺度 

图像的复杂梯度域编辑操作，即适合求解狄雷克利边界的泊 

松方程，是未来的工作方向。 
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