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摘 要 结合量子系统的自身特点，针对直接将经典最优控制应用到量子系统中所存在的可靠性不高、收敛速度较慢 

等问题，借助于动态迭代控制场提 出了一种更高效、收敛性更好的单调收敛的改进量子最优控制算法(IQOCT)。通 

过系统仿真实验，对控制场权值、收敛速度以及迭代步进参数之间的关系作了详细的分析。结果表明，与一般最优算 

法和共轭梯度算法相比，改进算法在可靠性和收敛速度等方面都有明显提高。 
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Abstract According to the specialty of quantum systems，the reliability or the efficiency of a general optimal control 

scheme leaves much to be desired．This paper developed a special improved quantum optimal control method for using 

dynamic control field，which can be implemented as fast convergent algorithms．The relations among penalty of the field 

energy value，convergence speed and iteration step parameters were analyzed in detail through the system simulation ex— 

periments．Theoretical analysis shows that this new algorithm exhibits significantly superior to class of quantum optimal 

contro1 and the conjugate gradient method in reliability and convergence rate． 
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1 介绍 

在量子信息科学里，许多问题的一个共同的目标是对量 

子信息转移的操控，即控制量子信息从一个地方传递到另一 

个地方，或从一个量子系统转移到另一个量子系统 ，这是量子 

通信领域中必不可少的一个环节。到目前为止，实现量子信 

息转移的方法一般有量子隐形传态和量子态转移两种。经过 

几十年的发展，量子态转移方法也在不断完善，从最初的非相 

干光源到受激拉曼绝热通道技术( IRAP)，再到遗传算法、 

最优控制，效率不断提高，量子系统也越来越容易被外部作用 

精确地调控到特定的量子状态。 

在众多的理论中，最优控制是最为有效的手段之一，而把 

最优控制应用到量子系统中已成为一个非常热门的研究方 

向l_1 ]。从控制的角度来说，量子最优控制就是确定控制场 

从而使选定的性能指标最优，这些性能指标涉及到最短时间 

控制、最大转移概率控制、最小能量控制等[3 ，所以性能指标 

的选择是最优控制设计过程中非常重要的一步，它是衡量系 

统在容许控制作用下性能好坏的主要尺度。 

对于最优控制的设计，首先需要给出量子系统的数学模 

型，为了考虑问题的方便，这里以封闭量子系统为例。状态函 

数I (￡)>随时间演化的薛定谔绘景方程__8 ]为： 

] ’ 1 盖l (￡)>一--z，r-1 Hl ( )>一寿{Hc一 ’P(￡)}l ( ))(1) 

式中，H0是系统内部的厄米算符， 是电偶极矩， (￡)是所施 

加的控制场，壳是普朗克常量，系统初始态设为l (O)>一 ，在 

规定时间 T时系统的终态为 I (丁)>。 

在应用中，较为常见的最优控制的组合性能指标的形式 

为： 
rT 

K—l< (T)l妇>I 一 I ( )出 (2) 
J 0 

式中， 为系统期望的量子态。如果 l (丁)>一亿，则性能指 

标K的第一项为 1，即达到最大，此项是让实际终态与期望终 

态尽可能接近；性能指标 K第二项中的控制场 e(￡)是实数 ， 
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且该项的目的是使控制场 e( )尽可能小，参数 a反映控制场 

的权值大小。 

在满足系统模型前提下，求解性能指标为优化的问题可 

以利用拉格郎日乘子把有约束的最大极值问题转变为无约束 

的求最大极值问题[ ]。采用变分原理可得到一组取极值必 

要的微分方程组： 

l )一一7}(Ho一 ·8)I )， (o)>一咖 (3) 

l )一 音(Ho · )lit)，I (T))一I )( 1 (了、)) 

(4) 

ae(t)一lm( )一 I )) (5) 

式中，lit)一 ，itz，⋯， ] 为拉格朗日乘子向量；I 表示 

)的共轭转置。 

式(3)一式(5)是典型的两点边值问题，因此人们可以借 

用诸如梯度类的数值迭代法来进行求解。由于不同的数值方 

法可能会导致截然不同的计算结果，也可能使最优值收敛效 

果不理想，甚至使最优解无法收敛，冈此，确定求解非线性方 

程组可靠和有效的数值方法是一项重要而艰巨的任务。近年 

来，各种求解最优控制非线性方程组解的数值方法，包括共轭 

梯度法、Krotov迭代算法等层出不穷[1 】。然而，这些方法 

在可靠性、收敛速度等方面还存在许多可以改进的地方。 

本文提出丫一种利用特殊的动态变化的控制场来实现的 

量子最优控制算法。在该算法中，用迭代变化的控制场 e(f) 

来调整性能指标 中能量消耗项，从而改进算法的性能指标。 

把改进算法与一般最优算法和共轭梯度算法应用到 巨型三 

能级原子系统中进行系统的仿真实验，并对它们各 自所具有 

的特点及相互之间的关系进行详细的分析与研究 ，实验结果 

表明，改进的新算法在可靠性和收敛速度方面都要优于一般 

最优算法和共轭梯度算法。由于本文讨论所使用的与原子系 

统有关的数据取 自实际的 巨型三能级原子 Rb，因此研究结 

果具有重要的应用价值。 

2 改进的量子最优控制算法 

2．1 理论基础 

文为了获得控制场 ( )的迭代方程，可以通过量子系统 

的本征函数 j I7fJ( ))定义的投影算符 P一 ( )>( ( )I来表示 

可观测量 0(￡)。 

下面根据投影算符的定义，对投影算符求偏导，有： 

嘧P 一itr-ffTt EI ( ))( ( ) 
一

( 打 l 5fI( )))( ( )l声+I ( ))( 疗茜( ( )l 
d) (6) 

其中，士是与时间无关的任意波函数。利用薛定谔绘景方程 

(1)和哈密顿算符的厄米性质，式(6)变为： 

i 素P 一HP 一 (￡))( (f)l He=HP~--PH~ (7) 

利用 0(￡)一P，将 略去后，得到运动方程 ： 

o(￡)一 (H0(￡) 一0( )H )一 1[H，0( )] (8) 

式中，系统哈密顿算符 H—Ho--ff·e ’( )，e ( )为时间间 

隔[0，T]里任意选定的初始控制场。 

当系统处于状态l ( )>时，可观察量 0( )的期望值为(0 

( )>一(5[，( )l O(￡)l ( )>，对期望值求导即可得到以下运动方 
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程 ： 

(0∽) 羞( ( )IO(t)I ( 
一 ( ( ) [H0’∞ )]+ ))_(I7fJ 

( )1 ，o(￡)] ( )> (￡) (9) 

把式(8)代人式(9)，则有下面等式 

羞(0(￡)>一( (￡) ，o(f)] )) )一P㈣(￡)} 
(1o) 

由此，可以看出式(1O)是与控制场P( )及参考场e ( )有 

关的等式。对式(1O)积分后产生的非线性积分方程可简化为： 

(0(T)) (0(O)) 

一

j。( ( )l ，o(￡)] ))㈨)一P (￡) (11) 
式中，(0( )为时间 了、时的系统期望值；(0(O)>一( (O)10 

(O) ( )>为系统初始期望值，即系统的初态。由此可以得到 

式(11)的自洽解形式【”]： 

e( )一P ( )一徊 (￡){(1— (￡)+厂(￡)} (12) 

式中，Q( )≥O为控制场 ( )的包络函数；参数 叩定义为 叩 

上二 
，初始值选正数；，( )是时间 f∈Eo，明 的 

I Q(￡)[ ( )]。dt 

I Q( ) (￡)厂( )dt 
零或非零函数， 一 —二——一 定义为收敛参数。 

l Q(￡)E．L( )]。dt 

2．2 改进算法 

针对直接将经典最优控制应用到量子系统中所存在的可 

靠性不高、收敛速度较慢等问题，我们提出r一种更高效、收 

敛性更好的单调收敛的改进方法。改进的主要思路是把固定 

控制场变为由迭代式求取控制场，即先选取初始控制场大小， 

然后利用迭代获得下一次控制场的大小，以此来调整最优控 

制性能指标中的能量消耗项，即最优性能指标的形式可改为： 

K一( ( l0(了、)l 5[I(T))一ol(e‘计 ’(￡) e‘ ( )) dt。我们 

将该方法称为改进的量子最优控制算法(IQOCT)。 

由上一节可知，在 t时刻， 卅”(￡)自由函数可选择为零 

或非零，考虑到算法的一般性 ，本文中取  ̈( )为非零情况 

进行讨论， ”( )一0， ”( )一 b ( )， ≥2，6>0。 

l Q( ( ) 计”(t)dt 
由此得到 ”≈ — ————一 ≈ b，这样就得 

I Q(t)E ( )]。dt 

到 1i’以下递推关系组 ： 

旦
8t l )>一 { 一 · 州 )} )>(13) 
e ( )一P“’(￡)+ Q(￡)L(1+6) “ ”(￡)+ ”( ) 

( 一0，1，⋯ ，) (14) 

o“ )—一 [0( ( H0～．￡￡’ )] (15) 

O(11)一 )( l 

口 ( )三三三一音1m{( 卅”(f)o㈨(￡)· I ( ))} 

(16) 

其中，痧 0为迭代步进参数；(1+6)为收敛速度参数； 卅” 

( )为任意选择的零或非零自由函数。 



 

下面给出改进算法的具体仿真迭代过程 ： 

1．选定初始控制场e ( )； 

2．迭代次数 72—1时， “’( )一8‘。’(￡)； 

3．当 一1时，利用初始态I (o))和式(13)求得l∥” 

( )>，得到l∥”( >，计算K ； 

4．当 ≥2时，计算 △K“’一K ’一K ，若 △K ’≤ 

10_。，则迭代结束； 

5．利用式(14)一式(16)，计算当 一1时，0【”(￡)， ’ 

( )，e‘ ’( )； 

6．重复 3—5。 

3 仿真实验及结果分析 

3．1 系统模型 

选择 巨型三能级原子 (例如 Rb)系统 ]，如图1所示。 

能级{2)一 I1)和I 3)一I 2>间的跃迁频率分别为 ~O1和(￡J2，它 

们能级跳变的Rabi频率分别为Q 和Q2。 
5dzD5 

5p2p3
／2 

图 1 巨型三能级系统 

考虑线性极化的啁啾 Gauss飞秒超短脉冲激光与此原子 

系统相互作用，总哈密顿量可写为：H( )一H0--,u·e(￡)。其 

中：自由哈密顿量 Ho=Diag(O， 1， + z)； 为电偶极矩； 

e(￡)是脉冲激光场的电场强度，e( )一Q( )Cos(~+尬 ／2)，脉 

冲包络 Q(￡)一exp(一t ／ )具有 Gauss函数形式；6O为载波频 

率； 为啁啾率；r为脉冲宽度；令能级跃迁偶极矩之比 一1， 

f o 0 ] 则系统
总哈密顿量为：H(￡)一l l。 l 

0 壳( + )J 
下面分别使用所提出的改进算法对该系统进行最优控制 

的仿真实验研究。 

3．2 仿真结果及讨论 

选取啁啾 Gauss超短脉冲激光 的中心频率 一0．771 

rad／fs，原子能级跃迁频率分别为 6Ol一0．7687c tad／fs和(睨一 

0．774n rad／fs， 和 都包括在脉冲的带宽范围内；啁啾率 

为；c一0．05 ；设系统在初始时刻处于最低能级I 1>，以下利 

用控制场递推关系式和 SchrOdinger方程的解来研究在啁啾 

Gauss超短脉冲激光作用下原子系统的粒子态从最低能级 

j 1)向最高能级I 3)过渡时布居转移率的变化情况。 

在这里，首先考虑不同控制场权值 作用下所获得的系 

统粒子最高能级l 3>时的转移率演化规律，其曲线如图 2所 

示 。 

(a)a=0．005 (b)d—O．01 

图 2 不同控制场权值下，不同算法的最高能级布居数变化曲线 

通过仿真图 2可知，随着控制场权值 a的改变，3种不同 

算法的性能指标、最优迭代时间和最大布居数都发生相应的 

变化，具体的情况如表 1所列。 

表 1 3种最优算法在不同的控制场权值时得到的布居数和迭代时间 

从表 1中可以看出，在相同控制场权值作用下，改进算法 

收敛速度要比共轭梯度算法的快大约 4．6s，两种算法的最大 

布居数基本一致；与一般最优算法相比，虽然收敛速度要比改 

进算法慢0．7s左右，但是其最大布居数要比一般最优多出约 

0．12；当控制场权值a变大，改进最优算法达到实际终态的最 

大布居数同样比其它两种最优算法的值要大；达到最大布居 

数的最优时间比共轭梯度算法最短。由此可知，在控制场强 

度允许的情况下，无论控制场权值是否变化，改进算法的收敛 

速度与最大布居数都要优于其他两种算法。 

接下来，分别考虑不同的呀值和不同的收敛速度b时，在 

相同的初步控制场作用下不同算法各自的收敛速度和迭代时 

间的变化情况。图3为 叩变化(0．2，0．5和 0．8)，b不变(6— 

1)时，3种不同算法的布居转移率实验仿真变化曲线。 

图3 不同 值时，不同算法的布居转移率仿真变化曲线 

从仿真变化曲线可以看出，当叩值变化时，改进算法与共 

轭梯度算法相比，收敛速度有明显的提高；与一般最优算法所 

得的结果相 比，系统实际终态与期望终态之间的误差明显变 

小 ，表 2列出了对应的性能指标值。 

表 2 3种最优算法在不同的迭代步进参数时得到的布居数和迭代时间 

当 77不变(取 0．1)，b变化(2，4和 8)时，改进算法对应的 

布居转移率实验仿真变化曲线如图4所示。它显示了不同收 

敛速度 b值时，3种不同算法的收敛速度差异。 

2 4 6 8 10 

t 

图4 不同 b值时，不同算法的布居转移率仿真变化曲线 
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如果不改变其他参数，只改变收敛速度b的值，其性能指 

标如表3所列。 
表 3 3种最优算法在不同收敛速度时得到的布居数和迭代时间 [4] 

从表3可以看出，随着收敛参数 b值增大到8，与共轭梯 

度算法相比，改进算法的迭代时间缩短到4．31s，收敛速度比 

前者快了5．2s；粒子态的最高布居转移率基本保持0．998，而 

共轭梯度算法的布居转移率为 0．995。对于一般最优算法， 

虽然迭代时间比改进算法要短0．15s，但是其布居转移率只 

有0．832。由此可见，收敛速度 b增加，改进的算法不管是收敛 

速度还是布居转移率，都要优于共轭梯度算法和一般最优算 

法。 

结束语 本文讨论了动态控制场下一种改进的量子最优 

控制算法(IQ0cT)的各种收敛迭代情况。由实验仿真结果 

可以看出，经过适当改进的新算法在跟踪期望目标、加快收敛 

速度时是很有效的。研究结果表明，无论控制场权值 a、收敛 

速度 b以及迭代步进参数刁如何变化，改进算法的粒子态达 

到最大布居转移率的收敛时间都要优于共轭梯度算法，与一 

般最优算法基本一致；比较系统实际终态与期望终态之间的 

误差发现，改进算法的误差最小，共轭梯度算法次之，而一般 

最优算法的误差最大。此外'-仿真结果也表明，通过改变控制 

场权值 a、迭代参数卵和收敛速度6，系统可以一直保持单调 

收敛不变。 
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