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摘 要 通过引入量化下推 自动机与量化上下文无关文法的定义，研究了以两种不同方式接受语言的量化下推 自动 

机等价性问题，证明了在可交换的双 幺赋值 幺半群上，量化下推 自动机接受的语言与量化上下文无关文法生成的语言 
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Abstract By introducing the concepts of quantitative pushdown automata and quantitative context-free grammars，this 

paper investigated the equivalent relation that a quantitative language can be accepted by quantitative pushdown automata 

in two different ways．It is showed the fact that quantitative pushdown automata can accept the same quantitative con— 
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monoid in the meanwhile． 
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自动机[ ]是计算理论中最重要的数学模型之一，它是现 

代计算机科学理论的基石。自动机理论不仅应用于软件工 

程、人工智能、程序语言等领域 ，还可应用于心理学、语言学等 

领域。然而现实生活的自然语言往往带有一定的模糊性和不 

确定性 ，由于经典的自动机理论并不能很好地处理这种不确 

定性，因此模糊 自动机理论成为人们研究的焦点。1969年 

Lee_2]首次提出了取值于单位区间[o，1]的模糊自动机理论。 

2005年应明生l4]提出了基于量子逻辑的 自动机理论。2007 

年邱道文 等建立了基于完备剩余格值逻辑的自动机模型。 

2011年李永明_8]进一步提出了取值于一般格的有穷 自动机 

理论。随后，状态转移权重取值于半环、双半环的加权自动机 

理论l_9]成为计算机科学、代数学研究的热点。2008年 Chat- 

terjee[1o]等人提出了一种基于赋值 函数的自动机，其可被用 

于解决计算平均长期最大消耗 、长期最大产出等实际问题。 

2011年 Dr(]ste_l ]等人推广了赋值函数的概念，得到了赋值 

幺半群这一代数结构，此代数结构可囊括量子逻辑、完备剩余 

格、格半群、半环等代数结构 ；并讨论了取值于赋值幺半群的 

加权 自动机的相关问题。下推自动机和上下文无关文法是计 

算理论中另外两类重要的数学模型，在编译语言、算法设计等 

方面有着重要的应用。本文在文献[11—12]的基础上进行探 

索，引入了量化下推 自动机、量化上下文无关文法的定义，研 

究了量化下推 自动机接受的语言与量化上下文无关文法生成 

的语言之间的关系。 

1 预备知识 

若 ∑是一非空有限集合，令 ∑ 一U ，其中 一{ ⋯ 
=々 o 

Iai∈∑，1≤走≤ )。 

定义 1_l1 ] 设(D，+，0)是可交换的幺半群，若 D上的 

赋值函数 z：D 一D满足： 

(1)Vd∈D，val(d)一 ； 

(2)若存在 i∈{1，2，⋯，rt}，使得 d 一0，则 val( ，⋯， 

d )一0。 

则称 D是赋值幺半群，记为(D，+，val，O)。 

定义 2 设(D，+，val，0)是赋值 幺半群 ，若存在 1∈D， 

使得 Z(dl，d2，⋯，dH ，1，d升l，⋯，d )一val(dl，d2，⋯， 

d卜l，d⋯ ，⋯， )，则称 D为双 幺赋值幺半群 ，记为(D，+， 

val，0，1)。 

例 1 设 (RU{一c×。}，sup，avg，一oo)是赋值 幺半群， 

其中nvg(n ，⋯，n”)一音姜ai，定义(R，s“P ，avgl， 
一 。。，+。。)如下，良 一R U {一 CXD，+。。}，sup1(nl，口2)一 
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∈尺u 一
， ( ⋯ ) 

否则 ⋯  “ 

avg(&，62，⋯， )，aiER，1≤ ≤ ， E{al，a2，⋯，a )＼{+o。}， 

1≤ ≤m，即6 一， 为d 一，a 去掉+。。后所得子列 avg 

(+c×3)一+∞，则 (尺，supl，avgl，一∞ ，+。。)是双 幺赋值 

幺半群。 

例 2 对于伪半环 S一({0，1，2}，①，△，o，1)，其中a① 6一 

max(a，6)，a△6一(n·6)rood 3，Va，bE{0，1，2}，记 S J二的 

2X 2矩阵为S2 ，vA，B∈s ，令A一( b 1)，B一 

(：三)，定义+和。如下： 
A+B—fm ‘ ， z m ‘6 ，如’1 

＼max(c1，c2) max(dl，d2)／ 

A oB=fmax(al△ 6 △cz max 口 △ ，6 △ z’1 
＼max(cl△口2，d1△c2) max(c1△62，d1△d2)／ 

VAl，A2，⋯，A ∈S ，令 val(A1，A2，⋯，A ) ((⋯ 

(A1~A2 ⋯ A测cs ，+，val,( ；) 为 
双幺赋值幺半群。 

2 量化下推 自动机 

定义 3 设 (D，+，val，0)是赋值幺半群，量化下推 自动 

机(简记为 QPDA)是七元组 (Q，∑，r， ，j， ，F)，其中 Q， 

，r分别是非空的有限状态集、有限输入字符集 、有限栈字母 

表，D一值状态转移函数 艿：Q×(∑U{￡))×r—D (Q×r )， 

Ds(Q×r )表示 Q×r 的 D一值有限子集， ∈r为初始堆 

栈字母，J：Q—D，F：Q—D分别为量化初始状态 和量化终 

状态 。 

定义 4 设 (Q，∑，r， ，j， ，F)是 qPDA，三元组(q， 

叫，y)EQ×∑ ×r 称为 的一个瞬时描述(简记为 ID)，表 

示 处于状态 q。叫为当前未处理的字符串，而 注视着 叫 

的首字符，栈中字母串为 y。同时定义 卜M：(Q×∑ ×I1 )× 

(Q×∑ ×r )一D：若 (q，r，x)( ，Z)：d，则 ((q，删 ， 

xp)(p，叫，2_卢))一d，任意P，qEQ，r∈∑U(￡}，wE∑ ，x∈F， 

Z，口∈ r 。 

对任意 ⋯ ∈∑ ，若 hw((q1， 1 ⋯ ，Z171)(q2， 
⋯  

，z y2))一dl，卜_M((q2， ⋯ ，z y2)(q3，∞ ⋯ 

， ))一 ，⋯，卜M(( ， +1⋯ ， )( +l， +1 +2⋯ 

，乙+1 +1))一d ，则定义 h ((q1， l ⋯ ，Zl y1)( +1， 

+1 +2⋯ ，Z 1 +1))一val( 1，d2，⋯，d )，其 中 E Q， 

Zf∈r， ∈r ，1≤ ≤ +1。在双 幺赋值 幺半群上，对任意 

(q，叫，y)∈Q×∑ ×r ，定义 h ((g，硼， )(q，叫，y))一1。 

定义 5 设 Q，∑，r，占， ，Z0，F)是 QPDA，对任意 wE 

∑ ，叫一dl ⋯ ，其中 dl， ，⋯， ∈( U{￡})，定义 D一值成 

功路径path ： 一D：path~(叫)一val(I(qo)，卜M((qo，训， 

Z )(ql， ⋯ ，zl71))，卜_M((ql， ⋯ ，z171)(q2， ⋯ ， 

Z2 y2))，⋯，卜M(( 一1， ，Z，2一1 一1)(q ，￡， ))，F(q ))，其 

中 qo，qf，吼∈Q，Z Er，Z ∈I1U{e)， ， ∈r ，1≤ ≤n一1。 

而定义 D一值成功路 径 path~，∑ 一 D：pat碥 (叫)一伽Z(J 

(qo)，卜]w((qo，叫。2 )(ql， ⋯ ，zl ))，卜_M((ql， ⋯ ， 

zl71)(q2，∞⋯ ， y2))，⋯，h (( 一l， ，Z 一l 一1)( ，E， 

￡)))，其中 qo， EQ，Zi∈r， Er ，1≤i≤n--1。记 QPDA 

的所有 D一值成功路径集合为PATH(M)。 

定义 6 设 Q，∑，r， ，J， ，F)为 QPDA，对任意 叫∈ 

∑ ，叫一 ⋯ ，其中 l， ，⋯， E∑U{￡}。定义 ll ll： 

∑ 一D为以终状态方式接受的语言，ll Ij(叫)一∑{path- 

( )lpath~EPA丁H( }；定义 J J 0 ll：∑ 一D为以空栈 

方式接 受的语言，l1 0}}(叫)=∑ {path~(叫)l path~∈ 

PATH(M)}。 

注1：本文中的qPDA与文献[1，5—6]的不同之处在于： 

1)本文 QPDA的初始和终止状态不是经典的，而是带有一定 

量化值 ；2)当限制 QPDA的初始和终止状态为经典集合时， 

则有以下结果 ：若(D，+，val，0)限制为{0，1}Boole代数 ，即 

取 val(dl，d2，⋯，dn)一 l̂  ^⋯^d ，+一 V时，则定义 3 

的 QPDA即为经典 PDA；类似地 ，若 (D，+，val，0)限制为量 

子逻辑 z一(L，≤ ，̂ ，V，上，0，1)，即取 val(dl，d2，⋯， )一 

d ̂ d。̂ ⋯ d̂ ，+一V时，QPDA即为文献[6]的l-VPDA； 

同理，若(D，+，val，o)为完备剩余格(L，+，·，o，p)诱导的 

赋值幺半 群，即 va!(dl，d2，⋯，d )一dl④d2④ ⋯ ④d ， 

+一+时，则定义 3中的 QPDA即为文献[7]的 ~-PDA。 

对 S：∑ 一 D，若存 在 QPDA 使 得 S— ll ll或 

S I J 0 ll，则称 S为 ∑上以终状态或以空栈方式接受的量化 

上下文无关语言。若不特别指定接受方式 ，S也称为量化上 

下文无关语言。 

为了便于区分 QPDA以终状态和以空栈方式接受语言， 

以空栈方式接受语言的 QPDA记为 (Q，∑，r， ，J， ，D)。 

定义 7 设 一(Q，∑，I1， ，j， ，F)是 QPDA，若 l sup一 

声Jl一1，则称 为量化简单型下推 自动机 (简记 为 QSP— 

DA)。若 QPDA (Q，∑，r， ，J， ，F)和 一(Ql，∑，r ， 

，j ，Z ，F )接受相同的量化上下文无关语言，即对任意的 

叫∈ ，f J ll( )一 ll钟 Il(叫)，则称 和 等价 ，记为 

三  。 

在经典 自动机理论中，以终状态方式接受语言的下推 自 

动机与以空栈方式接受语言的下推自动机等价，研究发现量 

化下推 自动机存在着相似的结论 。所以下面将先讨论 qSP— 

DA与 QPDA的关系，并借助 QSPDA来研究 以两种不同方 

式接受语言的量化下推自动机的等价性问题。 

命题 1 设 一(Q，∑，r， ，j，Z】， )为任一 以空栈方式 

接受语言的 QPDA，若 (D，+，啦Z，0，1)为双幺赋值幺半群 ， 

则存在 QSPDA 一( ，∑，r ， ，J ， ， )，使得对任意的 

wE∑ ，{l il(删)一 {{ ：!){i(叫)。 

证明：对于 QPDA 一(Q，∑，r， ，J， ，D)，构造 QSP— 

DA 一(Q ， ，r ， ，， ， ，0)如下： —QU{p。)，r 一 

rU{Xo，其中po Q， r， (q)一{o1： 。，D一值状 
态转移函数 ：Q，x(∑U{E})×r 一Ds( ×r )为： 

1) (Po，E，Xo)(q，Zo)一J(q)，VqEQ； 

2) (q，r，X)(p，y)一 (q，r，X)(夕，y)，Vq，pEQ，rE∑U 

{e}，X∈r，’，∈r 。 

对任意 叫一 1⋯ ∈ ， ∈∑U{￡)，i一1，⋯， ，由定义 
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6有：ll II(叫)一∑{path~2(叫)I n￡ 跣EPATH(M2)}一 

∑啦z(1， (( ，w，x0)(qo，w，Zo))，h ((qo，w，zo)(ql， 

0"2⋯ ，z M))，h (( ，晚⋯ ，ZlM)(q2，∞⋯ ，Z2 ))，⋯， 

((q 一l， ，z 一l 一1)(q ，￡，￡)))l qo，qj，q E Q，z ∈F， 

EF ，1 ≤ n--1)=∑ {val(I(q。)， ((qo，叫，Zo)(ql， 

⋯ ，z M))，hⅥ1((ql，现⋯ ，z M)(q2，∞⋯ ，Z2 y2))，⋯， 

(( l， ，Z l 一1)(q坩，￡，￡)))I qo， ， EQ， Er， ∈ 

F ，1≤ ≤n--1}一∑{ 口ẑ鼠(叫)Ipath~I EPATH(M~)}一 

ll ll(叫)。因此，对任意wE∑ ，lI ll(训)一 l1 ll 

(叫)，即 i 。 

定理 1 设 (D，+，val，0，1)为双 幺赋值 幺半群， 一 

(Q，∑，F， ，J， ，0)为任一 以空栈方式接受语言的 OPDA， 

当且仅当存在 QSPDA 一( ，∑，F ， ，f ，Xo，D)，使得对 

任意wE∑ ，l_钟 l_(叫)一l_ ll(叫)。 

命题 2 设 一(Q，∑，F， ，I， ，F)为任一以终状态方 

式接受语言的 QPDA，若 (D，+，val，0，1)为双 幺赋值幺半 

群，则存在 QSPDA 一( ， ，F ， ， ， ，F )，使得对任 

意的wE∑ ，ll钟  (叫)一 ll II(叫)。 

证明：对于 QPDA 一(Q，∑，F， ，j， F)，构造 QSP— 

DA 一( ，∑，F ， ，J ，Xn， )：Q，一QU{p。}，F 一FU 

{X0) q)一 。
， (q)一 

{F q ，q∈Q，D-值状态转移函数 ，： ×(∑U{￡})xrt---~ 
lo， q— o 

Ds( ×F“)为： 

1) ( ，￡， )(q，Z )一J(q)，V q∈Q 

2) (g，z-，X)(户， )一 (q，z-，X)( ，y)，Vq，pEQ，rE U 

{￡}，XEF，)，∈F 。 

类似于命题 1，易证。 

定理 2 设(D，+，val，0，1)为双幺赋值 幺半群 ， 一 

(Q，∑，F， ，J，Zo，F)为任一以终状态方式接受语言的 QP— 

DA，当且仅当存在 QSPDA 一( ， ，F ， ，f ，X0，F )，使 

得对任意 wE∑ ，ll ll(硼)一 ll (叫)。 

命题 3 设 一(Q，乏，F， ，I，Zo，F)为任一以终状态方 

式接受语言的 QSPDA，若 (D，+，val，0，1)为双幺赋值 幺半 

群 ，则存在 QSPDA 一( ， ，r ， ，， ， ，0)，使得对任 

意的wE∑ ，lI ll(训)一ll ll(砌)。 

证明：对于 QSPDA 一(Q，∑，F， ，J，Z ，F)，suppI一 

{qo}，构造 一(Q，，∑，F ， ，J ，xn，D)，其中 =QU{P。， 

Ps)，po，ps$Q 一I1U~Xo}， 。， 

D一值状态转移函数 ： ×(EU{e})×F 一Dr( ×F )为： 

1) (Po，￡，Xo)(qo，ZoXo)一j(qo)， (q，￡，Z)(Ps，￡)一 

F(q)， (Ps，￡，Z)(Ps，e)=1，VZEF ，qEQ； 

2) (q，r，X)( ，)，)一 (q，r，X)( ，y)，Vq，pEQ，rEXU 

{e)，XEF，y∈F 。 

类似于命题 1，易证。 

命题 4 设 确 一(Q，∑，F， ，J，Z0，D)为任一以空栈方式 

接受语言的 QSPDA，若(D，+，val，0，1)为双幺赋值 幺半群， 

则存在 QSPDA 一( ，∑，F ， ，J ，X0，F)，使得对任意的 

wE ，ll ll(叫)一 l1(训)。 

证明 ：对 于 QSPDA 一(Q，∑，F， ，J，z]，D)，suppI 

{q。}，构造 一( ，∑，F ， ，J ， ，F)，其中 =QU{Po， 

},Po,qe rU{Xo}， q)一 。， 

F(q)一 ，D一值状态转移函 (∑ ))× 

r 一Dr( ×F )为： 

1) ( ，￡，Xo)(qo，ZoXo)一 j(q0)， (q，e，Xo)( ，e)： 

1，V qEQ； 

2) (q，r，X)(夕，y)一 (q，r，X)(p，y)，Vq，PEQ，rE∑U 

{￡}，XEF，yEF 。 

类似于命题 1，易证。 

由定理 l、定理 2、命题 3、命题 4可得下述结论成立。 

定理 3 设 A：∑ 一D，若(D，+，伽z，0，1)为双幺赋值幺 

半群，则下列条件等价： 

1)存在 QPDA以使得A—ll 0 ll； 

2)存在 QPDA ，使得 A— ll ll； 

3)存在 QSPDA ，使得A一1l 0 ll； 

4)存在 QSPDA ，使得 A— ll lI。 

注 2：定理 3说 明以终状态方式接受语言 的 QPDA和 

QSPDA以及以空栈方式接受语言的 QPDA和 QSPDA彼此 

等价。 

3 置化上下文无关文法 

在经典 自动机理论中，上下文无关文法与下推 自动机等 

价 。下文主要研究量化下推自动机接受的语言与量化上下文 

无关文法生成的语言之间的关系，为此首先将量化上下文无 

关文法的相关定义和性质进行讨论和说明。 

定义 8 设(D，+，val，0，1)是赋值幺半群，量化上下文 

无关文法(简记为 QCFG)是四元组 (N，T，P，S)，其中 N为 

有限变量集 ，丁为有限终止符集，且 Nn，r一0，S表示开始符 

号 ，P是产生式的有 限集合，P一{“一 I u E N，72E(N U 

丁) ，dED＼{0})。 

对任意 a，fie(NU T) ，若 由产生式 “— 得到a 

a ，则定义 (口印 a印)一 (“一 )一10，并称 a印 可由a印 直 

接推导出。 

对任意 ∈(NU ， 一1，2，⋯， ，若 ⋯ 可由 直接 

推导出，则称 可 由 U 推导 出，记作 U ，并 称 “ 

U2 ⋯ 为U 的导出链。定义 C9(Ml )一val( (Ul 

U2)， (M2 “3)，⋯， ( 一1 ))。在双幺赋值幺半群上 ，对 

任意 uE(NU丁) ，定义 “ “，且 1一 (“ “)。 

定义 9 设 (N，T，P，S)为 QCFG，由 生成 的语 言 

ll夕ll：丁 — D定义为，V叫一 ∈丁 ， ≥1，ll ll(础)一∑ 

{O(S )}一∑{val(O(S=~u1)，O(ul= 地)，⋯， ( l=》 ))l 

M1，⋯， 一l∈(NUT) }。 

定义 10 设g(N，T，P，S)为 OCFG，在推导 M 的 

过程中，若每一步推导都只替换最左边的变量，则称为最左推 

导，记作 “ ‰。QEFG 由最左推导生成的语言 ll ll： 
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T 一D定义为：V叫一 ∈T ，7z≥1，ll ll(叫)一∑{ (S 

)}一∑{zal(O(S：：：~lu1)，O(u1= “2)，⋯ ，E9( 一l= “ ))l Ul，⋯ ， 

一 l∈(NU丁) }。 

由 QCFG (N，丁，P，S)生成的语言或由最左推导生成 

的语言称为量化上下文无关语言。 

定义 11 设(D，+，val，0)是赋值幺半群，若满足对任意 

dl，d2，⋯ ， ∈D，val(dl，d2，⋯， )一val(d ，d 。，⋯，d )， 

其中i ， z，⋯，i 为 1，2，⋯， 的任意排列，则称 D为可交换 

的赋值幺半群。 

例 3 对于赋值幺半群(R，sup1，avg1，一。。，+C×。)(见例 

1)，易知其为可交换的赋值幺半群。 

类似于文献[3]的证明方法，易得下述命题成立。 

命题 5 设 (N，丁，P，S)为任一 QCFG，若(D，+，咖Z， 

O)是可交换的赋值幺半群，则对任意wE T ，ll ll(叫)一 

ll _l( )。 

定义 12 设 (N，丁，P，S)为 qCFG，若 中的产生式都 

具有形式 A一 B1B2⋯ 或 A一 口或 A一 ，其 中 A，B2， 

B ”，B ∈N，B ∈NU丁，＆E丁，dED，则称 为量化标准型 

上下文无关文法(简记为 QNCFG)。 

命题 6 设9(N，丁，P，S)为任一 QCFG，若(D，+，val， 

0，1)为双 幺赋值 幺半群，则存在 QNCFG g (N1，T，P ，S)， 

使得对任意wE丁 ，_l 9 l}(叫)一ll ll(训)。 

证明：对于 P中的每个产生式 A— 口，若 aE(TUN)N U 

{E}，则直接将 A一 a放入P 中；否则对 A一 做如下处理： 

设 a=X ⋯ ，对每个 Xi，2≤ ≤m，若 Xi：nE丁，则引入 

新变量 B 和产生式B 一 a，将它们分别放入 N1和 P 中，并 

用 B 替换A一 中的X ，产生式的量化值 不变。这样处 

理后，得到文法 ，易证对任意wE∑ ，ll ll(叫)一 ll ll 

(锄)。 

由命题 5、命题 6可得下述结论成立。 

定理 4 设(D，+， f，0，1)是可交换的双 幺赋值幺半 

群 ， (N，丁，P，S)为任一 QCFG，当且仅当存在 QNCFG 

(N ，丁，P ，S)，使得对任意 wE丁 ，ll 9 ll(硼)一 I1 9}ll 

(叫)。 

命题 7 设 (N，7、，P，S)为任一 QNCFG，若(D，+，val， 

0，1)为双幺赋值幺半群，则存在 QPDA ，使得对任意 wE 

乏 ，ll ll(叫)一ll 0 ll(叫)。 

证明：构造 QPDA ({q}，丁，N， ，I，S，D)，其中 J(q)一 

1，3(q， ，A)(q，y)一tg(A一∥)， E丁U{e)，AE N，)，E N ， 

A一 ，∈P。 

利用归 纳法 容易 证 明对任 意 w E丁 ，ot E N ，d一 

￡9(S )当且仅当 — h (q，w， )(q，E，a)。 

特别地，取a=￡，可得 ll 0 ll( )一∑{val(1，LM((q， 

1 ⋯ ，S)(q， ∞⋯ ，∞))，卜_M((q， ⋯ ，Og1)(q，G3G4⋯ 

，d2))，⋯，hⅥ((q， ， 一1)(q，e，￡)))}一∑{va!(【9(S 
* 

1a1)，O(al 2)，⋯ ， ( 一1=} ))}一 ∑ { (S=}fw))一 

ll ll(训)。 

命题 8 设 (Q，∑，F， ，J，Zo， )是任一 QPDA，则存在 

QNCFG ，使得对任意wE∑ ，ll 0 ll(叫)：ll ( )。 

证明：构造 QNCFG (N，丁，P，S)，其中 N一{[qXp]Iq， 

pEQ，X∈F)U{S}，[qXp]表示栈中净弹出 X时状态由q变 

到p，T一∑，P是下列产生式的集合： 

1) “ EqZop]，任意 q，pEQ。 

2)[qx ]— nE<oY,r1][rlY2r2]⋯[， —1Y r々]，d~3(q，n， 

X)(1"o，YlY2⋯ )，d E∑ U{￡}，rl，i,-2，⋯， —P E Q，Y1， 

y2，⋯ ， ∈r。 

3)[q ]一 n，其中3(q，口，Z)( ，e)一 。 

利用归纳法易证得d=O(EqZo 砌)当且仅当d— 

((口，w， )(p，e，￡))。 

因为 S一“ [qZop]，由定义 9和定义 1O知 ，ll 9 Il(叫)一 

∑{val(j(q)，d0，du，⋯ ，dl ，d2l，⋯， 2，⋯ ， l，⋯ ， 

)}，ll 0 ll(叫)一∑{val(，(q)，do，d⋯ ⋯，d ，d21，⋯， 

2 ，⋯， ，⋯， ))。故对任意 wE∑ ，lI 9 ll(叫)一 

Il 0 J J(叫)。 

例 4 设 (尺，supl，awgl，一oo，+cx3)是双幺赋值 幺半群 

(见例 1)，已知 QPDA =(Q，∑，F，艿，J， ， )，其中 Q一{P， 

q}，∑一{口，b}，r一{X，Zo}，j( )一3，J(q)一6，D一值转移函数 

为： 

1) (q，n，Zo)(q，XZo)一2；2)3(q，口，X)(q，XX)一3；3) 

3(q，b，X)( ，X)一4；4)3(q，￡，X)(q，￡)一 5；5) (P，n，X)( ，e)一 

6；6h3(p，b，Zo)(q，￡)一7。 

由命题 8可构造 QNCFG (N，T，P，S)，其 中 N一{S， 

[ z q]，[ z ]，rqZop]，[qZoq]，[pXp]，[pXq]，EqXp]， 

EqXq]}，1、一{a，b}，P为 1)S一。[ Z(Jq]，2)S一。[pZop]， 

3)s÷ [qZoq'l，4)s一。[q 户]，5)[qZOq]一 aEqXq][qZoq]， 

6)VqZoq]一 aEqXp][户Zoq]，7)[qZo ]— aEqXq][qZop]， 

8)l-qZo户]— n[gx ][ Z0p]，9)[qXq]— 。日EqXq][qXq]， 

10)[qXq]一。n[qXp~[pXq]，11)[-qXp]一。a~qXq]EqXp]， 

12)[q却 ]一。d[qXp][pXp]，13)[qXq]一 b[声xq]， 

14)[-qXp] b[pXp]，15)[qXq]一 ￡，16)[pxp]一 n， 

17)EpZoq]一 b。 

令叫一aabab，ll 。ll(叫)一sup1{avgl(卜((q，aabab， 

Z0)(q，abab，x ))，卜((q，abab，xZn)(q，bab，XX ))， 

}_((q，bah，XXZo)(q，bah，XZo))，卜((q，bah，X )(P，ab， 

XZo))，卜(( ，ab，XZo)(户，b，Zo))，卜((p，b，Zo)(q，￡，￡)))， 

awgl(卜((q，aabab，Z0)(q，abab，XZo))，卜((q，abab，XZo) 

(q，abab，Zo))，}-((q，abab，Zo)(q，bah，xZIJ))，卜((q，bah， 

XZo)( ，ab，XZo))，卜((p，ab， )(P，b，Zo))，卜((p，b， 
n 

Zo)(q，￡，e)))}一寺 ，【l Il(叫)一supl( (S==>aabab))一 

supl{avg1(a(s=>EqZoq])，O(EqZoq~=>aEqXp]VpZoq~)，O(a 

[q ][ z q]= 口口[q洳 ][qxp]EpZoq])，O(aaEqXq]~qXp] 

[pZoq]===>aaEqXp]I-pZoq~)，O(aaEqXp]EpZoq]=>aabEpXp] 

EpZoq])，!，(日口6[px [ Z0q] nn [ q])，O(aoJoaEpZoq]：=> 

aabab))，avgl( (S~EqZoq])，O(EqZoql：=>a[qXq][qZoq])， 

L9(n[qXq][qz q]：》＆[q q])，O(aEqZo q]=>aaEqXp]EPZo q])， 

a(c~EqXp]EpZoq]~aab[pXp][pZoq])，O(ac~bEpXp]EpZoq]==> 
n 

aabaVpZoq])，~9(aabaEpZoq]=>aabab])一告=ll 。lI(叫)。 

定理 5 设(D，+，val，0，1)为双幺赋值幺半群，夕(N，丁， 
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P，S)为任一 QNCFG，当且仅 当存在 QPDA ，使得对任意 

wE T ，ll 0 ff(叫)一 If ll( )。 

由定理 3一定理 5可得以下结论成立。 

定理 6 设 A：∑ 一D，若(D，+，val，0，1)为可交换的双 

幺赋值幺半群 ，则下列条件等价 ： 

1)存在 QPDA ，使得 A一 【l 。fI； 

2)存在 QPDA ，使得A—ll I』． 

3)存在 QSPDA ，使得A— ll 0 ll； 

4)存在 QSPDA ，使得 A— ll ll； 

5)存在 QNCFG ，使得A— I} ll； 

6)存在 QNCFG g，使得A— ll g ll； 

7)存在 QCFG ，使得 A— ll ll； 

8)存在 QCFG ，使得 A— ll ll。 

注 3：此结论说明在可交换 的双 幺赋值 幺半群框架下 ， 

QPDA和 QSPDA接受的语言与 QNCFG和 QCFG生成的语 

言彼此相同。 

结束语 本文主要研究了量化上下文无关语言的代数性 

质 。本文第 1节定义了双幺赋值幺半群；第 2节证明了在双 

幺赋值 幺半群上以两种不同方式接受语言的 QPDA等价(定 

理 3)，并给出了构造等价 QPDA的方法；第 3节证明了在可 

交换的双幺赋值幺半群上 ，QPDA接受的语言与 QCFG生成 

的语言相同(定理 6)。本文只给出了 QPDA接受的语言与 

QCFG生成的语言相同成立的充分条件 ，今后将致力于对此 

结论成立的必要条件进行研究。 
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