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摘 要 函数单向 粗集对偶具有规律特性、动态特性。应用函数单向 粗集对偶，给 出 分解规律 、F_分解粗规 

律、规律能量、属性 扰动度的概念；研究了粗规律 F_分解过程 中的变化度量；给出 分解规律能量特性定理、 分解 

规律能量不等式定理、F_分解粗规律能量特性定理以及 f分解规律能量中值定理。 
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1 引言 

2005年，文献[1，2]改进了 粗集口 j，提出函数 粗集 

(Function singular rough sets)，文献[6—2O]给出函数 粗集 

的若干特征与应用。函数 粗集是用具有动态特性的 R_函 

数等价类[“]定义的，函数 粗集具有规律特征、动态特征。 

对于给定的系统 丁(经济系统、管理系统等)，系统 T的函数 

集表示形式是 (z)一{“l( )， 2( )，⋯，‰( )}，显然，系统 

的规律隐藏在该函数集中。如果 Vi∈(1，2，⋯，m)，“ ( )∈ 

(z)具有属性集 a一{ ，a ，⋯， }，那么从函数 s_粗集的观点 

来看，系统 T的函数集是一个 R_函数等价类l1 ]。文献[6— 

20]给出了基于 函数等价类[“(z)]的规律生成，即基于[“ 

(z)]可生成系统规律 夕( )，并给出了关于规律遗传、挖掘、辨 

识等方面的讨论 ，但关于规律的度量问题并未给出讨论。 

属性集 a一{ ，⋯，a，}在元素迁移[1]F的作用下发生 

变动，导致R_函数等价类[“(z)]具有动态变化的特性，这种 

变化又导致了系统规律 P(z)的变化。文献[20]给出了属性 

扰动度和规律能量的概念，本文对此做了改进，并在此基础上 

讨论了规律的变化，以及 F_分解粗规律在二维平面上的度量 

问题，并指出其实际的应用背景和意义。 

为了讨论方便，把基于等价类的规律生成方法引入到本 

文的第 2节中，把文献EBo]中的部分概念引入本文的第 3节 

中，作为本文讨论的知识准备。文中涉及到函数单向 粗集 

对偶的知识可参考文献r1，2]。 

2 规律生成[。] 

约定 D( )是有限函数论域，R是D( )上的函数等价 

关系；[H(_T)]，H(_丁)分别记作[M]，“。 

给定系统 T，系统 T的函数集表示形式是 “一{ ，Uz， 

⋯ ，‰)，“是有限函数论域 D( )上的函数集合。Vi∈(1，2， 
⋯ ，m)， ∈“具有属性集a一{ 1， 2，⋯， )，显然，“是 R_函 

数等价类，记作[“]，V珥∈[“]的离散化形式是： 

“1一{“11，Ul2，⋯ ，“】 } 

‰ 一 {Urn1，z 2，⋯ ，‰ } (1) 

对U ，“z，⋯，‰ 在离散点上对应叠加，得到叠加序列 

∑ ，∑／,t ⋯ ，∑U (2) 
i— l i一 】 f一 1 

简单记作： 1，z2，⋯，．17 。 

利用 Lagrange插值函数 ( )： 

到稿 日期：2008—04 21 本课题得到山东省 自然科学基金资助(No．Y2OO7HO2)。 
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( )一∑y，Ⅱ生 (3) 
J# 1 l≠J ， X i 

得多项式： 

(-，，)一＆ 一1 +a 一2 一 +⋯+口】z+盘0 (4) 

( )是系统 T具有的规律 。 

在下文中，为了讨论的方便，在不引起混淆的情况下，将 

R_函数等价类[ ]和由它生成的规律 乡(z)不加区分，统称为 

规律。 

3 规律能量与 F_分解粗规律的度量 

约定 在本节的讨论中，属性 ∈a是单值属性，或者， 

属性 具有一个属性值z ∈R，R是实数集，V是属性论域， 

F一{／ ， ，⋯， }是 上的元素迁移族 ， ∈F是元素迁 

移，单向 函数对偶集合Q 的下近似，上近似分别是[“]～一 

U[“]一(R，F)。(Q )，[“]一一U[“]一(R，F)。(Q )，规律 P 

(z)是区间[口， 上的规律。 

定义 1 设 一{ ， 。，⋯ ，a }是规律 p(z)的属性集 ，称 

向量 X一( ，z。，⋯， )是 p(z)的属性值 向量，其中 -z-，zz， 

⋯ ，z 分别是属性 ， 。，⋯， ，的值。 

定义 2 设 是 的属性补充集，称属性值向量 是 

属性值向量 X的 _厂一分解向量，简称 分解 向量，而且 

一 (z1，z2，⋯ ， ， ) (5) 

称 X是X 的 厂一分解基向量。其中X一( ，X2，⋯， )， 一 

{口 ，d2，⋯，a 厂(|8)一 }一aU{ }，属性 a 的值为 。 

定义3 设 X／，X分别是规律p(z) ，P( )的属性值向 

量 ，称规律 ( ) 是规律 p( )的 分解规律，如果 是 X 

的_厂一分解向量，称 p(z)是 分解规律 声(z) 的分解基 。 

分解基的解释：规律 ( )的 分解是从 (z)开始的，所 

有 分解规律 p(z) 是由P(z)得到的， (z)是 分解的基 

础 。 

定义 4 由 P(z) ，P(z)一构 成的规律对 (P(z)一，P 

( ) )称作函数单向 粗集对偶生成的粗规律 ，如果 p(z)一 

是[“]一生成的规律，夕(z)～是[“] 生成的规律。 

定义 5 称 P( )F是 P( ) 的 F_下分解规律，如果 P 

(-z)，是[“] 生成的规律，P( )一是[“]一生成的规律，并且 

V[“]，∈[“]r是[“] ∈[“]一的 分解规律；称 夕(z) 是P 

( )一的 F-上分解规律，如果 P(z) 是[“] 生成的规律 ，夕 

( )一是[“]一生成的规律，并且V[“]f∈[“] 是[“]，∈[“]一 

的 分解规律。 

这里 [“] —U[“] 一(R，F) (Q ) ，[M] 一U[“] 一 

(R，F)。(Q，) 。 

定义 6 称( (z) ，户(z) )是粗规律( (z)一，户(z)一)的 

F1分解粗规律，如果 P(X)F是 P(z)一的 F_下分解规律 ，P 

(z) 是 P(z)～的 F_上分解规律。 

定义 7 设 p(z)f是分解基 P(z)生成的 分解规律 ，称 

是 ( )j关于 (z)的属性 扰动度，简称 扰动度，如果 

一  一  一  一  (6) 

称 胁是规律p(z)，相对于规律p(z) 的相对属性 一扰动度， 

并且 

一 盟  (7) 

P 

其中，X是P(z)对应的属性值向量 ，《i X 【l z表示向量 X的 
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2一范数， ， 分别是P(z)，，夕(z) 的-厂一扰动度。 

定义 8 设( (．z)F，户(z) )是粗规律(夕(z) ， (z)一)的 

分解粗规律，称 PF 分别是规律 P( ) ，夕(z)f关于P 

(z)一，声( )一的属性p下扰动度，F_上扰动度，如果 

一  一  ㈣  

一  ㈣  

其中： 分别是 ( ) ， (z)f对应的属性值向量。 

定义 9 设 声( )是区间[＆， 上的规律，称 是P(z)的 

规律能量 ，并且 
r6 

∞一 l P(z)dr (10) 

这里指出：如果 (z)是一个现实系统中的规律(比如经济系 

统中的利润规律)，那么规律能量就是该规律的二维度量。利 

用它可以对规律的变化给出量化的表示。 

由定义 1—6得到： 

命题 1 分解规律 p(x)I的属性值向量X 与分解基 

P( )的属性值向量 X满足 

dim(X)≤dim(Xy) (11) 

这里 ，dim(*)表示向量“*”的维数。 

命题 2 在分解基 乡(z)上存在着有限个 分解规律。 

命题 3 粗规律 (户(z)～，户(z)一)可以分解生成有限个 

P分解粗规律。 

命题 1—3是直接的事实，证明略。 

由上面的讨论，得到下面定理 ： 

定理 1( 分解规律能量特性定理) 分解基 P( )的规 

律能量 与它的厂一分解规律 夕(z) 的规律能量 砌／之间满 

足 

t ≤叫 (12) 

证明：设 户( )是由[“]生成的规律，户( ) 是由[“] 生成 

的规律，由于p(x)f是分解基 P(z)的 -厂1分解规律，可知，card 

([“] )≤card([“])，不妨设[“]一{“1， z，⋯，地，玻+1，⋯， 

‰)，[ ] 一{“ ，地，⋯， )，则由式(1)和式(2)可知，[ ]生成 

的离散点 1， 2，⋯， ，[ ] 生成的离散点 z ，z。 ，⋯，z ； 

它们之间必满足： 1 ≤z1，z2 ≤工2，⋯，z ≤z ，由式(3)利 

用离散点z ，z2，⋯，z 和 ，z2 ，⋯，z 分别得到 P( )和 P 

(z) ，它们之间必满足：P(z) ≤P(z)，由式(10)可得 ≤ 

训。得证 。 

定理2(属性 扰动度定理) 设 (z)，， (z)，分别是分 

解基 (z)的 分解规律， ， 分别是P( ) ，p(z)，的属性 

，一扰动度，若 ( ) ≤户( ) ，则 

≤ (13) 

反之亦然。 

证明：设 一(zl， 2，⋯，_z ， ，⋯，z )是 声(z) 的 

属性值向量，X，：( ，Iz。，⋯， ，z ，⋯， )是 ( )，的 

属性值向量，因为 (z)，≤ (z) ，由定理 1的证明过程知，可 

以把 P( )，看作 P(z) 厂一分解得到的，由命题 1可知 dim 

(X，)~dim(x，)，由式(6)易得 ≤ 。其逆命题同样可证， 

略。 

定理 3(Jf-分解规律能 量不等式定理) 设 P(-z)f，P 

(z) ，⋯，p(z) ，户( ) 是分铝基P( )的 分解规律序列， 

， 一 ， ， 分别是它们的规律能量，』Dl，iDz，⋯， 一 ， 



n分别是它们的属性 _厂一扰动度，如果 

IDl≤ID2≤ ⋯≤ 一1≤ (14) 

则 

≤以  ≤⋯≤ ≤ (15) 

利用定理 1和定理 2易证，证明略。 

推论 1 设 夕(z) ， ( )，分别是分解基 P(z)的 分解 

规律 ，越 ， 分别是它们的规律能量， 是 P(z) 相对于P 

( ) 的厂扰动度，若 ≥1，则 

≤ (16) 

反之亦然。 

利用定理 3和式(7)易证，证明略。 

定理 4(F-下分解规律能量定理) 设 F_下分解规律 P 

(z)FIl，p(z) ，p(x)r， 的 F‘下扰动度分别为lD ， ，J， 

WF 7J．)F．，，WF， 分别是它们的规律能量，若 

， ≤ ，，≤ ， (17) 

则 P一(z)依 (z) ，p(Jc) ， (-z) 的顺序 ，依次分解 ；而 

且 

议 F， >J wF
，，≥议母， (18) 

利用定理 3和式(8)易得，证明略。 

定理 5(F-上分解规律能量定理) 设 F_上分解规律 P 

(z) ，p(z) ， ( )}的 F_上扰动度分别为 ， ， ，而 ， 

， 、分别是它们的规律能量，若 

≤ ≤ (19) 

则 p一( )依户( > ，户( ) ，夕( )f的顺序，依次分解，而且 

≥ ≥ (2O) 

利用定理 3和式(9)易得，证明略。． 

定理 6(F-分解粗规律能量特性定理) 设 (P( ) ，P 

( ) )是粗规律(p(z)一， (z) )的 F_分解粗规律，(嘶 ， )， 

(叫 ，般厂)分别是它们的规律能量 ，则 

(嘶 ， )≤ (叫 ，"Led) (21) 

这里，( ， )≤(硼 ，叫一)表示 "WF≤训 ， ≤叫一。 

证明过程同定理 1。证明略 

定理 7(F-分解粗规律能量 中值定理) 设 ( Cr) ， 

( ) )是区间[n， 上的 F-分解粗规律，(嘶 ， )是它的规律 

能量，则必存在一个规律 声(z) ， 在区间[n， 上 的规律能量 

WF， 使得下式成立 

(22) 

证明：该定理的结论是显然的。因为规律 P(z)，，P(z) 

是形如式(4)的函数，它们在区间[a，6]上是连续的，并且必定 

存在一个规律(函数)满足 ： 

(z)F，M一5 -( ( )F+ (z)F) (23) 

根据定义(9)和式(23)易得 ： 

计 ，M — 
1(
WF+ ) 

该定理的现实意义是：在一个经济系统中，(P(-z) ，P 

(z) )是该系统的利润规律，它的规律能量( ， )可以作 

为区间[n， 上利润大小的度量；定理同时揭示出必存在一条 

利润规律曲线，它是该系统的利润平均情况的反映，这可以作 

为我们进行决策分析的依据。 

4 F-分解粗规律度量的应用 

为方便说明问题 ，下面给出的例子仅是一个系统 中规律 

的简化表示 ，用来说明规律能量和属性干扰之间，以及粗规律 

能量和它的 F_分解粗规律能量之问的关系。 

设[“] 是系统T的一个子系统，[ 是由“ ，“z，砒，“ ， 

“ 构成 ；或者E-] 一{“ ，“z，蛳，“ ，“s}；这里仅用下近似生 

成的规律来说明问题。[“] 的下近似为E-] 一{“ ，“z，“s， 

弛}，它的属性集为 ，一{们，a。，a。}。由于属性元素迁移 F的 

作用，其属性集变为 ，一{a ，a。，a }，相应的下近似变为 

[“] ， 一{“ ，“z，砒)。表 1给出E-] 和[“] 的离散数据分 

布，它们是根据式(1)和式(2)得到的。 

表 1 [“] 和E-] ，F的离散数据分布 

18．45 

16．33 

Fu] 和Lu3。， 对应的属性集合的值如表 2所示。 

则由式(3)利用表 1中[“] 的数据点可以得到系统[“] 

的粗规律的下近似规律为： 

力(z) =以5z 十a4．17 +＆3 十n2jr2十n1 十ao 

= 一0．0308 +0．6304~r 一 4．6O83 + (24) 

14．5145~z——18
． 295~；1-+23．8400 

规律能量为： 
r6 

一 l p(x) dz一 87．8299 
J 1 

同样可以由表 1中[“] 的数据点得到系统E-] 受到属 

性干扰后的粗规律的F一下分解规律为： 

p(cc) ，F—n532 +a4 +a3一十n2z +a1z+盘0 

一一0．0367~r +0．7292x 一5．2933~r。+ (25) 

l7．0858x 一23．3250x+24．6700 

规律能量为： 
r6 

，F— I (z) d：c一74．6708 
J l 

由表 2和式(8)可得 ( ) 和P(z) 的属性干扰度为： 

一O， ，F— O．0698 

0表明规律 (Iz) 是 ( ) 的分解基， ，F—O．0698~ 

0表明规律户(z) 是由P(z) F一分解生成；同时，规律能量 

给出了规律变化大小的度量。 

图 1 

图 1中由曲线 (-z) 包络的部分表示下近似规律能量 

(浅色阴影和深色阴影部分之和)，曲线 P(z)hF包络的部分 

(深色阴影部分)表示 下分解规律的规律能量，浅色阴影部 

分表示了下近似规律 F_分解过程中能量的变化量。 
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同样该系统的上近似规律和它的 F上分解规律之间也 

存在这样的关系。粗规律能量和它 的 F分解粗规律能量之 

间的关系，如图 1所示。 

结束语 从函数 粗集的观点来看 ，系统 rr的函数集是 

一 个 R_函数等价类。基于函数等价类[ ( )]可以生成系统 

的规律 声(z)，而规律能量 ,tyo则可以成为系统某种特性 的度 

量。因此，研究系统规律能量的特性与系统属性之间的变化 

关系就有重要的现实意义。本文从该问题出发，提出了一系 

列关于规律能量和属性干扰度关系的定理，为系统规律分析 

作了理论准备。应用函数 粗集进行规律挖掘与决策分析 

是粗集理论[2 中的一个新的研究方向。 
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