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广义区间值模糊粗糙近似算子的构造研究 
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摘 要 构造 了一组新的广义模糊粗糙近似算子，将其拓展到区间上。在由任意的二元区间值模糊关系构成的广义 

近似空间中，证明了该组近似算子与区间化的广义 Dubois模糊粗糙近似算子是等价的，最后在一般二元区间值模糊 

关系下对该组近似算子的性质进行了讨论。 
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Abstract New lower and upper approximation operators of generalized fuzzy rough sets were constructed and extended 

their definition to interva1．These operators were proved to be equivalent to generalized interval dubois fuzzy rough app- 

roximation operators in a generalized approximation space formed by any interval-valued fuzzy binary relations．Typical 

properties of these operators were discussed based on generalized interval-valued fuzzy binary relation． 
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1 引言 

粗糙集理论最初是由波兰数学家 Z．Pawlak： 提出的，其 

主要思想是利用知识库中的以有知识来近似描述不精确的概 

念 ，而粗糙集理论与应用的核心是从近似空间导出一对下、上 

近似算子。Dubois和 Prode_2 将粗糙集与模糊集理论结合提 

出了模糊粗糙集理论。对于该理论的进一步完善很多是基于 

近似空间和近似算子的改变，如 Nehad N．Morsi与 M M． 

Yakout[3 提出了基于三角范数的模糊粗糙模型，而吴伟志教 

授、米据生教授等则在一般二元模糊关系构成的近似空间下 

提出了广义模糊粗糙模型[4 ]。 

对于模糊粗糙集理论，已有的研究大都集中在点值模糊 

集和模糊关系上。但是，现实的信息系统中用点值来描述模 

糊概念往往会丢失一些有用的信息，而用区间值来描述则会 

取得较好的效果 ，文献[1O]将 Pawlak粗糙集与区间值模糊集 

相结合，给出了一种等价关系下的区间值粗糙模糊集模型，并 

将其用在区间值模糊信息系统规则获取中，从而验证了将区 

间值模糊集引入到粗糙集理论研究中具有重要意义。但是， 

对于一般关系下的广义区间值模糊粗糙集理论则有待于深入 

研究。 

本文重新研究了文献[7]中的广义模糊粗糙近似算子对， 

在不改变该算子对中上近似算子的前提下，重新构造了该算 

子对中的下近似算子，并将其拓展到区间上，证明了它与区间 

化的广义 Dubois模糊粗糙近似算子对在由任意二元区间值 

模糊关系构成的近似空间中是等价的，最后讨论了在一般二 

元区问值模糊关系下该近似算子对的性质。 

2 区间值模糊集与区间值模糊关系 

定义2．1 J一[O，1]，I[0，1]一{a一，a。‘]：日一≤。 ，a一， 

a ∈J}为 I上的区间值集合，口一Ea一，a ]EI[0，1]是一个区 

间值，当a一一n 时，区间值a— 一，a ]E I[0，1]变成[O，1] 

区间上的一个实数。 

定义2．2 设 a，b∈ O，1]，口≤b当且仅 当a ≤b ， 

a ≤6f，a=b当且仅当口 一6 ，a 一b ，＆< 当且仅当a≤ 

b且 a≠6。 

定义 2．3 设 a，6∈I[0，1]，用 a≤6表示 a不小于等于 

b，＆《6表示a不小于b，a≥6表示 a不大于等于b，n≯6表示 

a不大于b。 

根据定义2．2中定义的序关系，I[0，1]中元素之间存在 

没有序的情况，所以，定义 2．3是有必要的。 

定义2．4 设12 ∈I[o，1]，b ∈I， ∈J， 一{1，2，⋯，m)， 

定义 V b 一sup{bi：iEJ)，A b 一inf<bi：iEJ>，V a 一 V 
iti ie J iffi 

<a ：i∈J)一 [VaF，V＆ ]， 八 a 一 A {a ：iEJ)一 

[AaF，A＆ ]，a的补～＆一1一。一[1一n ，1 
t∈i t∈i 

a ]。 

显然，( 0，1]，≤)构成完备格，( O，1]，V，八)是(J[O， 
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1]，≤)诱导的最大元为[1，1]，最小元为[O，0]的代数系统。 

定义 2．5 设 U是一个非空论域，映射 A：U一 o，1]被 

称为 【，上的一个区间值模糊集 ，U上所有区间值模糊集的全 

体用F (LD表示。 

定义 2．6 对于VA，B∈F (U)，A B表示 V 32∈U，A 

( )≤B(z)，(AnB)(z)一A( )八B( )，(AUB)(z)一A(z) 

VB(z)，(～A)(z)一1一A( )。 

定义2．7 设a∈IE0，1]，A∈F (L，)，(aA)( )一d̂ A 

( z)称 为 a与A的数积。 

定义 2。8 设 AEF (U)， ∈I[O，1]， 截集为A 一{z∈ 

U：A(z)≥ } 强截集为A 一{z∈U：A( )>a}。 

定理 2．9(区问值模糊集分解定理) 设 A∈F (∽ ，A一 

Ⅲ
以 ，A一 -r 

证明：这里只证第一式，第二式可以类似证明。 

V 32∈U，有 

( 以 )(z)= V⋯ (  ̂ ( )一  ( ^A 

( )))V(V ( ̂ Ao(z))) 
~ -NA(x) 

一 V (a^Ao( ))一 V —A(z) 
≤A ) A( ) 

定义2．10 设u，w 是两个论域，映射R：【，×w— [0， 

1]被称为 U到 w 的一个区间值模糊关系，其中U×w一{(z， 

)： ∈U，yEW)，当U=W 时，称 R为 【，上的区间值模糊关 

系。 

显然，【，到 w 的区间值模糊关系R是 U×w 上的区间 

值模糊集，即R∈F (U×w)，所以定义 2．6，2．7，2．8中定义 

的运算 以及定理 2．9中的分解定理对区间值模糊关系也成 

立。 

3 一种新的广义模糊粗糙近似算子 

定义 3．1 设 R是从论域 【，到 上的一个二元模糊关 

系 ，称三元组 (U，W，R)为广 义模糊 近似空间 。 

定义 3．2 设(【，，W，R)是一个广义模糊近似空间，对于 

V．rEU，R(z)一{( ，R( ， ))： ∈W )。 

可以证明 R ( )一(R(z))。。 

定义 3．3 设(U， ，R)是广义模糊近似空间， ，pE EO， 

1]，AEF(w)， 

R。(Ap)一 {z∈U：R ( ) ) 

R (A口)一{ ∈U：R ( )nA日≠0) 

称R。(A口)，R (Ap)为 A在近似空间(U，w ，R)上的 a，口下、上 

近似 。 

定义 3．4 设 (U，W，R)是广义模糊近似空 间，A∈F 

( )， 

R(A)一U R (Ao)， (A)一U 。(A ) 

称(R(A)，R(A))为 A在 (U，W，R)上的广义模糊粗糙集 ，算 

子R(A)， (A)分别被称为广义模糊下、上近似算子。 

对偶性在近似算子的性质证明中是十分有用的，它使得 

对偶的两个性质只用证明其中一个，而另一个可以由对偶性 

直接得到，这将简化性质的证明，下面证明定义3．4中近似算 

子具有该性质。 

定理 3．5 设 (【，，W，R)是 广义模 糊近似空间，A∈F 

( )，则R(A)一～R(～A)，R(A)一～尺(～A)。 

证明：这里只证第一式，第二式可以类似证明。 

首先证明 n(dUR卜一 (A ))一U(an胙 ：( ))(d∈F 
口∈ 』 一 一  ∈ 』 一 一  一 

(U)，Vz∈U，口(z)一 ) 

Vz∈U，z∈R1一。(A )即R】。(A )(z)一l㈢R 一 (z) A 

㈢ V ∈W (R( ， )≥ 1一 A( )> )㈢ Vy∈W ， ( ， )< 

1一d或A( )> ㈢ 
．

((1--R(~c， ))VA( ))>a 

其他情况下 Rh (A )即R一 (A )( ) 0。 

n(aUR (A))(z)一 ^(口VR (A )( ))一 ^((1— 
∈ j 一 一  ∈ j —  w 

R( ， ))VA(y)) 

类似可以证明U(anR (A ))(z)一V( ^R (A)(-z))一 

八((1--R(：r， ))VA( ))也成立。 

由 32的任意性得 n( UR1～ ( ))一 U( n扁 (A))。 
口∈ 1 一 一  ∈ 1 一 一 

下面证明R(A)一～R(～A) 

～  (～A)一～U( 。((～A) ))一～U( (～A )) 

一 口 ( LJ(～R (～A )))一口 ( U 
口∈j 一  a∈ f 一 一  

(A ))(定义 3．3，文献[9]定理 3．2(1)) 

一 n(aUR ( ))一U(口R (A )) 
口∈ I 一 一  口∈ 1 

一 R(A) 

证明完毕。 

设yl一口V 。( )(z)，yz— 八垦 (A)(z)，I9一 

((1--R(x， ))VA(．y))，当 确定时 1，yz为 的函数，建立 

坐标图如图 1。 

图1 函数 yl，yz的坐标图 

根据定理 3．5的证明可知， 的最小值等于 z的最大 

值保证了R(A)一～ (～A)成立。文献[7]中的下近似算子 

使 z在p点处取值为 0，这使得 。的最大值趋近于 Je但不存 

在 ，所以定义 3．4中的近似算子对具有更好的对偶性。 

4 广义区间值模糊粗糙集 

现将广义粗糙集理论与区间值模糊集、模糊关系相结合， 

对广义区间值模糊近似算子进行研究。 

定义 4．1 R是从 U到 w 上的一个二元区问值模糊关 

系，称三元组(U，W，R)为广义区间值模糊近似空间。 

定义 4．2 设(U，W，R)是一个广义区间值模糊近似空 

间，对于V：cEU，R(z)一{( ，R(-z， ))：yEW)。 

定义 4．3 设 (U，W，．R)是广义区间值模糊近似空间， ， 

∈lEO，1]，A∈F (w)， 

R (A )一 { ∈U：R (z) 三A口) 

R。(A8)一{ ∈U：R (_z)nA ≠D) 

称Ro( )， (A )为 A在近似空间(u，w，R)上的 a， 下、上 

近似。 

定义4．4 设( ， ，R)为一个广义区间值模糊近似空 

间，A∈F ( )，则对于 Vz∈U， 

RIF(A)(z)一 ^(～R(z， )VA(3，))一l八((1一R(z， 
— —  

yEW yEⅣ 
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)。。)VA( ) )．A
⋯
((1--R(x， ) )VA( )。。)]， 

F Ⅳ  

RIF(A)( )一 V
一 ．

(R(z， )̂ A( ))一[V
⋯ ，

(R(z， ) 八 
v w w 

A( ) )'
一
V

，

(R(z， )+ Â( )+)] 

称(R F(A)，尺，F(A))为 A在(U，w，R)上的广义区间值模糊 

粗糙集，算子RIF，RIF分别被称为广义区间值模糊粗糙下、 

上近似算子。 

定义 4．5 设(L，，W，R)为一个广义区间值模糊近似空 

间 ，A∈F (W)， 

RIF (A)一 U 口RJF (A ) 
∈ 』lo， 

R (A)一 U —aRIF 。(A ) 
0∈ 1_【)，l 

称(R F ，RIF )为 A在(U， ，R)上的广义区间值模糊粗糙 

集，算子RIF ，RIF 分别被称为广义区间值模糊粗糙下、上近 

似算子。 

定义 4．4和定义 4．5中定义的近似算子分别是对广义 

Dubois模糊粗糙近似算子和定义 3．4中近似算子的区间化， 

较之区间化的Dubois算子，定义 4．5中的近似算子更加明确 

地反映出 Pawlak粗糙集与区间值模糊粗糙集的内在联系。 

引理 4．6 设(u，w，R)为一个广义区间值模糊近似空 

间，AEF (w)，对于Va∈I[0，1]RIF (A ) (RjF(A)) 

证明：VxEU，z∈尺，F (A0) R (z)n ≠D Y∈ 

W ，R(x， )≥a且 A( )≥口 V
⋯

(R(z， )AA( ))≥d ∈ 
y 

(RJF(A)) 

反之不真，因为根据定义 2．4中定义的区间值运算容易 

得到， 
}

V
Ⅳ
(R(T， )̂ A( ))≥d并不能推出 yEW，R(x， ) 

八A( )≥d即 yEW ，R(x，Y)≥d且 A( )≥ 。 

引理 4．7 设( ，w，R)为一个广义区间值模糊近似空 

间，A∈F (w)，对 于 V口∈ [O，1]，R (A ) (RIF 

(A))。 

证 明 ：V 35∈U， 

z∈星 (A) R (z) A VyEW(R(x， )>1一 

a A( )≥ ) Vy∈W(R(z， )≤1一ol,或 A( )≥a) 八 

(～R(z， )VA(y))≥Ⅱ RJF(A)≥a ∈(R F(A))。 

反之不真，理由与引理 4．4类似，～R( ， )V A( )≥a 

表示(1 R(z， ))一VA( ) ≥ 且 (1一R( ， ))。。VA 

( )。。≥ 1。这不能推出 1--R(x，．y)≥ 或A( )≥a，所 以  ̂

(～R(z， )VA( ))≥a VyEW(R(x， )≤1一 或A(．y)≥ 

a)不成立。 

定理 4．8 设 (L，，W，R)是一个广义区间值模糊近似空 

间，AEF (w)，则R (A)一R (A)。 

证明：由定理 2．9得RIF(A)一 U a(RIF(A)) 由引 
at 』Iu，l 

理 4．6得 VaEII-O，1]，RIF ( ) (RIF(A)) 从而V~RIF 

(A) 尺，F(A) 

下面证明RIF(A)~RIF'(A) 

V xEU，对于V yEW，存在a—R(z， )八A( )∈I[0，1] 

有 yER (z)nA 。 

yERo( )n R。(z)nAo≠D ERIF (A ) 

RIF (Ao)(z)一l aARIF (A )( )一 一R(z， )八A( ) 

由 y的任意性~gRIF (A)( )一 V
一 一

(a八RIF ( )(-z))V 
a∈ 』_(】t1 yE W 
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(R(z， )八A( ))一R (A)(z) 

从而丽 (A) (A)，f)~I)A—RIF(A)一一RIF (A)。 

定理 4．9 设 (U，w，R)是一个广义区间值模糊近似空 

间，A∈F (Ⅵ )，RJF(A)=RIF (A)。 

证明：由定理 2．9得RIF(A)一 U (RjF(A))。。由引 

理 4．7得 V口∈I[0，1]，RIF (A0) (RIF(A)o从而有 

RIF (A) 三RJF(A) 

下面证明墨 (A) 里 (A) 

VxEU，设Ogl一[O． (～R(x， )VA( )) ]，az一[ 
v∈ w v∈ Ⅳ  

(～R(x， )VA( ))一， (～R(x， )VA( ))] 

首先证明 ：rERJF F ( ) 

∞一[O，八((1--R(x， )～)VA( ) )]，1一o：1一[V (R 
∈W  v∈ Ⅳ 

(35，y) 八(1——A( ) ))，1]，只寸于V-y。∈V ， 

yo∈ (z) R(-z，yo)> 1--Ctl R(z，yo)一> V
⋯

(R 
—  

v W 

(z， ) ^(1一A( )+)) R( ，yo) >R( ，yo) 

八(1一A(1yo) ) 

R( ，yo)一>1一A(1yo)1。 1一A( ) 一R(z，Yo) 

八(1--A(yo) )=》1--A(yo) ≤ V
⋯  
(R(z， )一八 

v W 

(1一A(．y) )) 

A (Yo) ≥ A ((1一 R(z，y)一)V A (y) ) 
v w  

A(yo)≥a1 EA 

由yo的任意性得陈 (z) 即：rE旦 i= (A ) 

类似的方法可以证明 xER ( 。)也成立。 

RJF (A)(z)一 V
一

(a^RIF'~：4 (A )(1z))≥ (al̂  
— —  ∈Ko，iJ — —  

RJ 丁= (A。 )( ))V( 2 A RJF 丁二 

(A口 )(z)) 

一口 V ow2 [ (～R(x， )VA( )) A 

(～R(z， )VA( ))+] 

一 垦 (A)( ) 

由 的任意性得里 (A) 垦 (A)，所以垦 (A)一旦 

(A)。 

定理 4．10 设(U，w，R)为一个广义区间值模糊近似空 

间，AEF (w)，则～垦 (A)=R F(～A)，~RIF(A)一旦 

(～A)。 

证明：对于V ∈U 

—

RI
—

F(～A)( )一[ (R(-z， )八(～A)( ))一， 
∈
V (R(x
W  

， 
— —  

v∈ W  。 一 、I 

)̂ (～A)( )) ] 

一

V vw(R(z， )一八(卜A( ) ))' Vw(R(x，．y)+Avc- c- w v W 一 
(1一A( )一))] 
一 1一[A((1一R( ，Y) )VA( )一)，A ((1一R 

yEw — vEW 

( ， ) )VA( )。。)] 

一1一[A ((1 R( ， )) VA( )一)． A ((1一R 
yEW ∈W 

(z， )) VA( ) )] 
一 1--[ ((1一R(x， ))VA( ))一， 

∈

A
w

((1一R(x
w  

， 

v∈ 。 一 vFW  

))VA( ))’。] 

一 ～ RJF(A)(z) 

所以，~RIF(A)一 (～A)。类似可证 ～ (A)=RIF 

(～A)。 

由定理 4．8和定理 4．9可知RIF'-~RIF 也存在对偶性。 



5 一般二元区间值 fuzzy关系下近似算子的性质 

定理 5．1 设(U，W ，R)为一个广义区间值模糊近似空 

间，则近似算子RIF 与RIF 有如下性质 ：VA，B∈FI(w)， 

Va∈Ko，1] 

(1)RIF (AU垒)=RIF (A)U垡，RIF (AFla
_

)=RIF (A) 

A
_

- ； 

(2)RIF (AUB)=RIF (A)URIF (B)，RIF (AnB) 

RIF (A)nRIF (B)； 

(3)A B RIF (A) R F (B)，A B R F (A) 
—

RI—F (B)； 

(4)RIF (AUB)~_RIF (A)URIF (B)，RIF (AnB) 

R F (A)nRIF (B)。 

其中堡为隶属度恒为常数 a的区间值模糊集。 

证明：显然，同一序号下的两个等式是对偶的，只需证明 

其中一个。 

(1)证明RJF (AUa)=RIF (A)Ua 

对于VzEU， 

设 D1一{a∈I[0，1]：Vyff胙 ：(z)，A( )≥ 或a≥ }， 

D2一{ ∈I[0，1]：VyE ~RrE-．(z)，A( )Va>~12}，显然有 Dl 

D2，V ≤ V 12。 
ae D1 ∈D2 

设 Ds=D2一D1，Vfie D3有两种情况 ≤n ， ≤ 

A A( )一或 ≤口 ， ≤  ̂ A( ) ，对于第一种 
∈ ‘ J yeN=；-．t j 

情况，设 一[ 八 A( )一， A A( )一]因为a，6∈D 
yER ( ) yER ==( ) 

则有 -aV 6≤ V 12，第二种情况可以类似证明，由口的任意 
0∈ 『J1 

性得 V ≤ V 12贝0 V a— V a。 
∈D 3 ∈D1 ∈ D2 。∈ f)】 

—

RI
—

F (AU )(z)一 V (dA
—

RI
—

F"~ (AU8)
IF 

(z))
0 — —  d∈ ，1] 一  

一 V{ ∈I[0，1]： ( ) (AU＆) } 

一V{d∈I[o，1]：v yE (z)，A(y)Vn≥a) 

一 V{d∈I[0，1]：VyE IRVS~( )，A( )≥a或 n≥a} 

一ⅡV(V{ ∈Ko，1]：v y6 (z)，A( )≥d}) 

一＆VR (A)(-z)一(＆URIF (A))(z) 

从而RIF (AU＆)一R (A)Ua。 

(2)证明RIF'(AUB)=RIF (A)UR F (B) 

对于 V ∈U 

设 D 一{d∈I[0，1]：了 ∈Ro(-z)，A( )≥a或 B( )≥ 

a}，D2一{口∈I[0，1]： yffRo(z)，A( )VB( )≥Ⅱ}与(1)的 

证明类似，可以得到 V 一 V 。 
aED2 ∈D1 

R (AUB)( )一 V (aAR (AUB) (z))一V{ 

EI[0，1]：Ro(z)n(AUB) ≠D} 
一 V{ ∈I[0，1]： yER ( )，(AUB)( )≥a} 

=V{12EI[0，1]： ∈尺。( )，A(y)VB( )≥ ) 
一 V{12EI[0，1]： y6R (z)，A( )≥d或B( )≥ 

} 

一 (V{12E I[0，1]：了yER( )，A(．y)≥a))V(V{a 

EIE0，1]： yER(z)，B( )≥口}) 

一 { V
，  

(12八RIF (A) (z))V( V (12八RI 
a∈Ko，】j ∈Ko，i] 

(B) (z))=RIF (A)( )VR (B)(Iz) 

一

RIF (A)UR，F (B))(z) 

从而RIF (AUB)一RIF (A)URIF (B) 

(3)证 明 A B R，F (A) RJF (B) 

A B A Bo=>RIF ( ) R F (Bo)(定义4．3、 

文献[9]定 理 3．2(4)) U 一 RIF (A ) 
d∈ 1 ，1 — —  

U RIF (Bo)~RIF (A)RIF (B) 

(4)可由(3)直接得到。 

结束语 Pawlak粗糙集模型的推广是粗糙集理论研究 

的一个重要课题，本文将广义粗糙集理论与区间值模糊集、模 

糊关系相结合，给出了两种广义区间值模糊近似算子 ，着重证 

明了二者的等价性以及下 、上近似算子间的对偶性 ，并讨论了 

在一般二元区问值模糊关系下近似算子的一些基本性质。通 

过本文的定理及其证明可知，点值模糊粗糙集与区间值模糊 

粗糙集的近似算子性质不同，主要因为是在点值和区间值上 

建立的序关系不同而引起的。进一步的工作在于对不同类型 

的二元区间值模糊关系下近似算子的性质的讨论 以及对广义 

区间值模糊粗糙集的公理化方法的研究等。 
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