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最长路径 问题研究进展 

王建新 杨志彪 陈建二 

(中南大学信息科学与工程学院 长沙410083) 

摘 要 最长路径问题是著名的NP难问题，在生物信息学等领域中有着重要的应用。参数计算理论产生后，参数化 

形式的k-Path问题成了研究的热点。介绍了现有求解最长路径问题的几种算法，包括近似算法、参数化算法和特殊 

图的多项式时间算法；着重分析和比较了参数化算法中利用着色、分治和代数法研究k-Path问题的最新结果。最后， 

提 出了该问题的进一步研究方向。 
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Algorithms for Longest Path．．A Survey 

WANG Jian-xin YANG Zhi-biao CHEN Jian-er 

(School of Information Science and Engineering，Central South University，Changsha 410083，China) 

Abstract The longest path problem is well-known NP-Hard，and has significant applications in many fields such as 

bioinformatics．After the emerging of parameterized computation theory，the parameterized k-Path problem becomes one 

of the most concerned research problems．We introduced several algorithms to solve the longest path problem，including 

approximate algorithms，parameterized algorithms and polynomial time algorithms on special graphs．W e put emphasis 

on the analysis and  comparison of the latest results in parameterized algorithm，which use color-coding，divide-and-con— 

quer and  algebra techniques to solve k-Path problem．At last，we presented some further research directions for this 

problem． 

Keywords Longest path，k-Path problem，NP-hard，Parameterized computation 

1 引言 

在图论中，最长路径(Longest path)问题是在给定的图中 

找一条最长的简单路径。而 k-Path问题是指在给定的图中 

找一条长度为k的简单路径，是最长路径问题的一种特殊情 

况。 

是一PATH问题在生物信息学等领域中有着重要的应用。 

将蛋白质作为节点，蛋白质与蛋白质之间的相互作用作为边 ， 

相互作用发生的概率作为边的权值，从而构成生物蛋白质作 

用网络。J．Scott等人在文献[43中指出，蛋白质网络中权值 

大的简单路径更有可能是信号的传输路径。因此，找出网络 

中最大权值的 k-Path对于研究生物蛋 白质间的相互作用具 

有重要的意义。J．Scott等人在酵母菌蛋 白质作用网络中查 

找蛋 白质路径，可以在 lmin内查找到 8-Pathl4]。接着 ，T． 

Shlomi等人实 现了一个用 于查 找生物 网络的框架 ，名 为 

QPathc 。最近，F．Htiffner等人改进 了 k-Path问题 的研究 

结果。将其 与启发 式算 法 结合，便能 在数 秒 内计 算 13- 

Path[ 
。 k-Path问题在生物子网匹配中也有应用l_7]。k-Path 

问题的应用不限于生物信 息学，R Bornd6rfer等人在文献 

[8，9]中指出交通网络图的线路价格问题也是一个最长路径 

问题 。通过在城市交通图中找最大权重的简单路径，将其应 

用于路径规划。 

然而，一般图上的最长路径问题是著名的 NP-难问题l3]， 

现有的研究主要基于近似算法和参数化算法。经过研究者们 

的努力 ，最长路径问题的研究取得了重大进展。特别是近年 

来 ，大量的文献都在研究该问题的参数化算法。本文主要总 

结在最长路径问题和k-Path问题上的研究成果，并讨论该问 

题的进一步研究方向。 

本文第 2节介绍最长路径问题的多项式时间近似算法； 

第 3节介绍参数化算法，重点分析利用着色、分治和代数法研 

究 k-Path问题的最新结果 ；第 4节介绍特殊图上的多项式时 

间算法；最后是总结和展望。 

2 近似算法 

一 般 图上的最长路径问题属于典型的 NP难问题[3_，其 

具体定义如下。 

定义 1(最长路径问题) 给定一个图G(V，E)，在G中找 

出一条最长的简单路径。 
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NP难问题是不存在一个多项式时间的确定性算法，然 

而这类问题又频繁地出现在实际应用中。为了解决此类问 

题，人们常采用近似算法来得到一个近似解。D．Karger等人 

在文献[1O]中提出了一种多项式时间近似算法用于求最长路 

径。随后的十多年中，关于最长路径近似算法的研究取得 了 
一 系列成果。表 1列出了最长路径问题近似算法的主要研究 

进展，其中L表示图中最长路径的长度。 

表 1 最长路径问题的近似算法比较 

文献 无向图路径长度 有向图路径长度 

O(1ogL／loglogL) ~(bgL／logbgl ) 

12(1ogL) n(1ogi ) 

O(1ogI ) O(1ogl ) 

0((IogI ／loglogI )2) 

n(1og2L／loglogL) 

O(Iog2 L／loglogL) 

xp(12(,／logL／loglogL)) 

Monien在文献[1]中提出了一种固定参数算法，用来求 

长度为 k的简单路径。算法时间复杂度为 0(是!nm)，其中 n 

为图中节点的数 目， 为图中边的数 目。当走≤logL／loglogL 

时，算法能在多项式时间内求解。Bodlaender在此基础上，利 

用动态规划技术，将算法时间复杂度改进到 O(k 1 2 n)_2]，然 

而所求路径长度的上界仍为 Q(1ogL／loglogL)。随后，D． 

Karger等人在文献[1o]中将结果改进到 ~2(1ogL)。 

Alon等人在文献[22]中提出一项重要的技术——彩色 

编码(Color Coding)，利用该技术在图中寻找长度为 k的简单 

路径。当路径长度 k为 O(1ogL)时，算法能在多项式时间内 

求解，从而肯定了C．Papadimitriou等人在文献[18]中提出的 

L()G PATH问题是多项式时间可解的猜想 。 

S Vishwanathan在文献[11]中提出了一个在无向汉密 

尔顿图中找最长路径为 fI((1ogL／loglogL) )的多项式时间算 

法。A Bj6rklund等人将这一结果扩展到一般无向图 1̈ ，路 

径长度仍为 Q((1ogL／loglogL)。)。此外，T．Feder等人提出 

了在稀疏的汉密尔顿图中找更长路径的近似算法l1 。 

H_N．Gabow 等 人[14]基 于 深 度 优 先 搜 索，将 A 

Bj6rklund等人在无向图上的结果改进到 Q(10 L／loglogL)。 

进一步，利用环扩展环的方法，H．N．Gabow在文献[17]中得 

到了 eXp(Q(~logL／loglogL))的改进结果，这是 目前无向图 

中近似算法的最好结果。 Bj6rklund等人在文献[15，16]中 

给出了一个有向图中找长度为 ~(1og2L／loglogL)的简单路径 

算法，但算法只适用于节点出度受限的汉密尔顿有向图。尽 

管如此，该结果也是 目前有向图中近似算法的最好结果。 

可以看到，最长路径的近似算法在不断改进 ，但同时存在 
一 些近似难度方面的限制。D_Karger等人指出，在无 向图 

中，获得最长路径的常因子近似算法是 NP难的，同时指出对 

任意的￡>O，因子为 2 bg en)的近似是准 NP难(quas~NP- 

hard)的_1 。对于有向图，A．Bj6rklund等人在文献[16]中证 

明了不能在多项式的时间内找到长度为 n(．厂( )log。 )的有 

向简单路径。因此，长度为 a(1og2n／loglogn)的结果”已非常 

接近近似算法的最好结果。 

人们的要求。近年来 ，参数计算理论』 ]在这一领域中发展十 

分迅猛。参数计算理论是处理 NP．难问题的新思路，根据工 

程应用的实际情况，将所给难解问题参数化。在实际工程应 

用中所取参数只在一个小的范围内变化 ，从而充分利用“小参 

数”这一特殊性质，快速解决这一类难解问题。参数计算理论 

将计算理论与计算实践两者有效地结合了起来。 

通常选择所求路径的长度作为参数 k，从而将最长路径 

问题参数化为k-Path问题，其定义如下。 

定义 2(k—Path问题) 给定一个图 G(V，E)和正整数 k， 

在图G中找出一条包含忌个节点的简单路径或报告这样的 

路径不存在。 

k-Path问题与很多著名的 NP难问题(如最长路径、汉密 

尔顿路径等问题)相近，也是 NP难的。实际应用中，路径长 

度 是通常远小于节点数 ，满足“小参数”特性。Monien首先 

提出了一个复杂度为 0(惫!rim)的算法_1]，从而证 明了 k— 

Path问题 是 固定 参数可解 (Fixed Parameter Tractable， 

FPT)的。Bodlaender利用动态规划技术，将算法复杂度改进 

到 0( 1 2kn)，这是第一个与问题规模线性相关的参数算法。 

对于参数算法中的 FPT问题，通常都是考虑设计有效的 

FPT算法。FPT算法设计中，核心化(Kernelization)是一项 

重要的技术。利用核心化预处理，可以迅速降低待解问题的 

规模。如果一个问题的任意实例 Q能在多项式的时间内归 

约到该问题的一个更小实例Q ，则称该问题是可核心化的。 

J．Chen等人在文献[24]中指出，固定参数可解与可核心化是 

等价的。显然，k-Path问题是可核心化的。 

最近，Fellows等人在文献[21]中利用经典判定问题的一 

类新算法，称作蒸馏算法 (Distillation Algorithm)，设计了一 

个通用的核下界判断标准。同时指出，k-Path问题不存在多 

项式的核。因此，利用核心化对 k-Path问题设计有效 FPT算 

法的意义不大。 

表2列出了k-Path问题的参数化算法结果及其相关技 

术。目前 ，关于参数化随机算法的最好结果是文献[29]给出 

的复杂度为 0 (2 )的算法，确定算法的最好结果是文献[27] 

给出的复杂度为 0 (4 )的算法。从表 2可以看出，设计 k— 

Path问题的 FPT算法时主要用到了以下 3种技术：着色法、 

分治法和代数法。下面将根据算法技术分类进行介绍。 

表 2 k-Path问题的参数化算法比较 

3 参数化算法 3· 
A

着

lon

色

~

法

．h．对 是一P th问题进行 了深入研究，指出 一P th 

在某些实际应用中，近似算法获得的近似解并不能满足 问题的难点在于对路径简单性的要求，阐明了解决该问题的 

’ 汉密尔顿有向图中最长路径的长度L与1"1相等。 

如果一个参数化NP难问题在时间_厂( ) ’内可解，其中，( )是仅关于k的一个函数，那么称此问题是固定参数可解的，简称 FPT[ 。 
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本质是在图G的所有 1"／个节点中选择 愚个节点 ，并基于这一 

观察，于 1995年首次 提 出了彩色 编码 (Color Coding)技 

术[2 。该算法的思想是首先将图中的 T／个节点随机着为k 

种颜色，根据颜色分为 k类，再利用动态规划在 k段图上找颜 

色互不相同的k个节点构成的路径，从而将限制条件由节点 

不重复转化为颜色不重复，通过额外的限制减小 目标解的搜 

索空间。整个求解过程分为着色和动态规划两个独立的部 

分，着色法研究的重点是如何对 个节点着色。 

Alon等人利用彩色编码设计 了一种 k-Path问题的随机 

算法，然后利用完美哈希函数将其确定化。随后的研究大致 

沿用了这一思路。由于算法所用的着色方式不同，产生 了随 

机着色和确定着色两种算法。 

3．1．1 随机着色法 

将图中的 个节点随机着为 k种颜色 ，正确解 (如果存 

在)所包含的k个节点一共有k 种可能的着色情况。其中有 

k!种情况被正确着色 ，即此时 k个节点的颜色各不相同。因 

此，正确着色的概率就是 k!／ 。利用 Stirling近似公式可 

知，一次着色正确 的概率大于 e一。通过重复足够的次数来 

保证获得的解具有一定的正确率 ，在实际求解的过程中，通常 

着色次数取 O(ek)。结合动态规划过程，Alon等人提出了复 

杂度为 0 (5．44 )的随机算法求解 k-Path问题口 。 

Fellows等人在文献[23]中指出，增大颜色数目可以增大 

正确着色的概率，从而减少重复着色的次数 ，但同时增大了动 

态规划过程的复杂度。F．Htiffner等人在文献[6]中利用a愚 

种颜色着色，其中a>l。经过分析 ，正确着色的概率大于(a／ 

(a一1)) ·e～。此时，可 以取着色次数为 O(((口一1)／ 

) · )。而动态规划过程的复杂度为 O (2 )，因此整 

个 k-Path问题随机算法的复杂度为 O (((a一1)／a) · 

ek·2 )。F．Haffner等人经过理论分析 ，证明了当 a取值为 

1．3，即颜色数 目为 1．3k时，算法复杂度取得最优值，从而得 

到了复杂度为 0 (4．32 )的随机算法求解 k-Path问题_6]。 

3．1．2 确定着色法 

确定着色法的研究思路就是利用完美哈希函数将随机着 

色过程确定化，从而获得相应的确定算法。此前最好的关于 

完美哈希函数的研究成果是 Schmidt等人构造的大小为 0 

(2 ”logn)的完美哈希函数族_2 。Alon等人利用这一结果 ， 

结合随机算法，得到了复杂度为0 (2 ’)的确定算法求解 志一 

Path问题 。 

最近，J．Chen等人大幅改进了确定着色法的研究结果 ， 

给出了复杂度为 O (12．2 )的确定算法 算法采用了4层散 

列处理来避免冲突。具体构造过程中，首先利用核心化技术 

将(n，志)着色问题在多项式时间内归约到(志 ，忌)着色问题 ，然 

后将 惫 个元素散列到 k／4个位置上，再利用另一组散列函数 

分别将每个位置的元素重新散列到 cj(cj一1)个位置上来解 

决冲突，最后使用已有的(q(0—1)，ci)着色方案构造总体着 

色方案。J．Chen等人证明了算法的正确性，并分析 了确定着 

色过程的复杂度为 0 (6．1 )。利用这一结果，结合动态规划 

过程，得到了复杂度为0 (12．2 )的确定算法求解k-Path问 

题 。 

3．2 分治法 

在计算机科学中，分治法是一种很重要的算法 。核心思 

想是“分而治之”，就是把一个复杂的问题分成两个或更多相 

同的子问题，再把子问题分成更小的子问题，直到最后子问题 

可以简单地直接求解，再逐层合并子问题的解，得到原问题的 

解。 

利用分治法求解 k-Path问题的思想就是将长度为 k的 

路径平分为两段 ，分别求出两个长度为 k／2的路径，再将二者 

连接起来 ，得到长度为 k的路径。由于对路径的划分方式不 

同，产生了随机分治和确定分治两种算法。 

3．2．1 随机分 治法 

J．(；hen等 人利用分治思 想，给出 了一个复 杂度为 0 

(4 。·帕)的随机算法求解 k-Path问题[列。首先，随机地将 

图 G中的节点分为两部分 和 ，与 VjJ和 对应的生成 

图为 和GR。再分别递归地找出 和 G 中长度为 k／2 

的所有路径 ，最后根据 和GR中的路径端点在原图G中是 

否相邻，得到该划分下图G中的所有长度为 k的路径 。通过 

重复足够的次数便可保证随机算法具有较高的正确率。 

J．Kneis等人在文献[26]中也给出了相近的算法，复杂度 

为 0 (4 )。同样基于分治思想，提出了划分着色(Divide and 

Color)的概念。算法首先将图 G中的所有节点随机着为黑白 

两种颜色，从而将节点分为 和 rw两部分，对应的生成子 

图为 GB和 Gw，接下来的处理过程与 J．Chen等人的算法基 

本一致。最近，他们一起合作，将算法统一起来，详见文献 

[27]。另外，J．Chen在文献[31]中对随机分治法进行了总 

结。 

3．2．2 确 定分治法 

确定分治法的研究思路就是将随机算法的划分过程确定 

化，从而获得相应的确定算法。现有的研究主要基于以下两 

种思想：完美哈希函数和全集[3 (Universal set)。 

利用 Alon等人关于完美哈希 函数 的研究结果__2 ，J． 

Kneis等人将文献[26]中的划分着色算法确定化，得到了复 

杂度为0 (16 )的确定算法。最近，J．Chen等人在文献[27] 

中利用全集的研究结果，构造了一个大小为 n2k+12 抖 的确 

定( ，忌)全集，枚举全集 中的元素将划分过程确定化，从而得 

到一个复杂度为 0 (4 )的确定算法。这是现有求解 一Path 

问题确定算法的最好结果。 

3．3 代数法 

代数法的主要思想就是将 k-Path问题实例转化成代数 

表达式求解。最近，Koutis等人在文献[28]中给出了一个复 

杂度为0 (2。 )≤0 (2．83 )的随机算法用于求解 k-Path 

问题 ，并同时提出了一个复杂度为 0 (2 )的算法来检测图中 

是否存在大小为 k且包含奇数条k长路径的生成子图。 

R wi1liams随后扩展 了 Koutis等人的研究结果，将 k— 

Path问题随机算法的复杂度改进到 0 (2 )，这是现有随机 

算法的最好结果I2 。IL Williams用 A表示图 G 的邻接矩 

阵，z ”， 表示变量，定义矩阵B满足B[i，力一A[ ，力置。 

令1表示A中第一行的向量，x 表示A中满足 [i]：五的列 
一

—  

向量 ，从而定义 k路径为P (z 一， )一1· ·z。利用 

快速傅立叶变换，算法能在 0 (2 )的时间内求解。R wil— 

liams从代数的角度，进一步证明了该算法的正确性。 

4 特殊图多项式时间算法 

参数化算法的基础是小参数理论，要求路径长度k远小 

· 3 · 



于图中节点数目 。当这种限制条件不成立时，如 意一0．In， 

参数化算法变得很不实用。这样，人们又将 目光转向了特殊 

图，利用特殊图的性质，设计多项式时间的算法。表 3列出了 

特殊图上最长路径问题的研究进展，其中 表示图中点的个 

数， 表示边的条数。 

表 3 特殊图最长路径问题的多项式时间算法比较 

在图论中，树是一个不存在回路的连通图。Dijkstra在 

上世纪 6O年代最早提出了树中寻找最长路径的算法，复杂度 

为O(n+ )。R w．Bulterman等人在文献[32]中对 Dijkstra 

算法的复杂度给出了严格的证明。 

文献[a53中，R Uehara等人扩展了 Dijkstra算法，在(点 

或边)带权树上，将路径长度定义为路径上所有点和边的权值 

之和，并给出了一个复杂度为0( + )的算法用于求解带权 

树上的最长路径问题。 

块图(block graph)是一个连通图，且任意极大的 2连通 

子图都是团。块图可以看作是将树中的边用团代替，团与团 

之间最多只有一个公共点。R．Uehara等人给出了一个复杂 

度为 0(，z+m)的算法用于求解块图中的最长路径问题r3 ]。 

仙人掌图(cacti graph)是一个连通图，且任意一条边最 

多属于一个环。仙人掌图可以看作是将树中的边用环代替， 

环与环之间最多只有一个公共点。R Uehara等人给出了一 

个复杂度为 O(n )的算法，用以求解仙人掌图中的最长路径 

问题[33．35]。 

若图 G和它的补图都是可比较图，则称图 G为置换图。 

若置换图同时也是二分图，则称为二部置换图(bipartite per— 

mutation graph)。IL Uehara等人给出了一个复杂度为 O(n+ 

m)的算法，求解二部置换图中的最长路径问题[33-35]。 

区间双凸图(interval biconvex graph)是一个与某个区间 

图有相同区间表示的双凸图。R Uehara等人给出了一个复 

杂度为 O(n。(m+nlogn))的算法，用以求解区间双凸图中的 

最长路径问题[33,35]。 

结束语 最长路径问题是著名的 NP难问题，特别是其 

参数化的 k-Path问题，在很多领域中都有应用。人们对该问 

题做了大量的研究。总结起来，大致可以分为以下 3个方面： 

(1)多项式时间近似算法。设计一种在适用性和复杂度 

方面折中的算法，快速地解决最长路径问题，在一定程度上获 

得可用结果。 

(2)参数化算法。设计有效的 FPT算法，求解参数化的 

最长路径问题(最一Path问题)，满足实际工程应用需求。 

(3)特殊图的多项式时间算法。充分利用特殊图的性质， 

设计有效的多项式时间算法。 

最近，最长路径问题的研究进展非常迅速，特别是其参数 

化算法的研究，逐渐成为研究的热点。近两年来，无论是随机 

还是确定算法，其结果都得到了重大的改进。但同时，最长路 

径问题的研究还未完善，进一步的研究可以从以下 4个方面 

考虑： 

· 。 

(1)最近 J．Chen等人利用局部贪婪(Greedy Localiza— 

tion)结合彩色编码，大幅地改进了 Packing和 Matching问题 

的研究结果[3 。同样可以利用彩色编码求解的 k-PATH问 

题，能否利用局部贪婪技术设计出更好的 FPT算法。 

(2)愚一Path问题现有最好的随机算法复杂度为 0 (2 )， 

能否将随机算法确定化，得到复杂度低于 O’(4 )的确定算 

法。 

(3)在一些重要的特殊图，如正则图(Regular graph)和树 

宽受限图(Bounded-Treewidth graph)上，能否设计多项式时 

间算法来求最长路径。 

(4)结合生物信息学中的实际应用和k-Path问题的研究 

进展，研究如何解决蛋白质路径、代谢路径等问题。 
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