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用于全局优化的一种新填充函数 

颜俊华 何中越 王永军 

(西南石油大学计算机科学学院 成都61O50O) (东方地球物理公司研究院 涿州072750)。 

摘 要 填充函数法是一种寻求多变量、多峰值函数的总体最优的优化方法。鉴于提 出过的填充函数，给出了一种形 

式简单的单参填充函数 ，计算中无需考虑函数出现不连续点的情况，且函数不受指数项影响。对一些标准函数的仿真 

结果比较表明构造的填充函数是有效的。 
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New Filled Function Applied to Global Optimization 

YAN Jun-hua HE Zhong-yue WANG Yong-Junz 

(South W est Petroleum University，Chengdu 610500，China) (Bureau of Geophysical Prospecting(BGP)，CNPC，Zhuozhou 072750，China) 

Abstract The filled function method is an effective approach to find the global optima of multivariable and muhimodal 

functions．Inspired by the previous filled functions，we proposed a new filled function with simple form and one parame— 

ter．The case of discontinuous point in computation needn’t be thought．Moreover，it overcame the disadvantages that 

some previous filled functions were affected by exponential term s．Numerical results on benchmark functions show that 

the proposed function is effective． 
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现实中的许多问题都需要求其总体最优值，在数学上表 

示为求目标函数的全局极小值。已存在的较为成熟的优化方 

法大多都是用来求函数的局部极值的，如牛顿法、拟牛顿法 

等。 

葛人溥在 1987年提出了一种用于全局优化的新方法，称 

之为填充函数法 。该方法因设计简单，寻优方向明确，容 

易上机实现，对 目标函数性态没有过多要求等优点而受到注 

意。所提出的一些较为有效的填充函数见文献[1—3，6，9， 

103。 

Q(x，A)一--~f(x)--f(x )-]expEAI l —z l l ]， 

Q 一^n (1) 

Q(x，A)=Aexp(--I Jz—zl l I／ )atan(A[f(x)一 

f(x )+hi)，Q一^n (2) 

P(x，A)=一(，(z)--f(x1))exp(AatanI I工一zl lI )， 
一

^ ，2 (3) 

H(x，z1)一l／In(1+，( )一，1(z1))一All — 1 l l ， 

Q4一^n (4) 

这些函数或含双参数，或在等值线上不连续，或含对数式， 

或受指数式影响等均导致算法不收敛，出现计算溢出现象。 

鉴于上述情况，在填充函数法的思想指导下，本文力求构 

造一个性能更优的填充函数。 

1 填充函数的预备知识 

填充函数法的主要思想是_1]：利用局部极小点 z 和目标 

函数 厂(z)构造一个辅助函数——填充函数 P(z)。以 P(z) 

的稳定点 为新的初始点，极小 厂(z)并找到下一个极小点 X2 

使得 f(x。)<．厂(z )。用zz代替 ，构造新的填充函数，并找 

到，(z)新的极小点zs，使得f(xa)<，(z。)。重复以上过程， 

最终找到 厂( )的总体极小点。 

定义 1[ ] 一个函数 P( )称为 ，(z)的填充函数，如果 ： 

(1)z 是 P( )的极大点，包含 z1的盆域[1]S1是 P( )的 

一 个山丘，其中 是 ，(z)的一个极小点。 

(2)P(z)在 比含 的域 S 高的盆域中没有稳定点。 

(3)若存在比z 低的点 oZ"z(即：f(x2)<，(z ))，则 P(z) 

在比z 低的zz的盆中一定有稳定点。 

2 填充函数Z(x，A)的构造及性质分析 

定义函数 

Z(x，A)一一exp(1 I —z1 l 1)atan(A(，(z)一，(z1)+ 

)̂) (5) 

其中，A>O，h是固定的非负数。为了简略，采用如下符号。 

，一厂1：，(z)--f(x：)，SC1是 ，(z)的极小点； 

L1：L1一max J l Vf(x)『I； 
z∈ 【】 

L2：L2=minl I ，(z)ll； 

，表示 目标函数 ，(z)的梯度，且 ，一 ，(z)。 

下面证明：当A>O适当大时，Z(x，A)是填充函数。 

定理 1 如果．27，是l厂( )的一个局部极小点，那么Xl是 
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Z(x，A)的一个局部极 大点 。 

证明：取方向P，不妨设 J IPI I=1，Z(x，A)在 z 的邻域 

中沿 P的方向导数为 

(z，A)一一 li
。

m

+

l [ ( + ，A)一z( ，A)] 

一 一 1．衄÷{exp(t)atan~A(f(x+tp)--，(X1)+ 

h)]atan(Ah)} 

=atan(Ah)< 0(用罗必达法则) (6) 

上述表明：Z(x，A)在 37． 的盆中沿 X--X 的任何方向都 

是下降的，因此 为其极大点。 

定理2 任给 dER ，且 厂(z)>厂(z )，如果 

fdrvf'~o fd 0 

(z— )>0或I (X-- 1)≥0 
那么d是Z(x，A)在 z 处的一个下降方向，特别沿 ,Z--X 方 

向 Z(x，A)是下降的。 

据式(5)有 

~TZ(x，A)=--expl I —z l I{T{ 口tan[A(厂一 
，1㈨ ]+ } (7) 

d ，A)=--eXp ⋯  口tan[A 

(，- + + 开  ) 

(8) 

在给定的条件下不论A取何值，都有 d Vf<0，特别在 

X--X 方向上成立。 

定理 3 如果 厂(z)> X1)且 d vf<O，d (x--x1)> 

0，有 

A>L1／(f--，1) (9) 

则 d是Z(x，A)于 z 处的下降方向，特别在 3C--X 方向上成 

立 。 

证明：只要证 明在题设和式(9)的条件下 d ，<0即 

可 。 

由式(8)和本题设，要使 d vf<O，只要 

{ ntan[A(f--fi+伽+雨 }> 
0 

即 

口tan[-A(f一^+ )̂]>一 

l l兰二=至!Lj垡： 
d (x--z1) 

即可。又[1+A2(f--fl+ )̂ ] 口tan[A(f--fl+ )̂]>A(，一 

，1) atan(Ah)，及 A充分大时，atan(Ah)-+~r／2> 1，所以只要 

A(f--A) >一 就可以了。 

A> 一 

t， 

就有 d vf<O，显然对 XFX 方向成立。 

此定理说明：即使在 Jr( )的一个极小点 z 盆中，只要 

) ，(z。)，至少沿着方向 —z ，z( ，A)将总是下降的。 

因此不论在 B ( )一{ ∈Ql厂( )>，( )}，还是在 (五)一 

{xEQI_厂(z)>，(置))，(，(五)>f(x )， 为一个极小点) 

中，只要满足式(9)，Z(x，A)就没有任何极小点与鞍点。 

定理 4 设 _厂(z)连续可微，Q是有界闭域 ，如果 

atan(Ah)> ALl／(1+ A h ) (1O) 

则 Z(x，A)于 B1( 1)一{xEQI，(z)>，(z )}中无极点和鞍 

点。 

证明：由式(7)知，若 Z(x，A)于 Bl( )中有极小点或鞍 

点 ，~UvZ(x，A)一O，从而 

l口tan[A(-厂一 +，I)]l—lA f／[1+A (，一 

，l+ )̂ ] (11) 

因 在B，(z-)一(z∈0IF( )>F( )}中，从而 -厂(z)> 

f(x1)，故 

ntan[A(，一，1+̂)]>atan[A明> 笨 ≥ 
I ． I 

1+A。(，一，1) 

当式 (1O)成立时，式(11)就不可能成立。 

此定理说明：当A充分大时，Z(x，A)于 B ( )={xEQ 

IF( )>F( 1)}中无稳定点。 

定理 5 如果 f(x)>f(x1)且 d ，<O，d ( —z】)> 

0，那 么 

A<L2／[atan[A(f--，l+ )̂](1+_厂一^)] (12) 

则沿d的方向Z(x，A)将上升。特别是Z(x，A)在，( )的比 

低的盆域中有一个极小点或鞍点。 

证明：此题设与定理 3相同。由式(8)得知要使 d vf> 

0，只要 

{ nt (，_̂  ]+而  }< 

O 

即 

(上 阳n[A(严 +̂)]<一 
f} — -f f 
d ( — 1) 

而 

[1+A (，一 + )。3／Aatan[A(f--A+ )̂]< 

A(1+，一，1+ )̂ntan[A(，～，1+ )] 

所以只要 

A< 丽  

— —

— — — — — — — — — — — — — — — — —  — — — — — — — — — — — — 一  

atanEA(f-- + )̂](1+，～^) 

此时有 d vf>o，所以沿 d方向Z(x，A)将上升。显然 

当，(z)>，(z1)，h值越小。，( )一，1( )时，尽管 A很大， 

式(14)也能发生。因Q是有界闭域，Z(x，A)必存在极小值 ， 

又极小点不可能发生在 B ( )中，所以只可能发生在比 z 

所在的盆更低的盆中。 

根据定理 1一定理 5，已经证明了Z(x，A)符合 。处填充 

函数的定义。记本文的Z(x，A)为 Z-fun。 

3 数值试验 

3．1 填充函数中指数因子影响的避免 

在式(1)右侧乘以exp(--1B)，其中 为大于 1的整数，B 
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为固定的正常数。显然这样作用后的Z(x，A)仍是填充函数 

(证略)，此时有 

Z(z，A)=一exp(I l z—zl Il— B)atan(A(厂( )一 

f(x1)+ ．I1)) 

这样随着I1 —z l1的增大，只要 B大小适当，就不会 

出现』Iz— -I l较大时函数 Z(x，A)及其梯度要么变化太快 

而导致溢出，要么变化缓慢而影响收敛速度的问题。这样的 

Z(x，A)克服了引言中所说的填充函数的缺点，从而扩大了填 

充函数 Z(x，A)的使用范围。 

3．2 数值实验 

仿文献[1，2]，本节根据函数的平均计算次数及找到给定 

精度解的成功率来比较本文填充函数与提出过的填充函数式 

(1)一式(4)的有效性和可靠性。有效性比较如表 1所列 ，可 

靠性比较如表 2所列 。表中数值是 1O次平均结果。算法中 

的梯度值都是采用数值差分计算得到的。由于 —fun与 

Q 一fun，Q—fun相比，可靠性相当，计算速度快 ，因此表 1只 

列出了它们的结果。z—fu "与Q。-fun，Q4一_厂“ 相比，成功率 

高，计算速度相当，所 以图 1只给出了 ~-fun与Qs—fun， — 

fun可靠性比较结果。算法步骤请参考文献[1，2]。 

：一 ⋯一一一j 

一 一 j ● ● 
图 1 Z-fun和Q3一̂  ，Q4一fun寻优成功率比较 

表 1 数值试验结果表 

本文的测试函数如表 2所列，详细情况见文献[3，5，7， 

8]。图1和表 1中的符号说明如下： 

*：表示 Z-fun找到全局最优的成功率；0：表示 —fu" 

找到全局最优的成功率；×：表示Q一． n找到全局最优的成 

功率；No：表示测试函数序号；n：表示测试函数的维数； 

F，：表示第一次得到全局极值时 目标函数的平均计算次数； 

nFq：表示第一次得到全局极值时填充函数的平均计算次数 ： 

failed：表示找不到全局最优点，表中数字精确位数均为整数。 
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表 2 测试函数 

函数 

fc 一

1

． 

0sin

，

2

。

(ny1)+

一

Yi~1+(：q

⋯

--

⋯

1)／ 4 

]+ 一 ) 
rc = [1

—

0s

．

i n 2(

一

~：x I ) -

[

}-
-

~／n-1 + 。 i + ]+ 一 ) f(x)= 一( 一1)2[1+1。sin2(Ⅱ +】)]+( 一1)z} 
f(x)：[1+(xl+x2+1) (19—14x]+3x}一14xz+ 

6x1x2+3《)] 

[30+(2Xl一3x2)。(18--32x1+12x~+48x2一 

f( )一

36
一

Xl X2

)

+

。+

27
(2xsx2 ( 6x：]_xl+ )。] f(x)一 一x；)2+( 1一 + )0] 

f(x)：(x2—5．Ix~／4．2+5x1／ 一6)2 
+10(1--1／8~)cosx1+10 

f(x)一 一2xl+lOcos( x1／2)+8sin(丌x1／2’ 

一 ((1／q'~)exp(一()【2一O．5) ／2))+11 

fix)=100(Xl2一x2)2+( l一1)2 

I(x)=10 x2+ 一(Xll+x1)2+lO~(xz+ ) 
f(x)=n --1<(

xi-I)2+Ioo(~2一 1)， 

[一2，2] 

[一l0，l0] 

l∈[-5，103 

x2∈[0，15] 

x ∈ [-30，30] 

】c2∈ [一10．1O] 

[一5O，50] 

m，n：自然数 

[一103，lOs] 

“ 

10 1毒 1 2 二1 1 9 x z二1 x《4二1警 [一 。] +．((x，一)+(x 一)0}+．8(一)(～) 一 一 

从图 1可以看出，Z-fu．比Q。一 n和Q —fun对同一个 

问题的寻优成功率都要高(除 no7外)。 

由表 1中的数字可以看出：z-fu ．比Q 一fun和Qz—fun 

在 目标函数和填充函数运算次数上都要少 ，从而提高了计算 

速度。 

结束语 填充函数法是一种求解连续可微函数总体最优 

的有效方法。不同的填充函数对算法的计算精度和收敛速度 

影响很大。从理论分析和测试实例看 ，本文提出的填充函数， 

较好地解决了以往提出的填充函数存在的问题。另外，在数 

值试验中，本文提出的避免指数因子不利影响的措施同样可 

以应用到文献[2]中的填充函数。 
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