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多目标进化算法中选择策略的研究 
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摘 要 在多目标进化算法(multiobjective ev0luti0nary algorithms，M0EAs)的文献中，对算法的选择策略进行 系统 

研究的还很少，而MOEAs的选择策略不仅引导算法的搜索过程、决定搜索的方向而且对算法的收敛性有重要的影 

响，它是算法能否成功求解多目标优化问题的关键因素之一。在统一的框架下，首先讨论了多目标优化问题中适应度 

函数的构造问题，然后根据 M0EAs的选择机制和原理将它们的选择策略重新分成了6种类型。一般文献中很少对 

多目标进化算法的操作算子采用符号化描述，这样不利于对算子的深层次理解，符号化描述了各类选择策略的操作机 

制和原理，并分析了各类策略的优劣性。最后，从理论上证明了具备一定特征的多目标进化算法的收敛性，证明的过 

程表明了将算法运行终止时得到的 作为多目标优化问题的 Pareto最优解集或近似最优解集的合理性。 
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Abstract It is scarce f0r literatures devoted to the multi0bjective evolutionary algorithms(M0EAs)t0 systen1atically 

research 0n selection strategies，however，these strategies are crucial to MOE s f0r s0lving some multiobjective optimi— 

zation pr0bIems successfully，as they n0t only guide the pr0cess 0f search and dete门mine the search directions，but also 

exert great effect 0n the c0nvergence of M0EAs．W ith the unified fr锄 e、vork，the paper first discussed how t0 c0nstruct 

an appr0priate fitness function in multiobjective optim-屹ation pr0blem，then，selection strategies were classified as six 

categories based on MOEA’s sele(：tiOn mechanism and principle throu曲 systematically amlyzing various M0EAs．As it 

is rare f0r expressing the operators of the MoEAs symbolized in Hlost literatures，whjch is not conducive to comprehend 

them deepl y．This paper described the principle and mechanism of each selection strategy s)，rnbolized and ana1) ed its 

advantages and weaknesses respectivel y．At 1ast，the paper pr0ved the c0nvergence 0f M0EAs with certain features，and 

the process of p啪 f has sh0w1l that it is reas0nable t0 regard — achieved from the finalresults of M0EAs as P or 

the appr0】【in1ated Pareto optimal set． 

Kt ，埘也 Multiobjective ev0luti0nary alg0rithms，Fitness fLⅡ1cti0n，Selection strategy，Convergence 

1 引言 

现实中许多工程应用问题实际上是多 目标优化问题 

(Multi0bjective 0ptin1izati0n Problem，M0P)，而且问题的目 

标之间可能相互冲突。它与单目标优化问题的本质区别是， 

MOP问题的解方案不是唯一的，而是存在一个最优解集。解 

决 M0P问题的最终手段是在各个 目标之间进行协调权衡和 

折衷处理，使各目标函数尽可能达到最优。 

进化算法(Evolutiomry Alg0rithms，EAs)具有一些适于 

求解 MOP问题的特征：首先，它能同时处理一组解，每运行 

一 次算法就能获得多个有效解；其次，进化算法对均衡面的形 

状和连续性不敏感，能很好地逼近非凸性或不连续的均衡面 

或曲线。因此，多 目标进化算法近年来一直用于解决 M0P 

问题 。 

M0EAs的研究目标主要是使群体尽快收敛，并使获得 

的最优解集尽量均匀分布于非劣最优解域。与此同时，设计 

M0EAs需要考虑两个基本问题：(1)如何保证进化进程朝 

Pareto集定向搜索；(2)如何保持非劣解集的多样性。其中， 

第一个问题主要考虑如何适当赋予适应度值，第二个问题需 

要考虑进化算法采用的选择机制，以避免在目标空间或决策 

空间出现太多的相似个体，这样有利于生成分布较广的 Pare- 

t0最优解集。这两个目标关系紧密，其中个体的适应度赋值 

是选择操作的基础和依据，本文将这两者结合在一起，构成多 

目标进化算法中所谓的选择策略。进化算法的选择策略在 

M0EAs的设计中具有重要的地位，它引导算法的搜索过程， 

决定搜索的方向，而且对算法的收敛性有重要影响，是算法能 
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否成功求解 M0P问题的关键因素之一。 

本文第 2节是多 目标优化问题和基本概念；第 3节是 

M0EAs中的适应度函数 ；第 4节是 M0EAs的选择策略，是 

本文的主要部分；第 5节是算法的收敛性分析 ；最后是全文总 

结。 

2 多目标优化问题和基本概念 

为不失一般性，考虑下面 个 自变量和 愚个 目标函数的 

多目标函数最大化问题(MOP)。 

Max： 一厂( )一( ( )， ( )，⋯ ，̂ (z)) 

ST．e(z)一(P1(z)，P2(z)，⋯ ， (1z))≤O (1) 

其中，z一( 1，z2，⋯，矗)∈Xc ， 一(y1， 2，⋯， )∈yc 

，z表示决策向量， 表示 目标向量，X表示决策向量 z形 

成的决策空间，y表示 目标向量 形成的目标空间，约束条件 

P(z)≤O确定决策变量z的可行取值范围。本文仅讨论无约 

束 MOP问题。 

为方便本文讨论 ，首先定义 M0P问题的可行解集的概 

念。 

定义 1(可行解集) 可行解集 X，为满足式(1)中约束条 

件 P(z)的决策向量 的集合，即 Xr一{z∈XI P( )≤O)。 

对 M0P问题而言，一般 X，不可以全部排序，而只能针 

对某个指标进行排序，即部分排序，其情形比单 目标优化问题 

复杂。为此需要在决策空间和目标空间上分别定义向量之间 

的这种偏序关系。 

定义 2(决策空间中的支配关系) 对于决策向量 口，6∈ 

X，，n>6(n优于 6)：当且仅当V ∈(1： )： (口)≥ (6)̂  ∈ 

(1： )： (口)> (6)。 

定义 3(目标空间中的支配关系) 设 “一(m，地，⋯， ) 

和 一( ， ，⋯， )是目标空间中两个向量，称 支配 ，记为 

“>口，当且仅当 地≥ ( 一1：志)̂ 了 ∈(1：愚)： > 。 

由定义 2，3可知，决策空间中的支配关系与 目标空间中 

的支配关系是一致的，因为决策空间中的支配关系实质上是 

由目标空间中的支配关系决定的。 

定义 4(Paret0最优解) 给定一个多目标优化问题 n1ax 

，( z)，若 ∈X，，且不存在其它的 ∈ 使得 ， ( )≤ 

(z )( 一1： )成立 ，且其中至少有一个是严格不等式 ，则称 

是 nlax厂(z)的Pareto最优解。其中， 为定义 1中的可 

行解集。 

定义 5(Paret0最优解集) 给定一个多 目标优化 问题 

max，( )，它的最优解集 P 或 P 定义为：P 一 {z )一{ 

z∈X，l ∈ ， (z )≥ ( )， 一 1： )，其 中 意义 

同定义 1。 

定义 6(进化群体非劣解集) 设 Po户为 M0EAs优化过 

程中某一代群体，解个体 -z ∈Po户为群体的当前最优解个体 

或非劣解，当且仅当一3工∈尸门p!工>r工 ；尸up中所有非劣解 

个体的集合称为当前进化群体的非劣解集。 

定义7(Paret0最优前端) 给定一个多 目标优化问题 

max，(z)和它的最优解集{z }，它的 Pareto最优前端 PF 

或 'P 定义为PF。一{，( )一厂1(z)， ( )，⋯，̂ (z)1 ∈ 

{z }}。 

3 MoEAs中的适应度函数 

选择算子的任务是从较差个体中逐渐选出优良的解个 
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体。通常采取在第(￡一1)代对两个群体 P“ ’和 P“ ”进行 

个体排序或分级，然后产生出第 ￡代的新群体P“ 。排序分 

级是根据标量适应度值 中( )对当前已存储的所有个体 ∈ 

(P“ UP“ ”)进行操作，而这里的映射 并非决策方案 

的严格的纯函数关系。 

由于 M0P中适应度的赋值 和选择必须要考虑多个 目 

标，而在 MOEAs中不存在所谓已知的适应度值 ，它需要定义 

和间接构造。其次，M0EAs中赋值问题的关键在于适应度 

函数要与决策方案的给定偏好排序进行恰当的关联，使得排 

序过程在实数集上产生一个正则化序列Ⅲ。如果适应度函数 

构造不当，致使个体的排序过程不能在实数集上产生正则 

化序列，则很难判断个体之间的优劣，选择操作就无法进行 。 

假设有一多目标背包问题的适应度赋值函数定义如下： 

中：一∑ · (z)， ∈R (2) 

若(￡，1—2，(u2一一1，对于上述背包问题的决策方案集 A， 

适应度计算如下： 

A一{n，6，c， ) 

d一{}，，(n)：(0，O)， (口)一O 

6一{1}，，(6)一(4，1)， (6)一7 

c一{3}，厂(c)一(4，2)， (c)一6 

一 {1，2，4}，，(d)一(7，4)，中( )一1O 

显然 6的适应度好于c的适应度，则方案 6优于方案 c。 

但这种表述存在缺陷，例如对于n，6，d 3种方案，从各 自的子 

目标值来看，它们 3者是相互非劣的。但从适应度值 的角度 

看d却好于6，6好于n。算法运行到该阶段时只有4个个体， 

无法再找到真正优于这 3个方案的个体。但是在比较方案 6 

和c时，已经确认 c劣于方案6，因而断定 c不是最优解 ，但将 

c与方案n，d比较，却发现它们是相互非劣的。 

因为按照加权和法确定的适应度值与Pareto支配之间 

存在矛盾，所以需要引入新的概念和方法 1̈]。 

定义 8(序态射) 假设 R和 S分别为集合 A，B上的一 

种二进制关系，对于函数 “：A—B， 

(1)如果 Vn，6∈A： “(口)S“(6)，则称函数 “是序同 

态的； 

(2)如果Vn，6∈A：nR6甘“(n)S“(6)，则称函数 “是序同 

构的。 

如果 B为实数集，序同构 “也称为优胜关系 的一种表 

示。理想的情形是适应度函数 中能够作为优胜关系的一种 

反映形式，使得 S成为实数集上一种典范次序关系。这意味 

着在决策方案的优于关系中存在一对一的关联对应，使优胜 

关系在适应度函数值上有确定的对应。而下面的定理可以对 

上述的理想情形给出明确的界定。 

定理 1 假设 A为一个有限集合， 和>为 A中元素之 

间两两比较的二元关系 在 A上对于实值函数 “，如果以下 

充要条件成立： 

(1)。 6甘“(n)≥“(6)，则称 是完全全序关系，酃弱优 

胜于关系。 

(2)n>6㈢M(口)>“(6)，则称>是严格弱序关系，即优胜 

于的关系。 

根据上述定理，适应度函数 不可能作为一种排序表达 

式，因为弱优胜关系通常不具有连通性 ，而优胜关系>不具备 

反向传输特性。 



 

适应度函数为了保证与决策者偏好结构保持一致，至少 

在实数域上是同态的，因此序同态是实现适应度赋值的最低 

要求。从另一个方面来说，序同构的情形一般不存在。由此 

可知，M0EAs中适应度赋值 函数的定义和构造是一项十分 

重要的工作。 

多目标进化算法中的选择策略在 M0EAs的设计中具有 

十分主要的地位，是算法能否成功求解 M0P问题的关键因 

素之一。自Schaffer在 1985年提出第一个真正意义的多 目 

标进化算法 VEGA[ ]以来，MoEAs的发展很快，其中出现了 

不同类型的选择策略，这些选择策略之间区别很大，包括它们 

的操作机制原理、操作方式及优劣点等，各具特点。深入理解 

各种不同的选择策略有助于设计不同的M0EAs来解决不同 

的 M0P问题 。 

为避免混淆 MOEAs算子之间的细微差别 ，采用了严格 

的数学描述形式来表达不同的选择机制，现对描述中用到的 

一 些符号定义如下： 

定义 9(形式化描述符号) 

(1)J为个体空间中的一个非空集合，个体 ∈J； 

(2) ， ∈z+，分别代表父代和子代种群规模，则映射 

丁：P—P 称为一个种群变换； 

(3)X为参数空间，Q为采样空间，则称映射 X—T(Q，T 

(P，UJ ))为一个进化算子； 

(4) 和 p⋯分别表示进化过程的第 代种群及其经 

进化算子作用后的子代种群。 
，， 、 ， 、 

(5)P⋯ 犁⋯表示操作算子当前可作用的个体集合。 

4．1 子群体并列选择 

schaffer提出的 Ⅵ、GA_2]算法是这种选择策略的代表， 

它将一个规模为 N的群体均分成 是个子群体并分别针对不 

同的目标各自独立地进化，每个子群体产生各自的新子群，然 

后将七个新子群混合起来进行交叉和变异操作，如此重复实 

施上述迭代过程。 

定义 10(子群体并列选择) 

5㈨ ： t’×丁( ， )一T( ”，丁(6( + )，P‘⋯’)) 

其中， 和 。分别等于譬和 ，即每个子群体具有相 
同的基数。 

这种选择策略中每个子群体都是针对其中一个目标函数 

进行评估的，这就与 Pareto支配之间是一对矛盾。因为一个 

好的 Paret0最优解是考虑了所有 目标的，它对单个 目标而言 

并非最优解 ，这样的解很容易在选择操作时被“丢弃” 其次， 

这种选择机制在选择操作时只考虑了一个目标而忽视了其它 

目标，容易导致“物种形成(speciatbn)”。这种选择策略在本 

质上是一种目标函数的加权和法，容易在 Pareto前端的始末 

处产生解点，且对前端曲面的非凸部敏感。 

4．2 变化权重系数法 

这种求解 MOP问题的方法以 Hajela和 Lin提出的“可 

变目标权重聚合法” ]最具代表性。 

首先，这种方法是一种非 Pareto方法，在为个体赋予适 

应度值时使用加权和法，对每个目标赋一个权重，即将 忌个目 

标聚合成一个单 目标，例如：max∑ 厂 (．r)， 一(1，2，⋯， )。 
2兰 J 

这里雠≥O为第 个目标的权重系数，且一般满足：∑ ，一l。 

为了并行搜索多个解权重 ， 一(1：是)并不固定，权重和问题 

解同时实施进化操作。 

Ishibuchi和Murata在他们的IMM0GL ]算法中使用 

了同样的方法构造 MOP问题的适应度函数，算法在选择父 

体时随机指定权重以形成不同的权重向量( ， ，⋯，雠)，其 

中 触 由(t， 一m彻fo ／(rⅡnd0m1+⋯+mn 0mI)产生。这 

样，在算法的每一代中就有K个搜索方向以找到不同的非支 

配解。 

在Jaszkiewicz提出的MoG [ ]算法中每次迭代随机 

选中一个优化的标量函数来对所有使用加权的 Tchebycheff 

函数或加权线性函数的正则权重向量进行同时优化。这种权 

重组合的依据是所有加权 Tchebycheff函数和加权线性函数 

在非支配集中有最优值，因此找到整个非支配集合等价于找 

出所有加权 Tchebycheff函数和加权线性函数的最优值。 

这种选择方法的优点是计算效率比较高，同时可以得到 

一 个较好的非劣解作为其它方法的初始值。而且这种策略计 

算的个体初始适应度值与其它个体无关，每个个体的评估都 

使用确定的加权组合，所有个体都有一个适应度值 ，以保证搜 

索方向朝最优解行进。但是在没有足够的关于 M0P问题的 

信息时，无法确定合适的权重系数。如果权重的组合函数呈 

线性时无论怎样调整权重系统，都难以搜索到非凸解，如果组 

合函数呈非线性则可以很好解决此问题(Coello Coello et aL 

2O02，Jaszkiewicz 20O2)。 

4．3 排序分级选择法 

这种选择策略在 MOEAs中使用较多，如 Fonseca和 

Fleming提出的 M0GA[ ，Srinivas和 Deb提出的 NSGA[ ] 

以及 Deb与 Agrawa1等人的 NSGA2[ ]等。 

这类方法根据“Pareto最优个体”的概念，对种群中所有 

个体进行分级排序，依据是种群存在多少个个体优胜于该个 

体，以此作为适应度赋值的基础。当然，不同算法在具体赋值 

方式上可能存在差异。下面定义分级排序的符号化描述。 

定义 11(级别赋值) 假设 ‰ 为当代群体 中的一个个 

体，其适应度向量为 ‰，即 ∈P( )，其中 P( )={口l( )，口。 

( )，⋯， ( ))∈p⋯，且m< 。第 代的个体口 的级别赋值 
(‘)一1 

如下：R ( ) ∑ I(‰ )I，即口 的级别等于群体 P( ) 

中优胜于％ 的个体数目之和。 

假设第f代种群中的个体 ，其相应的目标向量为 “，定 

义 ”为当前种群中支配目标向量 的个体数 目，五 在第 ￡ 

代种群个体排序中的位置设为 rn碰( ，￡)一 ”，则所有当前 

种群中非劣个体的排序均预设为 O。 

值得注意的是：M0P问题中，优劣性和支配关系并非定 

义目标向量之间的整体有序关系，只是给出部分有序的关系， 

因此这种级别排序不其有唯一性。 

由上述 Paret0最优个体的排序过程可知：(1)个体的适 

应度值与群体的规模有关；(2)排序分级选择法仅仅度量了各 

个个体之间的优胜次序，而未度量各个个体的分散程度，因而 

容易生成很多个相似的Pareto最优解，难以生成分布较广的 

Pareto最优解集。解决这个问题的办法是根据个体之间的 
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Pareto优于关系和其它信息为个体确定适应度值。 

4．4 共享函数法 

在MOP问题求解中，一般希望得到的解方案尽可能地 

分散在整个 Paret0最优集合内，而不是集中在最优解集的某 
一 个较小区域。利用小生境技术对个体适应度进行共享可以 

实现这个要求，其中以 Hom 等人提出的 NPGA[。 算法最 

具代表性。 

定义 12(适应度共享和小生境) 若 n，6∈P( )，且 D(n， 

6)≤‰ ，其中 D为点n和6之间的基因型或表现型距离 ，则 

对个体解点 口和6的适应度进行修正 ，使得 (n)： (口)一 

X， (6)： (6)一X，其中 X由n和6这两个个体之间的距离 

D来确定。 

度量距离 D是为了确定某个个体与群体中其它成员之 

间的距离。实际上，评估距离 D对适应度共享的影响还需考 

虑该个体周围分布的其它个体数 目。周围个体的数目一般用 

小生境数目n 来表示，它是指在特定的空间区域内存在的个 

体数目。 

定义 13(小生境数 目) 小生境数目 墙是指在基因型空 

间R 或表现型空间R 中位于第 个小生境内的个体数 目， 

即在 P一 ( )， 一 ，PF (￡)或者P 一 空间中位于某个 

特定区域内个体的数目之和。 

将小生境操作算子与选择算子配合使用，可以限制某些 

个体繁衍至下一代，基于小生境的选择方式定义如下： 

定义 14(基于小生境的选择算子) 如果对两个非劣个 

体 口和 6实施基于小生境的选择，设 n (口)，啦(6)分别为个体 

n和 6在第 个小生境内的小生境数 目，则从 min(掩(口)， 

(6))中选择相应的个体，即选中具有最小小生境数目的个体。 

下面给出NPGA[ ]中共享选择方法的过程(以二进制锦 

标赛选择为例)： 

1．从种群中随机挑选 愚个个体组成比较集合 C，其中 忌 

为预设的比较集合规模。 

2．从群体中随机选择两个个体组成个体联赛集合 丁，这 

里的联赛规模 z 一2。 

3．分别比较联赛集合 T中的两个个体与集合c中所有 

个体之间的优胜关系，根据比较结果，按如下方式从联赛集合 

T中选择一个个体遗传到下一代： 

(1)如果集合 丁中一个个体(记为 工)比集合 C中所有个 

体都优胜，而另一个体不比c中所有个体优胜，则z遗传至 

下一代； 

(2)如果由(1)未能选出胜出者，则利用定义 14中的选择 

方法从等价群体中选择小生境数最小的个体胜出。 

这种选择策略的优点是能够得到多种不同的 Paret0最 

优解点，但不足之处在于：一方面由于每次进行选择操作都需 

要进行大量的个体之间优于关系的评价和比较运算，使得算 

法的搜索效率较低；另一方面确定合适的小生境参数 有 

时很困难。 

事实上，除了利用小生境技术评估个体的密度信息外， 

NSGA2_8 通过 计算 个 体 的拥 挤 距离 来 估计 密 度 信息 ， 

sPEA2l11]算法通过计算个体与其第 忌个最近邻在 目标空间 

的距离来修正个体的适应度值以及 PAES[ 算法采用自适 

应的网格算子来评估个体的密度信息等等。基于密度选择的 

性能与密度估计技术的精确性密切相关_1引。 
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4．5 外部种群辅助选择 

为了存储算法在运行中得到的非支配解，防止由于随机 

因素导致优化过程中优秀解个体的丢失，很多 MOEAs算法 

通过构造一个辅助种群，即所谓档案(Archive)来维护当代群 

体中的满意个体，使其能够复制到下一代。同时，由于内存资 

源的限制，档案规模的大小必须有限。这类选择方法的典型 

代表就是 Zitzler和 Thiele提出的 SPEA[ 算法。 

外部种群辅助选择方法有几个与众不同的特征：(1)将每 

代中的非劣个体存储在外部的一个附属可更新群体里；(2)种 

群中个体的适应度与外部辅助集中优于该个体的数 目有关； 

(3)使用聚类技术对外部档案中的非支配解进行剪枝而不破 

坏均衡面的特征。 

下面给出基于聚类的存档算子描述。 

定义 15(基于聚类的存档算子) 设个体 a卅∈P是种群 

P中的非劣解，考虑将其放到外部辅助种群 P ，P 的最大规 

模限制为N 。如果 IP I<N ，则 P 一P U{a，，l}；否则执行操 

作 P 一P U{ }，当且仅当下面两项条件之一成立： 

(1)新解 支配外部种群中的部分解 ，则将 P 中这些受 

支配的解个体移除； 

(2)将新解 n 和 P 中的保留解共同进行聚类剪枝而且 

n 能得以保留。 

M0EAs大多利用 Paret0优胜关系和个体的密度信息挑 

选最优个体 ，并将其保存在每代的群体档案中，但是这样可能 

存在退化问题，即第 ￡代群体档案中的个体可能劣于第￡ 代 

群体档案中的个体(￡ <￡)。 urnanns等人提出了一种群体 

档案策略来克服这种退化现象[1 。其次，一些 MOEAs并未 

区分 P中的非劣解与P 中非劣解在适应度取值上的差别，实 

际上，P 中非劣解点通常优于种群 P中的非劣解，因而适应 

度赋值应考虑结合外部种群。 

4．6 结合决策偏好的选择 

基于 Pareto优胜关 系的选择方法已被广泛采用，这类 

M0EAs在理论上能找到任意 Paret0最优解，但搜索空间的 

维数影响了它的性能，正如 Fonseca和 Fleming所说[16_：“基 

于 Pareto的单纯 EAs不能正确地优化含很多个目标的问题， 

由于均衡面的大小和维数过高，导致不能产生满意解”。崔逊 

学等人l1 。]提出的“多目标协调进化算法(MoCEA)”就是这 

种选择方法的例子。 

在高维空间内的有限规模 的进化群体中，各个体之间很 

难进行 Pareto排序比较，有时甚至会出现所有个体均是 Pa— 

reto最优解 ，从而无法实施正常的进化选优。在这种情形下 

不能采用通常的 Paret0优于关系对个体进行优劣排序，而必 

须采用新的概念和方法。为方便论述，现定义如下概念_1]。 

定义 16(级别不劣于关系) 对于给定方案集 R中的任 
一 对方案z 和 ，若 z 的级别不劣于 z ，当且仅当根据决策 

者的偏好序和来自各个目标 (z)， ( )，⋯， (．z)的信息， 

人们有理由相信 优于z ，记作 z 。反之称菲 S ，记 

作 加￡ S ，当且仅当根据决策者的偏好序和关于各属性 ^ 

( )，，2( )，⋯， (z)的信息，人们没有理由相信z S 。 

定义 17(级别无差异关系) 给定方案集 R及 R 中的两 

个方案 ， ，我们说 z ，当且仅当存在方案 6l，62，⋯， ∈ 

R，(1，Q，⋯， ∈R( ≥1，启≥1)，使 ＆ 且z ＆ ，或 l， 

61S ，⋯， Sz 且 z Sc1，clSc2，⋯ ， 。 



 

性质 1 级别不劣于关系 S具有如下性质： 

(1)关系 S不保证方案之间有传递性。 

(2)对于任一方案 ，关系S是 自反的，即 (V ∈R)。 

(3)R中的任一对方案在关系S下不一定是可比较的。 

多目标协调模型的基本思路是根据某种指示值对方案集 

R中各方案的级别关系进行检验，淘汰其中级别较低的方案， 

以便决策者能从保留的方案中直接选择好方案。实质是利用 

一 种比“Pareto优于关系”较弱的“级别不劣于关系”进行排 

序。 

协调模型常用方法是ELE(：TRE法，基本思想是利用比 

不劣于关系较弱的级别不劣于关系 S进行排序，这种排序关 

系是“建立在决策者愿意承担由于承认假设 z 不劣于 所产 

生的一定的风险的基础上”。该方法的关键技术是构造级别 

关系来形成最小优势子集供优化决策。 

M0CEA算法将决策者偏好信息融合到搜索过程，用个 

体之问经过协调检验的“级别不劣于关系”取代“Pareto优于 

关系”，以此来产生方案偏好排序集，为现实中的高维多 目标 

优化问题提供一种有效途径。但是，由于在优化领域中存在 

“没有免费的午餐”定理，因此不可盲 目将 M0CEA照搬地应 

用到任何问题的求解中。 

5 算法的收敛性分析 

在 EA进化过程中，对应于当前 EA群体确定一个局部 

的Pareto最优解集，被称为 P ～ (￡)，￡表示进化代数。很多 

M0EAs使用外部辅助群体来存储逐代累积产生的非劣个 

体，称此辅助群体为 一 (￡)，P (O)定义为空集，P 定 

义为进化终止时的最终 Paret0解集。 

在第f代P 一 (￡)被加入到已有的群体 (￡)，即 

Pn— ( )U ～ (f)，但每个个体均要经过 Paret0解集进行 

过滤检测，其中劣点被剔除，剩下的形成 P̂一 (f+1)。整个 

进化过程重复进行直至结束。如此形成的 与理论上的 

Pareto最优解集(P )可能有一定区别。定义 (￡)， 

(f)， 和 P 的 Pareto前端 分别 为 P 一 (￡)， 

PFb (f)，PFb 和 PF～ 。 

假设 1 用 EA求解 MOP问题时，假设满足如下隐含条 

件之一：I (f)=P ，或 —，(￡)(二=P ，或 PR一 (f)∈ 

[P 一e，P ]。 

引理 1 在假设 1条件下，对于给定的非空解集 ，至少存 

在一个 Pareto最优解【】 。 

证明见文献[1]中P13O—P131，略。 

定理 2(算法收敛性定理) 具有无限规模且具备一定特 

征的M0EAs能以概率 1收敛于M0P问题的全局最优解，即 

Pareto前端 F ，它至多由无穷多个向量 W ， ，⋯， 组 

成，数学描述是：P{limF ∈P(幻)一1，其中 P(￡)一尸删 (￡)。 

证明：Back已证明 EA如果满足如下两个条件，则能 以 

概率 1收敛[ 。(1)V F ， ∈，， 能由F通过交叉和变异 

获得；(2)整个群体的次序P(o)，．P(1)，⋯是单调的，即对于 

V￡，有 min{ (F(￡十1))}F(￡+1)∈P(￡+1)}≤min{ (F(￡)) 

IF(f)∈P(￡)} 

假设 M0EAs具有无限精度，在无限群体规模情况下采 

用的交叉和变异算子均不随进化代数变化，进化过程即能访 

问到搜索空问中任意一点，这样可以满足条件(1)。 

要证明 M0EAs的群体次序是单调的，必须要求 MOEAs 

的适应度函数和选择算法是单调的，如果赋值方法保证占优 

的个体具有更好的适应度，则适应度函数具有单调性。在 

M0EAS的选择方法中，对当代群体中的个体进行排序，产生 

某代的 Pareto最优解集 ～ (￡)，它由一些非劣解组成，且 

总是非空集合。在 P ～ (￡)与 P ～ (￡)进行并集运算时过滤 

劣解后可以认为 Pb一 (￡+1)cP ，即满足假设 1之条件。 

如果M0EAs中的父代个体与它们的子代个体一起参与 

选择并适者生存 ，根据引理 1， (f)中至少存在一个 Pare— 

t0最优解 ，它被合并至 (z+1)，保证了(￡+1)代的最佳 

适应度值至少等于 ￡代的最佳适应度值；因 P 一 (≠)可能出 

现更优的非劣解 ，它(们)在 P删 (f)U (￡)形成 一 (f 

+1)时获得更好的适应度值，至少不会出现劣于￡代的结果。 

因此选择方式能满足单调性。 

综合上述证明过程，具备一定特征的 MOEAs算法满足 

Back提出的两个条件，其收敛性得证 

由于计算资源的限制，通常是在算法运行至某一预设的 

最大代数时终止。由定理 2可知，算法得到的 逼近 

P ，所以将 一 作为 M0P问题的 Paret0最优解集或近似 

解集是完全合理的。 

结束语 本文在统一的框架下研究了 MOEAs中的选择 

策略。由于在 MOP问题中，适应度函数赋值与 Pareto支配 

之间可能存在矛盾，文章首先讨论了 M0P问题中适应度函 

数的构造问题，要求适应度函数在实数域至少是同态的，但是 

一 般情形下，序同构是很难达到的。随后，研究了 M0EAs中 

的选择策略问题，采用一种新的方法对这些选择策略进行了 

分类，依据这些选择策略的操作机制和原理不同将它们分为 

子群并列选择法、变化权重系数法、排序分级选择法、共享函 

数法、外部种群辅助选择法和结合决策偏好选择法。其中子 

群并列选择法和变化权重系数法是非 Paret0方法的；而排序 

分级选择法、共享函数法和外部种群辅助选择法都是基于 

Pareto优胜关系选择方法的；结合决策偏好的选择法基于级 

别不劣于关系的选择方法，它是一种比Paret0优胜关系要弱 

的一种比较关系，以克服 Pareto关系在高维搜索空间中的不 

足 。 

文章对各类选择策略的操作机制原理和操作方式采用符 

号化描述是为了深层次理解 M0EAs的操作算子 ，这样不仅 

有利于 M0EAs的改进而且有助于研究人员依据 M0P问题 

特点设计出更适合问题求解的算法。 

文章最后对具备一定特征的 MOEAs的收敛行为进行了 

分析，从理论上证明了算法的收敛性。所谓“具备一定特征” 

是指算法具有无限精度，在进化过程中对于搜索空间中任意 
一 点均是可达的，其次算法的适应度函数和选择算子都应该 

具有单调性，以保证不会出现“退化现象”。收敛性的证明说 

明了将算法运行终止时得到的 作为M0P问题的Pare— 

to最优解集或近似解集的合理性。 
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