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基于顶点度数的完全独立生成树研究 

林政宽 赵 源 樊建席 程宝雷 

(苏州大学计算机科学与技术学院 苏州 215006) 

(江苏省计算机信息处理技术重点实验室 苏州215006)。 

摘 要 在计算机互连网络中，完全独立生成树在信息的可靠传输、并行传输、安全分发等方面具有重要的作用。假 

设图 G中存在 棵生成树 111， ，⋯， ，若对于图G中任意两个顶点U和u，满足 “和 之间的路径在这n棵树 中都 

是顶点不相交的，则称这 n棵树为完全独立生成树(CISTs)。在 2015年，Chang等人证明了对于包含 n(n≥6)个顶点 

的任意图G，如果图G的最小顶点度数至少为 一2，那么，G中存在至少Ln／3 棵 CISTsllj。在 Chang等人的基础上， 

文中继续深入研究了图G中顶点度数和 CISTs的棵数之间的关系。对于包含 n(n≥5)个顶点的任意图 G，假设图G 

的最小顶点度数至少为 一2，得出度数为 ”一2的顶点的个数、度数为 一1的顶点的个数与图 G中C1sTS的棵数之 

间关系的推导等式，并证明了其正确性，从而改进了文献[1]中的结果。 
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Research on Completely Independent Spanning Trees Based on Degree of Vertices 
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(School of Computer Science and Technology，Suzhou 215006，China) 

(Provincial Key Laboratory for Computer Information Processing Technology，Suzhou 215006，China)0 

Abstract In the interconnection network of computers，completely independent spanning trees(CISTs)play an impor— 

tant role in the aspects such as reliable transmission，parallel transmission，secure distribution and others of informa— 

tion．Supposing that there exist n spanning trees which are T1，丁2，⋯ ， in a graph G，for any pair of vertices“and in 

G，if the paths from“to are node--disjoint in the trees， ，丁2，⋯， are called CISTs in G．In 2005，Chang et a1． 

Eli gave the proof that for graphs of order with 72≥6，if the minimum degree is at least 一2，there are at least L n／3 

CISTs in G．Based on the result of Chang et a1．，we further studied the relation between vertex degree and number of 

CISTs in G．For any graph of order with ≥ 5，if the minimum degree of vertices is at least r／--2，the equation between 

the number of vertices whose degree is 一2，the number of vertices whose degree is”一 1 and the number of CISTs can 

be obtained．The correctness of the equation was also proved，improving the result in paper Eli． 

Keywords Completely independent spanning trees，Reliable transmission，Interconnection network，Graph 

1 引言 

一 个互连网络可以用一个简单图 G一( ，E)来表示 ，其 

中 代表G上的顶点集合，而 E代表G上的边集合。G上的 

n条路径如果具有相同的起点和终点，并且这 条路径中任 

意两条路径上的顶点都不相同(除起点和终点)且边也都不相 

同，则称这 条路径为顶点不相交路径[2]。G上的两棵生成 

树如果具有相同的根，且这两棵生成树中由根到任一顶点的 

两条路径(每棵生成树各一条)为顶点不相交路径 ，则称这两 

棵树相互独立。如果对于 G上的两棵生成树中的任意两个 

顶点 “和 ，满足 U和 之问的路径均为顶点不相交路径 ，则 

称这两棵树相互完全独立。若 棵生成树两两相互独立 ，则 

称之为 棵独立生成树(Independent Spanning Trees，ISTs)； 

若 棵生成树两两相互完全独立 ，则称之为 棵完全独立生 

成树 (Completely Independent Spanning Trees，CISTs)。CIS]g 

的概念是由Hasunuma[3 于 2001年提出的。 

在计算机互连网络中，CISTs具有较好的应用 。若一个 

互连网络 G中存在 棵 CISTs，则 G中任意两个顶点之间存 

在 "条顶点不相交路径。这 条路径用于在两个处理器之间 

传输信息时，假设网络存在至多 7z一1个故障处理器 ，则这两 
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个处理器之间总存在一条无故障路径，从而达到可靠传输的 

目的。若所有处理器都是无故障的，则可将信息分成 份，每 
一 份在一条路径中传输，从而达到并行传输的目的；当用于信 

息分发时，可以将每一条路径上传输的信息进行加密，以提高 

信息分发的安全性。 

Hasunuma指出，证明一个任意网络上 CISTs的存在性 

是 NP-难的，即使只证明其上存在两棵 CISTsE 。Araki证明 

了在顶点个数大于或等于 3的网络中，若每个顶点的度数大 

于或等于 ／2，则该网络中存在 2棵 CISTsE ；Fan等证明了 

对于在顶点个数大于或等于 3的网络中，如果非相邻顶点对 

的度数和 大于或 等于 ，则该 网络 中存在 2棵 CISTsE 。 

Chang等人证明了对于包含 个顶点的任意图G，n>j6，如果 

图G的最小 顶点度数至少为 一2，那 么存在至少 n／3棵 

CISTsE 
。 

本文改进了文献[1]的结论。针对包含 个顶点的任意 

图G，n>j5，如果图 G的最小顶点度数至少为 一2，文中给出 

了度数为 一2的顶点个数、度数为 ”一1的顶点个数与图 G 

中CISTs的棵数之间的推导等式，并证明了其正确性。 

2 预备知识 

设图G一( ，E)是一个简单图， 是图G中顶点集 V的 
一 个非空子集 。以 为顶点集合 ，以两端点均在 V 中的全部 

边作为边集的子图，称为 G中由非空顶点子集 导出的子 

图，记G[ ]。对于 G上任意两个顶点 “和 ，当且仅当 

(“， )∈E时，称 “和 是相邻的。顶点 “的邻居集合是 G上 

所有与．T相邻的顶点组成 的集合，记为 N( )。图 G中与某 

个顶点．72相连接的边的数 目称为这个顶点的度数，简称度 ，记 

为 deg(3c)。将图G的最小度数定义为 (G)一rain{deg(x)l 

∈V}。当顶点 和 之 间存在相连的边时，将该边记作 

．ry。文中将自然数集记为 N。 

文献[7]给出了关于二分图的定义：若把简单图G的顶 

点集合分成两个不同的非空集合 V 和 ，使得图中的每一 

条边都连接 t中的一个顶点与 中的一个顶点(因此 G中 

没有边连接V 中的两个顶点或 中的两个顶点)，则称 G 

为二分图。假设图 G的顶点集合 V存在不相交子集 U 和 

，忽略 和 中存在的边 ，定义 B(U ， )为一个二分 

图。即，V(B(Ul，Uz))一U UU2且 E(B(U1，Uz))一{xy l 

EU1，yE 且 coyEE(G)}。 

一 个图若有 志棵 CISTs，ArakiEs~给出了具体描述 ： 

引理 1 E5] 图G有志棵 CISTs，当且仅当它的顶点集合 

( ≠0)可以划分为 1， ，⋯， ，并且 V-， ，⋯， 满足 

条件 ： 

1)对于 iE{1，2，⋯，是)，or-Vi]是一个连通图； 

2)对于不同的整数 i，JE{1，2，⋯，是}，B(Ui，gj)中没有 

树状分支。 

3 最小度数为 ，l一2的图中CISTs的棵数 

假定图G中顶点的最小度数不小于 一2，即 (G)≥ 一2。 

根据顶点度的不同，顶点集合 (G)可分为 A一(11rfdeg( r)一 

，z一2}与 B—V(G)一A一{zldegCr)一 一1}两类，其中G[B] 

可以看成一个完全图。 

当jAl—O时，艿(G)一 一1，此时的图为完全图。G中存 

在Ln／2 棵 CISTsl8]。 

当IAl≠0时， (G)≥n--2，此时可以得出以下结论。 

定理 1 若最小度数为 一2的图 G中任意两个不同的 

顶点 和 满足 ∈E(G)，则 N( )一N(3，)一V(G)一 

{ ， }。 

证明：因为 E(G)，即 与 之间不相连，所以顶点 

除了顶点 之外，与图G所有点相连，顶点 除了顶点 之外 ， 

与图G所有顶点均相连，因此，易知 N( )一N( )一 (G)一 

{ ， }。 

根据定理 1的结论可以推出定理 2。 

定理 2 假设 ， 和 为最小度数为 一2的图 G中任 

意 3个不同的顶点，若 ．1， ∈E(G)，则 乞urE E(G)且 wyE 

E(G)。 

根据定理 1与定理 2的结论，可以推出定理 3。 

定理 3 最小度数为 一2的图 G中任意 4个不同的顶 

点 训， ， 和 ，若 戡  E(G)且 ：cy E(G)，则 伽 。E E(G)， 

wyEE(G)， EE(G)， EE(G)。 

定理 4 在最小度数为 一2的图G中，若令顶点集合 

A一{ITldeg(3c)一 一2且 ：cEV(G)}，则 lA{是偶数。 

证明：(反证法)假设 l A{是奇数，令图中顶点集合 B— 

(G)一A一{ ldegCr)一 一1}。图G中总顶点个数 有奇 

偶两种情况。 

情形 1 一2t(t≥1，tE』＼，)。因为 lAl是奇数，则 l Bl也 

是奇数。根据乘法规律：奇数乘奇数得奇数，偶数乘奇数得偶 

数，偶数乘偶数得偶数。因此，( ～2)×lAI是偶数，(”一1)× 

lBl是奇数 ，从而可以得出( 一2)×lAI+( 一1)×lBl是奇 

数 ，而(”一2)×lAl+( 一1)×lB】一2×lE(G)l是图 G的总 

边数的两倍 ，必是偶数，从而得出矛盾。 

情形 2 一2￡+1(tEN)。因为 IAl是奇数，则 lBl也是 

偶数。因为( 一2)×lAl是奇数，( 一1)×lBl是偶数，从而可 

以得出( 一2)×}Al+( 一1)×lBI是奇数，而(，z一2)×lAl+ 

( 一1)×JBl一2×lE(G)l是图 G的总边数的两倍 ，必是偶 

数 ，从而也得出矛盾。 

综上所述，假设不成立。因此，{AI是偶数。 

根据定理 4，将顶点集合A中的顶点编号为A一{丑，． ，⋯， 

2 }(f≥1，tEN)，其中 胁一1 2 ∈E(G)(1≤ ≤ )。 

当图G中有 8个度数为 一2的顶点时(见图 1)，可以将 

其最多分成满足引理 1的 3部分(见图 2)。假设将 8个顶点 

编号为{l，rl， 2，⋯， 8}。 

■。 
五 

．  

● 、● 
X6 

图 1 图中有 8个度数为 一2的顶点的情形 

I—‘—。—。—。—。—。 ‘ ‘ 。 —。—。—。—。—。—。‘。‘ 。I 

●⋯ ● ● ：●⋯ ● ◆ ： ◆ ◆ 
1 ： X6 X7l ： I 

图2 对图1的划分结果 

图 1、图 2中，除虚线处不相连，顶点之间两两相连。 
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根据定理 1和定理 3，将顶点集合 A中的顶点按照主要 

存在形式划分为图 3和图 4两种。 

2 I 
X2 +1 

● ● 
‘

、

、 ，，

／ ‘ 

、

× 
，，一 ＼

、  

． ．◆ ◆ 
2， 2 X2j 

图 3 4个度数为 一2的点为一组的划分 

．i； ⋯⋯⋯⋯． 
图 4 2个度数为 一2的点为一组的划分 

在图G中，若有图3形式的度数为n一2的顶点的基本组 

合 ，除顶点 ‘ r 一l和 ’ 不相连、顶点 ~rej+l和~2j+2不相连外，顶 

点 ’ 一1，St? ，2czj+l和2r2j+2与图G中其他所有顶点均相连；若 

有图4形式的度数为／-／一2的顶点的基本组合，除顶点 z 一 

和 z 不相连，顶点 z 一 和 z 分别与图G中其他所有顶点相 

连。 

下面具体讨论最小度数为 一2的图 G。因为当顶点集 

合 V(G)中顶点的个数为 3或者 4时，很明显顶点集合 (G) 

已经无法分割，此时最小独立生成树的最小棵数为 1，所以这 

里限定 n>j5继续进行讨论。给定度数为 ”一2的顶点的个数 

与度数为 一1的顶点的个数，求出存在 CISTs的最小棵数。 

因为每 8个度数为 一2的顶点可以划分为 3棵 CISTs，所以 

顶点集合 A的个数有 4种情况 ：lA J E{8p，8p一2，8 一4， 

8 一6}( ≥1，PE N)，而 1 B l主要有两种情况：I B l∈{2q， 

2q+1)(qEN))。 

定理 5 令图G的最小顶点度数为 一2( ≥5)，G中顶 

点分为A一{ ldeg(．r)一 一2)和 B一{．Tldeg(x)一 一1}两 

类。记 lBl E{2q，2q+1}。那么，G中存在 CISTs的最小棵 

数情况如下 ： 

f3p+q， IA{一8p，lBI∈N 

I 3p+q--1， lAl=8p--2，{Bl∈N或 

I lAl一8p--4，IBl一2q+1 

l 3户+q一2， lAI一8p--4，』Bl=2q或 

I IAl一8p--6，lBl一2q+1 

【3p+q一3， lA}一8p一6，IBl=2q 

证明：A一{ 1， 2，⋯， 2 }(f≥1，tEN)，其中 黝一1 2 ∈E 

(G)(1≤ ≤f)，其余顶点相互之间均相连；B一{ ，y2，⋯，弘) 

(q≥1，qEN)，其中顶点相互之间均相连。 

因为每 8个度数为 一2的顶点可以划分为 3棵 CISTs， 

所以根据顶点集合A 中顶点的个数和顶点集合 B中顶点 的 

个数分情况讨论。 

情形 1 lAl一8p(P≥ 1，PEN)，则 A 中顶点均 以图 3 

中的形式存在。将 A 中的顶点划分为顶点集合 Vi一{山 ， 

．T4H ， H }(1≤ ≤2p)与 p+i／：{Xsj一4，．z'sj}(1 ≤户)。 

情形 1．1 lBI一0，即此时 q一0。图 G中的顶点均为A 

中的顶点，此时划分的所有顶点集合满足引理 1，所以图 G中 

至少存在 3 棵 CISTs。 

情形 1．2 l BI一2q(q≥1，qEN)。可以将 B中的顶点 

划分为 + 一{3Iz 一 ，3，2女}(1≤是≤q)，此时划分的所有顶点 

集合满足引理 1，所以图 G中至少存在 3 +q棵 CISTs。 

情形 1．3 1BI一2q+1(q≥≥0，qEN)。可以将 B中的顶点 

划分为顶点集合 +女一{ 女一1， }(1≤五≤q--1)与 p+ 一 

{ z ， 2。， 2 )，此时划分的所有顶点集合满足引理 1，所 

以图G中至少存在 3 +q棵 CISTs。 

因此 ，当lAl~Sp(p≥ 1，PE N)时 ，记 I Bl∈{2q，2q+1} 

(q≥0，qE』＼，)，图G中至少存在 3 +q棵 CISTs。 

情形 2 }A{=8 一2(户≥1，pEN)，则 A中有 8户一4个 

顶点以图 3中的形式存在，2个顶点以图 4中的形式存 在。 

将 A中的顶点划分为顶点集合 ={蛳一 一2， 一 }(1≤ 

≤2户一1)，V2p+l厂2一{．Tsj一12， 一8}(2≤ ≤ p)与 V3p—l一 

{，T8 一4，,T8p一3，X8 一2}。 

情形 2．1 l B l一0，即此时 q一0。顶点均为 A 中的顶 

点，此时划分的所有顶点集合满足引理 1，所以图 G中至少存 

在 3声一1棵 CISTs。 

情形 2．2 lBl一2q(q≥1，qEN)。可 以将 B中的顶点 

划分为顶点集合 p一 + 一{y2 ， 2々)(1≤是≤q)，此时划分 

的所有顶点集合满足引理 1，所以图 G中至少存在 3 +q—l 

棵 CISTs。 

情形 2．3 l Bl一2q+1(q≥O，qE N)。可以将 B中的顶 

点划分为顶 点集合 p—l+ 一{ 2 一l， 2̂}(1≤是≤g一 1)， 

p--1+ 一{ 2 一 ， 2 ， 2 +1}，此时划分的所有顶点集合满足引 

理 1，所以图G中至少存在 3 +q一1棵 CISTs。 

因此，当1Al=8p--2(p>~1，pEN)时 ，1Bj∈{2q，2q+1} 

(q≥O，qEN)，图 G中至少存在 3p+q一1棵 CISTs。 

情形 3 lAl=8p--4(p>~1，pEN)，则 A 中有 8 一4个 

顶点均以图 3中的形式存在。因为 P一1时 ，lAl一4；声≥2 

时，lA}一8 一4>5，所以下面先就 P的取值进行分类讨论。 

情形 3．1 ：1。因lV(G){≥5且 lAl一4，故 lBl≥l。 

情形 3．1．1 IBI一2q(q≥1，qEN)。可以将顶点划分 

为顶点集合 Vl一 z’2， }，V2： { 1，Y2，、T4}与 +2： 

{ 2⋯ ， z +z}(1≤是≤q--1)，此时划分 的所有顶点集合满足 

引理 1，所以图G中至少存在q+1棵 CISTs。 

情形 3．1．2 lBl一2q+1(q≥0，qEN)。可以将顶点划 

分为顶点集合 V1= {m ， 2， 3}， — 4， 2 l}与 +2一 

{ z女一 ， z女}(1≤走≤q)，此时划分的所有顶点集合满足引理 1， 

所以图 G中至少存在 q+2棵 CISTs。 

情形 3．2 声≥2。 

情形 3．2．1 lBl一0，此时 q一0。可以将顶点划分为顶 

点集合 一 { H ， 一2'Ir4H }(1≤ ≤2p一1)，Vz̈ 一3一 

{ 一20， _8j一16}(3≤ J≤ )与 V3卢一2一{2rSp--12， 8卢一8，．r8p一4}，此 

时划分的所有顶点集合满足引理 1，所 以图 G中至少存在 

3声一2棵 CISTs。 

情形 3．2．2 }Bl一2q(q≥1，qEN)。可以将顶点划分 

为顶点集合 Vi：{ 一。， 2， H }(1≤ ≤2p一1)， 一2一 

{2C8 —l2，21"8p 8， 8 一4)与 p一2+k一{ z女l， }(1≤是≤q)，此时 

划分的所有顶点集合满足引理 1，所 以图G中至少存在 3声+ 

q一2棵 CISTs。 

情形 3．2．3 lBj一2q+1(q≥O，qEN)。可以将顶点划分 

为顶点集合 Vi一{,T4厂3，⋯T4 2，,r4H }(1≤ ≤2 ～1)， + 一2一 

{~TSp--12， 一8}(2≤ ≤ )，V3 l一{ ／- 8 一4， 2 }与 l+ 一 

(下转第 lO7页) 



第 6期 叶 翔，等：VANET中基于约束区域中继的协作通信性能研究 107 

(上接 第 96页) 

{yz 一 ，y2 }(1≤是≤q)，此时划分的所有顶点集合满足引理 1， 

所以图G中至少存在 3 +q一1棵 CISTs。 

因此 ，当IAI一8 一4( ≥l，pEN)时，若 lB【一2q(q>／0， 

qEN)，图G中至少存在 3 +q一2棵 CISTs；若 }Bl一2q+1 

(g≥O，q∈N)，图 G中至少存在 3 +g一1棵 CISTs。 

情形 4 IAl一8 一6( ≥1，pEN)，则A 中有 8 一8个 

顶点均以图3中的形式存在，2个顶点以图4中的形式存在。 

一1时，IAI一8户一6—8*1—6—2<5； ≥2时，IAl一8 一 

4>5。下面就 P的取值进行分类讨论。 

情形 4．1 p一1。因f (G)f≥5且 fAf一2，故 fBf≥3。 

情形 4．1．1 lBl一2q(q~1，qEN)。可以将顶点划分 

为顶点集合 VI一{∞ ，x2，y2q}，V2一 {y2q 3，y2g一2，y2q l}与 

+2一{y2女一 ，yz }(1≤志≤q一2)，此时划分的所有顶点集合 

满足引理 1，所以图G中至少存在q棵 CISTs。 

情形 4．1．2 fBI一2q+1(q≥0，qEN)。可以将顶点划 

分为顶点集合 Vl一{ 1，,7c2，y2 1}与 +l一{Y21—1， 2 }(1≤ 

志≤q)，此时划分的所有顶点集合满足引理 1，所以图 G中至 

少存在 q+1棵 CISTs。 

情形 4．2 ≥2。 

情形 4．2．1 IBl一0，即此时 q一0。可以将顶点划分为 

顶点集合 一{‰一3，蛳 2， 一1}(1≤ ≤2 一2)， p+̂一3一 

{ 一2o， z 一l6)(3≤ ≤ P)与 r3 一3={．T8户12，LF8 一8， 8声7， 

s 一 )。此时划分的所有顶点集合满足引理 1，所以图G中至 

少存在 3 一3棵 CISTs。 

情形 4．2．2 IBl一2q(q≥1，qEN)。可以将顶点划分为 

顶点集合 一{x4H ，x4H ，x4卜1)(1≤ ≤2p一2)，V2 一 一 

{ _l20，硒  }(3 ≤户)， 一{ ，x8 ，y2 一1}， 一 

{ 8p一8， 8 _12， 2 }与 2*一{Y2k一1，Y2女)(1≤k≤q--1)。 

此时划分的所有顶点集合满足引理 1，所以图 G中至少存在 

3 +q一3棵 CISTs。 

情形 4．2．3 lBl一2q+1(q≥0，qEN)。可以将顶点划 

分为顶点集合 Vi={黝一3， 一2，oT 一 )(1≤ ≤2 ～2)， 

、，2 +J一3一 { 一12， 一8}(2≤ ≤ p)，Va声一2一 {3-8卢一6，．T8p一7， 

}与 p 2+ 一{ 一 ， }(1≤ ≤g)，此时划分的所有顶 

点集合满 足引理 1，所 以图 G 中至少存 在 3 +q一2棵 

CISTs。 

因此 ，当IAl一8p一6(p≥1，pEN)时，若 lBI一2q(q~0， 

qEN)，图G中至少存在 3 +q一3棵 CISTs；若 j Bl一2q+1 

(q≥O，qEN)时，图G中至少存在 3p+q一2棵 CISTs。 

结束语 本文讨论的对象为包含不少于 5个顶点且最小 

度数为 一2( ≥5)的图G，若已知其度数为 n一2的顶点的顶 

点的个数等于 lAl，以及度数为 一1的顶点的个数等于 lBI， 

可以推导出图G(V)所包含的完全独立生成树的最小棵数。顶 

点集合A的个数有4种情况：IAl∈{8 ，8户一2，8户一4，8p一6} 

(户≥1，pE．N)，而 lBj主要有两种情况：lBl E{2q，2q+1) 

(qE N)。具体图中完全独立生成树的最小棵数情况如下 ： 

p十q 

p十 q 

十 q 

—

卜-q 

， JA J一8p，}Bj∈N 
一

1， 】Al一8声一2，lBI∈N或 

IA】一8夕一4，lBl一2q+1 
-- 2， lAl一8p一4，lBl=2q或 

lAI一8户一6，IBI一2q+1 
-- 3， JA J一8 一6，jB J=2q 

由结论可以发现，所寻找的完全独立生成树的最小棵数 

依赖于度数为 ”一2的顶点的个数以及度数为 一1的顶点的 

个数。Araki证明了，当图 G的最小度数不小于 n／2时，图 G 

存在着 2棵完全独立生成树。假设图 G中的顶点度数至少 

为 n--k(k≥3)，且已知图G中不同顶点度的顶点个数时，是 

否可以判断图 G( )所包含的完全独立生成树 的棵数，还有 

待于进一步研究 。 
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