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基于信赖域方法的几何约束求解技术的研究*) 
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摘 要 几何约束求解问题是当前基于约束设计研究中的热点问题。一个约束描述了一个应该被满足的关系，一旦 

用户已经定义了一系列的关系，那么在修改参数之后，系统会自动选择合适的状态来满足约束。拟将信赖域方法引入 

到几何约束求解中。因为传统的Newton法在实际计算时对初始点要求比较严格，且每次都要计算导数，当导数值出 

现奇异状况或非常小时，使计算无法进行，且收敛性不能保证，因而使方法受到一定的限制。信赖域方法既具有New- 

ton法的快速收敛性又有理想的总体收敛性，而且可以解决Hessian阵不正定和鞍点等困难。 
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Ab|i打act The geometric constraint solving is a popular pm~em in the current constraint design research．A constraint 

can describe a relation tO be satisfied．Once the user defines a series of relations，the system will select a proper state tO 

satisfy the constraints after the parameters are modified．We will introduce the trust region method in the geometric 

constraint solving．Because traditional Newton method is strict to the initial po int in actual computation，and each time 

we must calculate derivative every time．When the derivative value has the strange condition or is very smalll，it will 

cause the computation to be unable to be carried on．And the constringency cannot be ensured，thus the method is to 

limited in a certain． The trust region method not only has the fast astringency of the Newt on method but also has a per- 

feet overall contringency，moreover it may solve the difficulties of Hessian matrix non-positive definite and saddle 

po int． 
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1 引言 

机械设计作为一门科学技术在人类长期的生产活动中推 

动了社会和经济的发展，但长期以来，机械产品的设计一直有 

人来完成从概念设计到详细设计的各个阶段的工作，其设计 

的周期长、设计的精确性和可靠性受到了很大的限制，影响了 

设计质量，很难达到最佳设计及优化设计。产品设计的质量 

一 般只有到样机制造出来之前才能进行评估。为了克服这些 

缺点，引入了几何约束求解。几何约束求解问题是当前基于 

约束设计研究中的热点问题。一个约束描述了一个应该被满 

足的关系，一旦用户已经定义了一系列的关系，那么在修改参 

数之后，系统会自动选择合适的状态来满足约束，这种思想方 

法叫做基于约束的模型。系统解决约束的部分叫约束求解 

器。国内外很多学者运用数值计算理论、人工智能理论、图 

论、自由度分析理论等对约束求解进行了深入的研究，归纳起 

来主要有：整体求解法，稀疏矩阵法，连接分析法，规约构造 

法，约束传播法，符号代数法和辅助线法等[1]。 

拟将信赖域方法引入到几何约束求解中。因为传统的 

Newton法在实际计算时对初始点要求比较严格，且每次都要 

计算导数，当导数值出现奇异状况或非常小时，使计算无法进 

行，且收敛性不能保证，因而使方法受到一定的限制。在具有 

线性搜索的Newton方法中，修改 Hessian阵，以保证搜索方 

向的下降性，寻求在解的附近使算法具有整体收敛性，是很有 

意义的工作。信赖域方法既具有 Newton法的快速收敛性又 

有理想的总体收敛性，而且可以解决 Hessian阵不正定和丑 

为鞍点等困难。 

2 几何约束求解 

从人工智能的角度来看[2 ]，设计问题本质上是一个约 

束满足问题，即给定功能、结构、材料和制造等诸多方面的要 

求描述，也就是设计约束，求得满足设计约束的设计对象的细 

节。传统的没有几何约束管理和求解技术支撑的传统 Q I 

系统，其设计模型只记录了产品的形位坐标信息，没有记录约 

束信息，亦即只保存了设计的最后结果，而将贯穿始终的设计 

约束信息丢弃，这样的CAD系统显然无法满足现代制造企业 

对设计的需求。新一代CAD研究和开发，是基于几何和模型 

的。设计模型是几何模型和设计信息(特征和约束)的结合， 

可以更好、更完整的沟通设计意图。 

在诸多设计约束中，几何约束最具有基础性，是表达其它 

设计约束的基础，是约束管理和求解技术中必须优先解决的 

*)本研究由国家自然科学基金项目资助(批准号：60573182)。曹春红 博士，讲师，CCF会员，主要研究方向为计算机图形学，计算机辅助设 

计，计算机图像处理等。 
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问题。 

几何约束是指几何约束系统中几何元素之间固有的约束 

关系，它直接反映了几何体的形状和位置关系。几何约束包 

括两种类型：结构约束和尺寸约束。结构约束是指几何元素 

之间的拓扑结构关系，描述了几何元素的空间相对位置和连 

接方式，其属性值在参数化过程中保持不变。尺寸约束则是 

通过图上的尺寸标注表示的约束，例如距离、角度等。工程图 

中的尺寸标注是几何体的一个直接和自然的描述者，所以提 

供了修改几何形体的最合适的方式。尺寸驱动的目的就是根 

据尺寸标注值的变化修改图形，并保持图形变化前后的拓扑 

结构关系不变。 

常见的几何约束多为二元约束，特别是两两空间相互位 

置关系的约束，称为位置约束。有许多貌似一元约束的几何 

位置约束，也可以转化为二元几何约束 在工程实际应用中， 

几何约束通常作为工程概念描述譬如平行、同轴、相距、共面 

等，按照几何约束的代数表达，这些语义关系可以映射为一组 

独立的代数表达式。 

约束问题可以形式化为(E，C)r引，其中E一(e。，ez，⋯， 

e )，表示几何元素，如点、线、圆等；C一(cl，C2，⋯， )，a表示 

加在这些几何元素之间的约束。一般一个约束对应一个代数 

方程，因此约束可以表示为 

』，l ， 1，X2，⋯，而)一0 (1) 
I

．  

(xo， l，X2，⋯ ，Xn)一0 

X=(Xo， l，⋯ ， ) 

Xi为几何元素e 的一些参数值，如二维点可以表示为 

( ，X2)。约束求解就是求出X满足式(1)。 

3 信赖域算法模型 

求解式(1)的方法有多种，熟知以Newton法为代表的迭 

代法及其变形。求解式(1)时，一般都是采用线性搜索技术， 

寻找搜索方向 和步长因子Ot ，使得目标函数值在每一步都 

有所下降，即满足 ll F(xk)+akd ll< ll F(xk)ll。这种搜索 

技术，在实际计算时对初始点 XO要求比较严格，且每次都要 

计算 ( )，当导数值出现奇异状况或非常小时，使计算无法 

进行，且收敛性不能保证，因而使方法受到一定的限制。因 

此，在具有线性搜索的Newton方法中，修改 Hessian阵，以保 

证搜索方向的下降性，寻求在解的附近使算法具有整体收敛 

性，是很有意义的工作。信赖域方法[7]既具有 Newton法的 

快速收敛性又有理想的总体收敛性，而且可以解决 Hessian 

阵不正定和鳓 为鞍点等困难[8]。 

用无约束优化方法求解式(1)时，通常将其转化为求极小 

问题 

min，( )一专F( )TF( ) (2) 
信赖域方法的基本思想是：设 4是当前迭代点，在以鳓 

为中心， 为半径的闭球(或取某框形巨域)邻域内求解一子 

问题，要求试探步 在信赖域内，即在每次迭代时有一正数 

，且要求试探步满足 ll ll< ，用一评价函数决定该 

是否被接受，若被接受，则令 +l=4+dk；否则令鳓+l=4。 

如果试探成功，信赖域的半径保持不变或扩大，否则缩小半 

径。信赖域方法的模型问题是 

min S．t． ll≤hk q (s)=f(xk)+ s+1／2 b (3) 

而式(3)可以通过求解 

(G +雎J)s=一 (4) 

来表征，其中：二次模型q (s)是在 处对目标函数，( )的 
一 个合适模拟， ， 是目标函数f( )在 处的梯度和 

Hessian阵胁是一非负数。令 

R( )一 

OF1 

OX1 

OF． 

a 

OF． 

a岛  

OF． 

OXn 

，g( )一R( )TF( ) (5) 

本文将上述信赖域方法用于求解非线性方程组问题，在 

保持信赖域方法总体收敛的前提下和在具体求解过程中，用 

目标函数及其一阶导数A的信息，构造Hessian阵 的近似 

序列 ，通过 BFGS校正公式产生目标函数的曲率近似，不 

仅保持了矩阵序列的正定性，克服了数值上的奇异性，而且方 

法具有下降性及收敛速度快等优点，其中，g和，的定义见式 

(5)，式(2)，所用的BFGS校正方法如下 

B =Bk+哗 + (6) g Ⅱ 
口 Yk 

其中：sk一鳓+l一鳓， 一 +1一 

=g( )，gk+l=g(sck+1) (7) 

对于搜索步长因子 的确定，为克服在接近极小点时有 

可能出现迁回现象及步长因子较小的情形，应用交替方向法， 

记a =(一 ，sk)／(1l一 ll ll sk l1)，若 -<,／g／z时，搜索方 

向取原拟牛顿方向sk，否则，搜索方向取最速下降方向一 。 

同时，为了提高算法的效率，还可在每一迭代步中使用 sa— 

maskii技巧 J。 

4 算法实现步骤 

Step0给出初始点 lER"，∈≥0，h1=ll g1 ll ，Bl—J∈ 

，其中g定义如前面所述，置是：=0(以下用 & 近似目标 

函数中的G )； 

Step1 分别按式(5，6)，计算 ，&，若 ll ll<∈，则停 

止 ； 

Step2 分解&+ J，若不正定，令 一4 ，重复判断 

& +胁J直到正定 ； 

Step3 求解式(4)，得 Sk，并计算 ，同时用改进的黄金 

分割法计算步长因子 。 

若 >0，计算 一(一 ，sk)，／(1l一 ll ll Sk l1)， 

if口 -<,／g／z，令 一戳s 

else令 一 (一 )，鳓+l一鳓+dk，鳓，0一鳓+ ， 

，  ：鳓， —l+[ ( )] F( ， —1)，i=1，⋯，m，k=0，1，⋯ 

Xk+l— n ．，，l； 

Step4 若 ≥0．25， 一4 ，hk=hk，转Step5，hk= 

0．5h ，转Step6； 

Step5 ≤0．75且 ll ll—ll ll， = ，转 Step6；hk 

= 2hk； 

Step6 h 一hk，由式(2)和式(5)计算 Bk，是一是+1，转 

Step2。否则 +l一 。 

5 实验结果及其分析 

图1和图2中，(a)是设计的原图，(b)都是有部分尺寸或 

者角度有了变化后用信赖域算法得到的新的图形。从图1和 

图2我们可看出，在用户定了约束关系后，系统在参数修改之 

后可以自动地满足约束条件。 

(下转第 221页) 

·209 · 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


5 Yamakawa T．High speed fuzzy controller hardware system]． 
The Mega FIPS Machine．Elsevier：SciencePub．Complne，1988 

6 Surmann H。Ungering A，Goser K．Optimized fuzzy controller ar— 

chitecture for field programmable gate arrays． in Lecture Notes 

on Computer Scienee Nr．705．Berlin：SpringerVerlag，1993 

7 Amara J F ，̂L Towards Evolvable Analog Fuzzy Logic Control— 

lers．2003 NASA／D0D Conference on Evolvable Hardware(EH’ 

03)，2003．101 

8 潘承志，靳东明．可编程模糊逻辑控制器芯片的应用研究．微电子 

学，2001，31(1)：70~73 

9 沈杰，靳东明，李志坚．可编程模糊逻辑控制器芯片的设计．电子 

学报，1999，27(8)：23～25 

10 Herrera F，Lozano M，Verdegay J L A Learning Process for 

Fuzzy Co ntrol Rules using Genetic Algorithms．Fuzzy Sets and 

Systems，1998，100：143～ 158 

11 Co rdon O，Gomide F，Herrera F，et a1．Ten years of genetic fuzzy 

systems：current framework and new trends．Fuzzy Sets and Sys- 

terns，Elsevier，2004，141：5～ 31 

(上接第209页) 

(a)原设计图 

(a)原设计图 

表 1 Newton法和信赖域方法求解几何约束问题的比较 

最终解的平均误差 平均执行时间(s) 问题 

Newton l信赖域法 Newton法 I信赖域法 

图1 5．05 l 2．44 24．4 l 10．8 
图2 7．55 l 4．78 5O．8 l 31．8 

由表1可以看出，信赖域方法在最终解的平均误差和平 

均执行时间上都优于经典的求解几何约束问题的 Newton 

法。 
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