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从近似超平面到 SVR的算法研究 ) 

曾绍华 ， 魏 延 ，。 曹长修 

(重庆大学自动化学院 重庆400030) (重庆师范大学管理学院 重庆400030) 

(重庆师范大学数学与计算机科学学院 重庆400030)。 

摘 要 本文证明了SVM 存在近似超平面；根据 SV分布于SVM 超平面附近，也必然分布于其近似超平面附近的特 

点，提出了从近似超平面出发，通过向量距近似超平面的距离的大小逐步搜索SV，建立SVR的算法思想；列举了基于 

该算法思想的一个算法实例——从多元回归平面构建 LS-SVIV[；分析了其时空复杂度，并与 LS-SVM 的线性方程组 

解法和直接分解算法进行比较，其结果是该算法能够收敛到z个训练样本直接建立的SVR，并降低了计算时间复杂度 

和显著降低了计算空间复杂度。 
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Abstract This paper contributes a class of algorithms of constructing SVR based on its different approximate hyper- 

planes．It proves that SVM has its approximate hyperplanes．According as there are Support Vectors near the SVM 

and the Support Vectors are consequentially near the approximate hyperplane of the svM too，to bring forward the idea 

of constructing SVR— — starting from its approximate hyperplane tO search the Support Vectors step by step．It repre— 

sents an algorithm instancr starting from the Multiple Linear Regression Model tO constructing SVM ，based on 

the idea，and analyzes its complexity．Comparing between it．the method of solving L SVM with system of linear e— 

quations and the decomposition algorithm ，the result iS the algorithm can converge tO L SVM and decrease the time 

complexity and reduce evidently the space complexity． 
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支持向量机(s、rM——Support Vector Machine)是 1992 

年Vapnic等人发明的[2]，常用来解决分类和回归问题，是解 

决非线性问题的重要工具。SVM是凸二次规划问题 ，大样本 

条件下其核矩阵非常庞大，解凸二次规划算法的时间复杂度 

与样本有关[5]，求解困难，因此，快速求解 SVM成为了广大 

学者研究的课题。前人在SVM上做了大量的研究，对支持 

向量分类机(SVc——support Vector Classifier)研究比较成 

熟，并在分类的基础上提出了用 SVM解决回归问题l1 ]。但 

是，许多能解决分类问题的SVM快速算法都不能直接用于 

解决回归问题，支持向量回归机(s、 ——Support Vector 

Regression)的快速算法还有待进一步研究。 

由于SVM训练结果只与支持向量(s、，-一 support Vec— 

tors)有关，因此，人们努力去搜寻 SV，以降低解凸二次规划 

的复杂度。其中一条途径就是分块或分解算法，例如文E1]。 

C Bradford在文[3]中提出了解凸壳的方法，求包含SV的凸 

壳。但是，现有的分块或分解算法求取 SV的目标性不强，对 

解凸二次规划的复杂度降低较小；C Bradford提出的解凸壳 

方法运算复杂，不能解决回归问题。希望有一种比文[1]目标 

性强，比解凸壳简单，适合搜寻回归问题 SV的简单方法，以 

降低求解 SVR的复杂度，建立快速SVR。 

1 算法思想 

时间复杂度最小的方法就是直接用 SV去建立 SVM 的超平 

面。但是，未建立超平面无法预知哪些样本(向量)是 SV，因 

此，不可能先求得SV，然后再求取SVM。 

如果有SVM的近似超平面，根据支持向量在 SVM超平 

面附近的特点，就可以通过该近似超平面搜索 SV。 

1．1 SVM的近似超平面存在定理及证明 

定义 1 设 +1维向量空间中y与X(y∈R，XER")之 

间满足函数关系：y一 (x)，如果 厂(x)能依概率逼近y— 

(x)，则称厂(x)与 (x)近似，记作f(X)~qKX)。 

即：limf(X) (x)，则称 厂(x)～ (x)。z为训练样 

本数。 

引理 1 设 +1维向量空间中y与X(y∈R，XER")之 

间满足函数关系：y— (x)，如果 厂(x)～ (x)，则l
，
imf(X) 

(x)。 

证明：根据定义 1，显然它是成立的。 

引理 2 设 +1维向量空间中可用 厂(X)， (X)逼近 y 
由 由 

(YER，XEIP)，则limf(X) (x)和limqKX)叫 ( 。 

证明：lim厂(x) y，y未知时，用它的逼近函数 (X) 

由于s、rM训练结果只与支持向量有关，因此求解 svM 代替，所以 (x) (x)； 
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同理，!imp(X) ，( 。 
_ 一  

定理 1 设 +1维向量空间中存在关于y与X(YER， 

X∈ )的SVM，有可用来逼近y的函数厂(X)，则厂(X)～ 一 

SVM 。 

K(x ， )一 (z ) (刁) (6) 

根据Karush-Kuhn-Tucker(KKT)条件，得如下线性方程 

[O1K 蚴一[ 
证明：li (X) y，y—SVM，所以 im厂(X) svI ， 其中：K为由(7)式计算的核矩阵；y一(y1，y2，⋯， )。 

￡ ∞  ‘ ∞  

则 ，(X)～SVM。 

定理2 设 +1维向量空间中存在关于y与X(Y∈R， 

X∈ )的SVM，如果X的任一分量在定义域 <Xi< 1( 
一 1，⋯， ； l，Vi2为常数)内，j z (z ∈N)，在此定义域内 

随机抽取大于或等于z一个样本建立的y一厂(X)(，(X)可能 

就是 SVMI．~)与 SVM 近似，即 厂(x) 一y，厂(x)～ 

SVM 。 

证明：li (X) y，所以 imlY--f(X)l—O； 

根据抽样理论，j z (z ∈N)，lira ly一厂(X)l 一e(e 
_n 

为接近于 0的随机误差)，lim厂(X) y，y—SVM，li．ra f 
‘，／ ‘m ．n min 

(X) svM，所以，在定义域内随机抽取z(z≥z )个样本建 

立的y 厂(X)(厂(X)可能就是 sVMf～)与SVM近似。 

即 ：厂(X)～SVM 

1．2 搜索SV的算法设计 

根据1．1的证明得知，从样本空间抽样建立的y一厂(X) 

与SVM近似。由于SV分布于 SVM超平面附近，距超平面 

的相对位置较近 ，因而，它也分布于近似超平面，(X)的附 

近。 

1．2．1 搜索策略 

近似超平面的一般形式： 

v( )一wry(x)+6 (1) 

Stepl：对近似超平面进行向量空间转换； 

卜 一 ( ) (2) 

v( )一西 +6 (3) 

Step2：计算 到(3)式的距离 ； 

— I西 +6一 I／~／ll Wll +1 (4) 

Step3：按照d值的从小到大原则，选择m个对应d值较 

小的X与上次搜索中的支持向量一起构成新的训练样本子 

集 ，训练新的近似超平面，然后逐步迭代，构建SVR。 

1．2．2 终止条件 ， 

(1)精确搜索终止条件：搜索到训练集 中的全部支持 

向量。 

(2)不精确搜索的终止条件：复相关系数大于p；回归剩 

余离差平方和小于Q；在 中连续 次没有搜索到新的支持 

向量。上述三项终止条件中的任意一项被满足即可终止。 

2 算法实例 

根据初始近似超平面和构建的 SVM类型的不同，可以 

设计一类从近似超平面到SVR的算法。下面以初始近似超 

平面为多元回归平面，构建LS-SVM为例列举算法实例。 

2．1 LS-SVM 的线性方程组解法[4] 

LS-SVM 的形式： 

( )一E∞K( ，z )+6 (5) 

其中：K(x，Xi)为Mercer核函数。 
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(7) 

解线性方程组，得 6，a： 

[ [OlK 九o] ㈣ 
啦≠O的为支持向量。 

2．2 数据预处理及多元回归的计算 

对数据作归一化处理 ： 

z  i一  
f[ 兰 L (9) 

’ Zim — Z，min 

( 一1，2，⋯ ，Z； 一1，2，⋯， +1)。 

多元回归模型： 

v(z)一西 +6 (1O) 

求解得： 

[ ][[ 蜩 
2．3 从多元回归平面构建 【 SVM的算法及复杂度分析 

2．3．1 从多元回归平面构建 LS-SVM 的算法 

Stepl：Ts、SVs和 SVr置空；在 T中，随机抽取 k个样本 

写入 ，用公式(11)计算(1O)的参数Wr和b。 

Step2：用(4)式计算 T中向量z距 建立的回归平面 

(1O)的距离，按照 d值从小到大，从 T中选取对应的k个向 

量更新训练样本子集 ，并在T中对这k向量作‘*’标记。 

Step3：用(6)、(8)式训练 的超平面(5)。 

Step4：While(T一 不为 ) 

{ 

Step4—1：将 训练的超平面(5)的支持向量追加写 

入 S ； 、 

Step4—2：将 训练的超平面(5)转换为(3)； 

Step4—3：将 T一 中的向量X映射到z 一 ( )； 

Step4—4：用(4)式计算向量 z 距 训练的超平 

面转换成的(3)的距离 ； 

Step4—5：按照d值从小到大和 卜z 一 ( )的 

映射关系，从 T一 中选取对应的m个向量与SVs中 

的向量一起更新训练样本子集 ； 

Step4—6：在T中对这m个样本作 *标记； 

Step4—7：用(6)、(8)式训练 的超平面(5)。 

} 

Step5：If(不满足终止条件) 

{ 

Step5—1：Ts训练的超平面(5)的支持向量置换 SVr 

中向量； 

Step5—2：去除T中的所有*标记，然后对T中包含在 

SVr中的向量作*标记； 

Step5—3：goto Step4。 

} 

Step6：结束。 

2．3．2 复杂度分析 

精确搜索的最坏情况mz 1，循环 z次(z为训练样本数)， 
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图2(a)的结果表明，对含有背景噪音(一定范围)的混合 

高斯数据，用混合 t模型替代混合高斯模型，鲁棒性明显增 

强；在基于混合t模型的鲁棒聚类算法中，用组合规则成分灭 

绝策略选择成分数的聚类算法比用 BIC准则选择成分数的 

聚类算法鲁棒。值得注意的是，用组合规则成分灭绝策略选 

择成分数的聚类算法在噪音为 0时，误聚类率接近 0。图 2 

(b)的结果表明，使用本文提议的CMECM和 ECM2的鲁棒 

聚类算法(RCA3和 RCA4)比使用 CEM2的鲁棒聚类算法 

RCA2收敛快，RCA3与 RCAI收敛速度相当，RCA4与 

RCA1收敛速度快。 

结论 结合多周期版本 ECM算法和 CE 算法的思 

想，本文提出了两个求解混合t模型的修改版EM算法，通过 

集成 MML收敛准则，使用组合规则成分灭绝策略，得到两个 

鲁棒聚类算法。实验表明，本文的鲁棒聚类算法结合了混合 

多变量 t分布，多周期版本 ECM，CEM2算法，MML准则和 

DA的优势，与混合高斯模型相比，对局外点的鲁棒效果强很 

多，与传统混合t模型求解方法 EM／ECM相比，对局外点要 

鲁棒并且收敛速度更快。 
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每次循环的时间复杂度为0(z )，所以，搜索一次的总时间复 

杂度为0(／s)。通常 >1，并且搜索t次SVr才可能恒定，精 

确搜索才能终止，时19复杂度将为O(t／mX z。)。由于 《z， 
，，‘ 

因此在0(／s)时间范围内一般能解。总的空间复杂度为2×z 

×(nX1)+3×愚×( +1)+3(k+1)×(愚+1)+愚×愚+(愚+ 

1)×2。愚为训练子集样本数，( +1)为样本维数。 

不精确搜索的最好情形是只执行一次搜索就满足不精确 

搜索的终止条件，总时间复杂度为0(z )。不精确搜索的最 

坏情形等同于精确搜索的最坏情形。通常情况下，不精确搜 

索仅需要搜索几次就能满足终止条件，总时间复杂度通常为 

0(z )。总的空间复杂度为2×z×( +1)+3×愚×( +1)+2 

×(愚+1)×(愚+1)+愚×愚+(愚+1)×2。 

2．3．3 与LS-SVM线性方程组解法和直接的分解算法 

的比较 

从(7)、(8)式得知，L svM线性方程组解法的线性方程 

组系数矩阵为实对称矩阵。求该线性方程组系数矩阵的时间 

复杂度为0(z )；解此线性方程组的时间复杂度为 O((z+ 

1)。)；总的空间复杂度为2×z×( +1)+2×(z+1)×(z+1) 

+(z+1)X2。使用从近似平面出发逐步搜索支持向量，构建 

I s、 vI，核矩阵的规模从lX z变为了愚×愚。由于愚《z，最大 

耗时步骤由解线性方程组转变为构造新的训练样本子集。最 

坏情形下，两种搜索的时间复杂度为 0(is)<0((z+1)。)；通 

常情况下，精确搜索在0(z。)能解，不精确搜索的时间复杂度 

为0(z )；总的空间复杂度也下降为2×z×( +1)+3×愚× 

( +1)+2×(惫+1)×(是+1)+愚×愚+(愚+1)×2。 

直接的分解算法是将z个训练样本随机分为只包含愚个 

训练样本的样本组，逐组求 SVM，然后将每组的SV组合在 
一 起，训练最终的SVM。如果求每组的SVM仍然采用 LS- 

SVM线性方程组解法，其总时间复杂度为0((t／k+1)·(愚 

+1)。)，总的空间复杂度仍然为2×z×( +1)+3×愚×( + 

1)+2×(愚+1)×(愚+1)+愚×愚+(愚+1)×2。使用从近似平 

面出发逐步搜索支持向量构建 Ls-SVM算法的时间复杂度 

大于分解算法的时间复杂度，空间复杂度与分解算法的空间 

复杂度相一致。但是，该算法进行精确搜索建立的LS-SVM， 

能保证收敛到z个训练样本直接解线性方程组建立的 I S- 

SVM，而分解算法不能。 

结论 训练样本集的 SVM存在近似超平面。根据 SV 

分布于SVM超平面附近，也必然分布于其近似超平面附近 

的特点，可以通过向量距近似超平面的距离设计 SV的逐步 

搜索算法。 

从近似超平面到 SVR算法实例一 ～从多元回归平面构 

建LS-SVM的算法得证，从近似超平面出发逐步搜索 SV，建 

立SVR的算法能够降低计算时间复杂度，并且显著降低计算 

的空间复杂度。 

从近似超平面到S、 算法进行精确搜索时，其结果可以 

收敛到z个训练样本直接建立的SⅥ 。 

基于上述结果，根据出发搜索 SV近似超平面和搜索过 

程中解 SVM 算法的不同，能够设计一类从近似超平面到 

sⅥ 算法，用于解决回归问题，求取 sⅥ 。 
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