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始于凸包络线的闭主曲线学习算法研究 ) 

倪劲松 王宜怀。 

(苏州大学数学科学学院 苏州215006) (苏州大学计算机科学与技术学院 苏州215006) 

摘 要 本文提出了将凸包技术与自组织拓扑映射技术相结合的一种针对封闭曲线特征提取的主曲线学习算法，解 

决了一般主曲线算法无法有效模拟封闭和较为复杂分布数据集的难题。算法以数据集的凸包络线为起始步，通过分 

析数据集的全局和局部特征，逐步逼近数据集分布并获得封闭主曲线。算法的关键在于凹点挖掘算法的研究。实验 

结果表明，对于一般封闭曲线点集，该方法均能在较短的时间步内较好地逼近源数据集。该算法结构简单，复杂性在 

最坏情况下也不超过0( )，同时对图像的有界连通区域外部边界特征的提取与图形识别亦将具有较高的应用价值。 
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Abstract We combine convex technique and S0M tO design an algorithm for closed principle curves，which can leaiTl 

gradually to draw out‘center line’for outside boundary cloud of bounded connected domain in plane as an‘approxi— 

mate’boundary．It solves the problem of extracting closed connected curves，for which the known principle curve 

method cann ot do effectively．Since beginning with the convex envelope hull of the data set，it has higher convergence 

speed than the known  method．The key is giving out a mining algorithm  for concave points and concave section／This 

method can get‘approximate’outside boundary of bounded connected domains in short time steps。if which iS not tOO 

complicated．The complexity of the algorithm  is not over 0 ( )，even if it is in the worst case．This algorithm  has 

simpler structure and adaptabilities：it is also useful for extraction of outside boundary of connected domain and recog- 

nition of geometric objects． 
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主曲线是寻找一种几何上直观、理论上完备、算法上可行 

的方法来描述数据集合内在几何结构的方法。作为线性主成 

分分析(PCA)的非线性推广，T．Hastie， Stuetzle经过多 

年的研究后将自组织拓扑映射与样条光滑子相结合，于1989 

年率先给出主曲线概念(简称 HS型主曲线)和算法_】]。其后 

的1O多年间，基于其广泛的应用前景，多位科学家分别给出 

了BR主曲线 、T-主曲线 、I)_主曲线 、K一主曲线 ，以及 

利用自组织拓扑映射定义概率主曲线和概率主曲面[6 和主定 

向点概念及基于主定向点概念的主曲线[4]。作为一个新的研 

究方向，主曲线研究的重要性正在得到国内外的共识，其广泛 

的应用前景也愈来愈引起科研人员的兴趣_7]。 

本文拟在作者前期主曲线理论研究工作(文E8])的基础 

上，针对目前诸多主曲线算法中尚无有效解决封闭和较为复 

杂分布曲线的数据特征提取的缺陷，提出了凸包络线作为算 

法的起始迭代。同时，研究了一种凹点挖掘技术，解决了复杂 

分布曲线数据集的特征提取，进而获取此类数据点集的闭主 

曲线。经过实验检测，该算法运行效果良好，复杂度不高，同 

时具有较好的稳定性。 

1 预备知识 

在以后的讨论中，为了便于理解，我们将对用到的一些相 

关概念和定义等预备知识给出简要的说明。 

1．1 向量量化器 

定义 1 一个 k点向量量化器是一个映射q：Rd一 ，使 

得对每个输入样本 z∈ ，有 

口(z)∈C一{ ， ，⋯， } 尺 

则称 C为一个 一字码书，而 — q(z)( 一1，2，⋯， )称为 37 

所对应的码字。 

这个 k点量化器完全由 一q ( )( 一1，⋯， )决定的 

空间分类所决定。考虑采用 (vj—g(z)(1≤ ≤矗))来取代 

样本37，其产生的失真度量定义为△(z， )一 ll z— ll 。 
一 个具有最小编码失真的向量量化器被称作 Voronoi单元或 

最优量化器。 

一 般采用GL算法计算获取局部最优码书，详细算法可 

参考文E8]。 

在K_主曲线算法的研究中，向量量化器将用于不断增加 

和调整主曲线(折线)的顶点。 

1．2 主曲线 

由于主曲线概念为 Hastie与 Stuetzle最先提出，随后的 

研究中，一些作者提出了不同主曲线的概念和算法，本文将采 

用由H 主曲线定义弱化而产生的K．主曲线。 

定义2(自相合) 如果函数z一，( )，在随机密度分布h 

*)本课题获得国家自然科学基金(10571129)资助。倪劲松 博士，研究方向：代数拓扑同伦论、数据集几何特征提取；王宜怀 教授，研究方 

向：嵌入式系统、数据挖掘、计算机图形处理。 
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下，有E(x J t，(z)一 )一，( )，那么称曲线，是自相合的。 

定义 3(HS主曲线) 对给定的数据分布或数据集 ，满足 

自相合(self_consistent)的光滑曲线，称为主曲线。 

由定义 3知，所谓自相合是指：在曲线上任取一点，收集 

所有投影在该点的数据，求它们的期望均值，其期望恰好与该 

点的值一致(见图 1)。 

图 1 自相合的曲线 

由 Hastie给出的主曲线定义和自相合特性 ，我们可得出 

拓扑性质：如果两个点 x和Y是邻近的，那么这两个点在曲线 

上的投影通常也是邻近的，因此保证了数据分布的拓扑结构 

在主曲线上维持不变 然而，由于光滑性要求太强，其算法实 

现较难，收敛不够稳定，因此，Kegl的折线型主曲线即 K一主曲 

线_5]放弃了曲线光滑性要求，而强调约束曲线的长度，以保证 

问题的良态性。其算法是使用有限的折线段来逼近连续曲 

线。 

在分析了 Kegi的 K一主曲线理论和算法思想基础上，我 

们曾给出了一种更较为简明的K_主曲线算法，其详细论述参 

见文E83。但是，对于实际几何图形为闭合曲线的数据集，该 

算法会形成一个小开口，难以闭合。原因是利用第一主成分 

直线段作为算法的起始步，在迭代过程中始终都是开的。要 

想解决这个问题 ，必须另辟途径。 

1．3 凸包 

经过分析研究发现，凸包技术为解决数据点分布曲线的 

闭合性提供了契机。为此，首先对凸包相关知识作些介绍，详 

细讨论可参见文[9，103。 

平面的一个子集 P被称为是凸的，当且仅当对于 P中的 

任何两点P，qEP，线段 加都完全属于P(如图2所示)。 

图 2 凸集示意图 

对于有限点集 P而言，从直观上看 ：凸包 conv(P)是一个 

凸多边形，而表示一个多边形的最简单方式为从任一个顶点 

出发依照逆时针(或顺时针)方向依次列出它的所有顶点，因 

此所要讨论的凸包求解问题就转化为 

给定平面有限点集 P一{P ，P。，⋯， )，通过计算从 P 

中选出若干点，它们沿逆时针方 向依次对应于 conv(P)的各 

个顶点。 

如图3所示，输入平面上一组点集 P一{P ，p2，Ps，P4， 

Ps，Ps，P )，输出的凸包 

CONY(P)一{Pl，P5，P7，P4，P3)。 

p 

图 3 凸包的计算 

由于conv(P)是一个凸多边形，其顶点均来自于P，因此 

我们只要求出所有满足以下条件的顶点，即顶点 P，g∈P，且 

由P，q确定的直线z向使得点集P只在直线z御所划分的半平 

面内。如果适当选择直线的方向，可使得 P总在直线z御的左 

侧。 

本文采用的凸包算法为递增式凸包算法，其算法思想沿 

用几何的习惯 ，首先对数据集 P中点集排序，产生一个有序 

点列{P ，Pz，⋯， )。然后逐一引入 P中的点，并且在凸包 

每增加P中一个点，都对当前凸包做相应的调整和更新。当 

处理凸包采用按照数据 z坐标由小到大 ，即从左到右的方式 

(如z坐标相同，在按Y坐标从小到大排序)添加时，获得的凸 

包称为下凸包 L一，其凸包中点的序为从最左端的点 P 出 

发，从数据集 P的下方按逆时针行进到P 点；同理，当处理 

凸包采用与上述相反的方向添加时，获得的凸包称为上凸包 

L 。将下凸包与上凸包进行适当拼接后 ，形成按逆时针方向 

组成的数据集 P的闭合包络点集 conv(P)。此算法思想最初 

由GrahamE”]提出，通常称作 Graham扫描(Scan)。这里给出 

算法的主要步骤。 

递增式凸包算法： 

stepl：对 P中点根据 坐标从小到大字典排序，得到序 

列 Pl，P2，⋯，P ； 

step2：在空的L 中一次加入P 与 Pz，开始计算下凸包 

L ； 

step3：循环点集 for 一3 to 

在 L 中加入 P 

如果(L一中至少还有三个点，而且最末尾的三个 

点所构成的不是一个左拐)then将倒数第二个顶 

点从 L一中删除；否则直接循环下一个数据点。 
—  +1循环下一个数据点。 

step4：在空的L 中依次加入 P 与 P ，开始计算上凸 

包 Ll ； 

循环点集 for 一 一2 down to 1 

在 Lz 中加入P ， 

如果(Ll 中至少还有三个点，而且最末尾 的三个 

点所构成的不是一个左拐)then将倒数第二个顶 

点从 L 中删除；否则直接循环下一个数据点。 
— i--1循环下一个数据点。 

step5：拼接上凸包 L 与下凸包L一，获得数据集 P的凸 

包 COnY(P)。 

三个数据点是否构成左拐的问题可通过定义一个判别函 

数来解决。设P 的坐标为(z ， )， ≠ 时，p 一( 一z ， 
一  

)，则 

定义判别函数 
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z=f(pl， ，Pk)一(xj--SEi)(yk—yi)一(xk--SEi)( 一 

yi) 

命题 1： 

(1)Pk落在直线lp q 的左侧半平面内，<一一>f(Pl， 

， Pk)>O 

(2)Pk落在直线lpl qJ上，<一一> ，(Pl， ，Pk)一O 

(3)Pk落在直线z qJ的右侧半平面内，<一一> f(pl， 

p ，Pk)dO 

上述平面有限点集的凸包络构造算法复杂性不超过O(n 

log(n))。 

2 算法设计 

K-主曲线始于 1999年 B Kegl等人的提出[5]。本文提 

出的闭主曲线算法主要解决了闭合形态分布以及整体形状较 

为复杂的曲线数据拟合。 

2．1 主要算法思想 

本算法以凸包络线作为其起始迭代，同时通过分析研究 

数据集的整体和局部性态，开发了一种我们称之为凹点挖掘 

的技术。在此我们给出算法的主要设计思想。 

首先我们假定数据集为平面R 中的点集 P一{夕 “， 

)，且数据集的分布为简单闭合曲线，Lc为所获得的逼近数 

据集的多边形主曲线顶点集，则始于凸包的闭 K-主曲线算法 

思想可以归纳为以下几步。 

stepl：计算点集 P的凸包L，并设 LC=L。 

step2：采用文~-lZl中提出的凹点挖掘技术，增加主曲线 

顶点，主要为如下两步： 

step 2．1 提取凸包点集 L的一条边并计算其边 

长，如果该边长大于设定的阈值，则转 

下一步；否则提取下一条边。 

step 2．2 在该边与数据集所围成的空间中(参见 

图4中含三角形的区域)寻找点集P中 

适当的点P 并将其加入到该边两个 

顶点之间，同时更新主曲线顶点集 LC； 

转step2．1。 

step3：如果需要的话，利用向量量化器或自组织拓扑映 

射技术调整主曲线 LC的顶点位置； 

step4：输出主曲线顶点集 LC。 

在该算法中，最主要也是最困难的是 step2．2。在主曲线 

顶点所构成的边与原始数据集围成的空间中(见图4中含三 

角形的区域)寻找适当的凹点 Pi。时必须统筹考虑数据集的局 

部和整体性状，详细过程可参见文~-lZl。就图4所给出的数 

据集而言，由于原始数据集的整体分布形状比较复杂，不但多 

处出现凹凸现象，而且凹进去的点相对比较靠近，这使得单纯 

采用向量量化器或自组织拓扑映射时生成的主曲线产生畸形 

偏离(参见 3．1．1中的图5(b))。例如在图 4中给出的含三 

角形的区域中，pj。的选择可通过在凸包边上的某条垂直线段 

在其所形成的某个邻域中(见图4中的虚线围成的条形区域) 

扫描原始数据集的方法生成。由于在任何瞬间垂直线段的条 

带邻域必定都能扫描到原始数据点，故可在扫描出的原始数 

据点集中求出最靠近该条边线段的点作为添加点 Pio。当然 

还要考虑 Pi。是否与该边的两个顶点构成左拐。如果构成左 

拐，才将pj。作为添加的主曲线顶点加入到主曲线顶点集 LC 

中，使原先的一条折线段改变为图中的两条虚线段(见图4中 

的三角形虚线部分)。 
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图4 基于凸底的凹点挖掘技术图示 

2．2 算法的复杂性分析 

该算法包含了1．3节中的递增式凸包算法(step1)以及 

文[8]中给出的用来调整顶点的向量量化器算法和自组织拓 

扑算法(稍有修改)(step3)。对 step3而言，常见的数据集分 

布，如果其分布的形状不是过于复杂的话(详见下一节的算法 

演示和分析)，可以省去step3，这样可使得算法的复杂度有所 

减少。在 step3不可缺省的情况下，算法的复杂度可以由 

stepl( log(n))和step2、step3的复杂性构成。由于码本的 

计算量一般不超过 O(1og(n))，同时当利用向量量化器调整 

顶点时，我们在这里去除了原先算法[8]中的增加主曲线顶点 

部分，故本文算法中 step3的复杂性比原先有一定的减低。 

一 般情形下，step3的复杂度通常为O(n lo ( ))(在不使用 

自组织拓扑映射调整顶点的情形下 O(nk log(n))，其中k为 

主曲线的顶点数)，即使在最坏情形下 step3的复杂性也不超 

过O(n )；对于step2，主要运算量在主曲线顶点的循环和对 

数据集某个条状邻域的扫描上，故 step2的复杂度应为O(k 

log(n))( 为主曲线的顶点数)。综上所述，本算法的最终复 

杂度将不超过0( )。 

3 算法分析及其讨论 

本文所给出的算法主要针对闭曲线型分布数据的主曲线 

拟合，在某种程度上是对kegl给出的k-主曲线和文E83给出 

的k-主曲线的进一步研究。本节将通过给出算法的运行结 

果对算法展开进一步的分析和讨论。 

3．1 一般数据分布的算法误差分析 

为了展示算法的有效性，我们首先对一般数据分布的数 

据拟合展开分析和讨论。针对如此分布的数据集，文[8]所提 

供的K-主曲线算法一方面无法使生成的主曲线闭合(见图 5 

(a))，同时当数据分布较为复杂时，主曲线的拟合结果更是差 

强人意。主要问题是自组织映射与向量量化器在局部调整上 

虽有优势，但当调整范围较大时会产生比较大误差。图5(b) 

的运行结果表明，当图形凹得比较厉害而且整体呈现多处下 

凹时，原有算法会导致主曲线顶点的走向发生畸形。采用了 

凸包和凹点挖掘技术，不但解决了主曲线的闭合情况(见图6 

(a))，而且经过凹点挖掘算法处理后，使多边形Lc(主曲线) 

与原始数据点较为接近，因而对相对复杂的数据分布亦可以 

给出较好的拟合效果(见图6(b)、(c)、(d))。 
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④ 
图 5 原有算法给出的 K-主曲线 
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图 6 本文算法给出的主曲线 

我们仿照文[8，12]定义主曲线-厂( )与原始数据集{P )( 
一 1，2，⋯， )的平均误差为 

△ (厂( ))=~ 2 a(pz，厂( )) 

则本文算法应用于图 6给出的数据集所产生的平均误差见表 

1 

表 1 主曲线与数据点集的平均误差 

综上分析可知，对一般的封闭数据分布，本算法的有效性 

可以获得一定的保证。 

3．2 小扰动下数据分布的算法误差分析 

在这里，我们将原先图6(b)中的原始数据集进行随机小 

扰动后重新生成数据集。由于扰动产生的数据点距离正常数 

据点很接近，不能像孤立点那样易于处理，因此本算法采用 

step3的主曲线顶点调整方案来完成数据的模拟(见图7)。 

就本数据集而言，经过两次 Step2迭代操作和一次 Step3向 

量量化器的调整操作，由如上平均误差计算可得：该数据集与 

本算法产生的闭主曲线的平均误差 (．厂( ))由调整前的 1． 

158降低至调整后的 0．7662，误差减少了近 66 。由此可 

见，提高数据拟合效果既可通过增加迭代次数，也可使用 

step3两种途径达到，但使用 step3调整顶点使得算法的整体 

运行速度会有所下降；如要求主曲线光滑，就可在 step2结束 

后使用样条光滑子；这些因素都对算法的使用范围产生了直 

接影响。 

3．3 数据分布对算法运行效率的影响 

前面的讨论展示了本文算法对不同数据分布拟合的有效 

性。在这里，我们将讨论不同的数据分布形态对算法运行效 

率所产生的不同影响。 

图 7 量化器调整前后的主曲线比较 

如图8所示的一组不同数据分布曲线，采用本文算法进 

行拟合。当数据分布图形的变化比较平缓时，挖掘技术的效 

率非常高，迭代次数不超过8次(见表 2)，就可以与原始数据 

集有非常好的拟合效果(几乎重合)(如图8(a)、(b))；而当数 

据分布图形呈现出尖角，或凹的形状比较复杂时(如图8(c) 
～ (f))，挖掘算法(Step2)的效率受到一些影响，要使其达到 

图8(a)、(b)的效果(如图8(d)、(f))，迭代的次数必将快速增 

加(见表 2)。 

0 50 100 l50 

(e) (D 

图 8 各种分布对算法的影响 

表2 各种数据分布对算法的影响 

这主要因为挖掘技术在遇到尖角或深凹的图形时，经过 

多次迭代主曲线(折线)的边长比较短，因而在边的中间增加 

点的速度自然放缓，导致算法的迭代次数不断增加。但可通 

过编程技巧使拟合较好的边上不再挖掘。随着迭代次数的增 

加，每一步的计算量会有所降低，从而使得计算速度加快。当 

然，如果对数据拟合精度要求不高的话，可以很快结束算法的 

运行。所幸的是，无论数据分布的图形如何，只要增加迭代次 

数(1og(n)量级)，本算法都能较好地拟合原始数据集。另外， 

此算法还可作为连通图形外边界的提取方法。如图 9所示， 

经过8次迭代就非常好地拟合了外边界。 

结束语 综上所述，本文提出的算法由于采用了凸包和 

凹点挖掘技术，并组合了向量量化器和自组织拓扑映射，较好 

地解决了数据分布较为复杂的数据拟合，同时为图形的拓扑 

不变量的计算提供了可能。但对较高复杂度的数据分布进行 
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图 9 边界提取 

主曲线拟合时，如果增加尖点和较大曲率点的搜索，算法的运 

行效率将可获得进一步的细化和改进。更进一步，如能将算 

法推广至连通区域的内外边界的提取，辅以适当拓扑工具，便 

可对一般平面内有界的封闭图形的分类与识别有所帮助。另 

外把该算法推广到三维空间主曲面的情形，将为拓扑方法在 

模式识别中的应用开辟一个广阔的天地，这也是我们亟待解 

决的难题。 
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终 目标将是建立具有情感的决策系统。MAS的智能性、自治 

性和协作性决定其必然成为构建具有情感的决策系统的基 

础，所以本文分别提出具有情感属性的个体Agent模型和由 

个体Agent构建的具有情感控制功能的MAS决策系统模 

型，情感因素既是个体 Agent的内部特性，又是决策过程中 

Agent之间的控制机制。将情感作用嵌入到基于 Agent的决 

策系统的单元内部属性和外部功能模块将使决策求解过程更 

加合理、有效。 
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