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变元可分离核函数对非线性支持向量分类机的影响 ) 

原峰山 朱思铭。 

(广州航海高等专科学校现代化教学中心 广州 510725) (中山大学数学与计算科学学院 广州 510275)。 

摘 要 证明了变元可分离函数在 Hilbert空间中满足 Mercer定理的条件，为构造新的非线性支持向量分类机时选 

定核函数提供 了一种新方法，并通过新方法构造的核函数与其它核函数构造的非线性支持向量分类机比较，得 出了较 

好 的结果。 
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Abstract It is proved that under Hilbert space separable variables function can satisfy condition of Mercer theorem as 

kernel function tO provide a new method in selecting new kernel function of nonlinear calssification machines based On 

support vector machine．Compared with other nonlinear classification support vector machines structured by known ker— 

nel function，the kernel function selected by new method can give better result． 
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1 非线性分类问题的 Hilbert空间映射及分类优化 

在分类问题中，可以通过非线性映射将输入向量 x映射 

到一个高维特征空间，在这个空间中构造最优分类超平面。 

构造时无须刻意追求如何构造这个特征空间，只要能够求出 

支持向量与特征空间中向量的内积就可以解决问题，这个内 

积一般用函数 K(z，五)来表示 ，也称为核函数 ，它应该满足 

Mercer条件。 

非线性分类问题的基本问题是：假设输入向量 z所在的 

输入空间是 维欧氏空间，即 X(==R’l，需要解决的分类问题在 

这个空间是非线性的，在构造算法时就会较大的困难口]。根 

据支持向量机理论，可以把向量 z映射到另一个空间H，称 

为Hilbert空间，也称为特征空间，它通常是无穷维的，对应于 
一 个完备的内积空间。当 维欧式空间中的问题映射到 Hil— 

bert空间后 ，可以在这个空间中构造一个线性的分类超平面， 

对问题进行分类，即将非线性问题转化为 Hilbert空间中的线 

性分类。 

这种非线性分类问题的映射关系可描述如下[2]： 

引入从输入空间X(==R’l到 Hilbert空间的变换： 

X(==R’l— H 
： (1) 
j } (z) 

变换后，原来的输入空间 R’l的训练集： 

T一{(z1，y1)，⋯ ，(丑 ，yz)} (2) 

映射为 Hilbert空间的新训练集： 

T一{( (z1)，Y1)，⋯ ，( (zf)，Yf)} (3) 

理论上讲，在原来的欧氏空间的非线性分类问题映射到 

更高维的Hilbert空间后，就转化为线性可分的。训练集样本 

被线性地正确划分，是由于在 Hilbert空间构造了一个超平面 

(叫·z)+b=0作为线性划分的依据。这个超平面既能够根 

据样本的特征将它们分类，又能使得训练集 亍关于这个超平 

面几何间隔达到最大，原始分类问题实际上是求解以下最优 

化问题： 

mip 寺ll叫}} (4) 

S．t．Y ((叫 ·z )+6)≥ 1， 一1， “，Z (5) 

上述问题的对偶问题表达为： 

min _专I∑∑ J口 口 K(z ，乃)一∑ (6) 
a E= 11= 1 ，一 l 

s．t． ∑ 一O， (7) 

O≤ ≤C 一1，⋯ ，Z (8) 

从上述对偶问题的解就可以实现对原始问题的求解，那 

么由超平面决定的非线性分类问题的决策函数是： 

-厂(z)=sgn((w ·z)+6 ) 

=sgn(∑口 y ( (z)· (zf))+6 ) 

=sgn(∑G／i*Y K(z，z )+6 ) (9) 

2 变元可分离核函数关系的定义和分析 

2．1 核函数和 Mercer定理 

在非线性分类问题中，无论是求解对应对偶的最佳解还 

是分类决策函数，其中一个非常重要的函数就是K(z，z )或 

K(x ，z )，即前面提到的核函数，它的关系式为：K(x，五)一 

( (z)· (z ))，即对于非线性分类问题，转化成 Hilbert空 

间的线性问题后，影响决策函数的是向量 的点积 (z)· 

(z )，这在构造算法时有很大的困难，支持向量机的巧妙之处 

就在于尽管需要解决的是 Hilbert空间内的线性分类问题，但 

在解决问题时并不需要求解这个 内积 ，只要找到一个可以代 

替的函数 K(x，z )，就能够完成分类机的构造。因此 ，寻找合 

*)本课题受到国家自然科学基金项 目资助(编号：10371135)；原峰山 博士，高级工程师，研究方向：人工智能与计算机网络。 
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适的核函数往往是非线性支持向量分类机的一个十分重要的 

问题。Vapnik在其著作《统计学习理论》[3]中指出，对分类问 

题，如果数据是可以被分类的，已经被认可的三种学习机器的 

核函数是： 

1)多项式支持向量机的核函数为： 

K(z，X )一((z·X )+1) (10) 

2)径向基函数支持向量机的核函数为： 

K (Iz—Xi I)一exp(～ylz一五l。) (11) 

3)两层神经网络支持向量机的核函数为： 

K(x，X )=S[(z·X )] (12) 

S( )是 Sigmoid函数。 

核函数对于构造支持向量分类机起决定性的作用，因此， 

对非线性支持向量分类机，能否找出其他类型的核函数，往往 

成为构成新的非线性分类学习机的关键。现在，将采用一种 

新的方法力图找到新的核函数，扩充构造新的非线性分类机 

的可能性。 

Mercer定理 指出，为了保证一个连续对称函数K( ， 

)在L。(c)空间中有一个含正系数m>O的展开式： 

K(u， )一∑口 (“) ( ) (13) 

(eP K(u， )描述了某一特征空间的内积)，充分必要条件是， 

下列条件 ： 

Jc JcK(“， )g(“)g( )d“d >／o (14) 

对于所有gELz(C)成立(c为R 的一个紧子集)。 

以上定理决定了满足Mercer条件的核函数 K(u， )，存 

在一个特征空间(z1(“)，zz(“)，⋯， ，⋯)，在这一空间中这 

个核函数生成内积，即上述表述的展开式，能够保证构造的支 

持向量机在Hilbert空间中内积结构具备好的性质。 

2．2 变元可分离核函数的性质 

定义一种新的概念，即变元可分离函数，一个函数 K(u， 

)是变元可分离的，即K(u， )=愚(“)愚( )。在Lz(c)的空间 

中，对于所有gEL2(c)，就可以保证Jc J (“)愚( )g(“)g( ) 

dudv~O，从而保证』c JcK(“， )g(“)g( )dudv~0，那么由k 

(“)志( )一K(“， )定义的函数是核函数，也满足： 

七( )七( )一K( ， )：∑c {(u)zk( ) (15) 

上式说明，如果找到一个函数，在定义的Lz(c)空间(c是有 

界的Hilbert空间)中，若它的一元变量函数的乘积可以表示 

成对应的两元函数时，那么这个函数可以成为核函数。 

证明：根据文[2]，若c为R 的一个紧子集，则 c是闭有 

界的。而L。(c)是定义的一个 Hilbert空间，当定义的连续函 

数-厂和g的内积为：(厂·g)=Jcf(u)g(u)du，则满足 }l厂fI： 

』c-厂(“)。du(c~。对于所有gEL2(c)，并且 K(u， )一愚(“)愚 

( )，在 C上求积分 ： 

』cK(“， )[』cg(u)g(v)du~dv 
— Jc JcK(“， )g(“)g( )d“d 
一 』ck(u)k(v)EIcg(u)g(v)du~dv 
— Jc Jc志(“)志( )g(“)g( )d“d 
一 Jck(u)g(u)du Jck(v)g(v)dv 

一 (志·g)(志·g) 

= (愚·g)0≥O (16) 

满足了Mercer定理的条件 ，所以满足 K(u， )=志(“)志 

( )关系的变元可分离函数可以成为核函数，由此引入的核函 

数称为变元可分离核函数。 

这个证明说明，若将原来的 向量空间映射到无穷维 
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的Hilbert空间，其定义的内积可以用变元可分离函数作为核 

函数描述特征向量，扩展了核函数的使用空间和意义。同时， 

还提供了一种寻找新的核函数的方法。下面将看到变元可分 

离核函数在实现非线性支持向量分类机算法方面的意义。 

3 变元可分离核函数构造支持向量分类机的算例 

实现及特性分析 

3．1 算例实现及与其它核函数的比较 

根据前面的结论，变元可分离核函数可以实现新核函数 

的筛选，按定义expI一( )l就是一个变元可分离函数， 
突破了几种常见的核函数的局限性，为确定新的核函数提供 

了一种新 的方 法。现在 以新方法选 出的核 函数 exp 

I一( )l为例进行基于支持向量机的分类处理运算，并 
与常见的几种核函数[5]进行分类结果的比较。 

第一种：线性可分支持向量分类机，核函数为K(u， )一 

(“· )。 

对线性不可分而非线性可分的有： 

第二种：多项式核函数非线性支持向量分类机，核函数 

为 ：K(u， )一(“· ) 。 

第三种：Gauss径向基核函数非线性支持向量分类机，核 

函数为：K(“，口)一expf二JL等 )。 
、 口 l ， 

第四种：新选出的可变元函数构成的核函数形成的非线 

性支持向量分类机，核函数为：K(U,p'O)一exp(一II ut丁v I1)。 
、 u  ， 

为了比较更为合理，在实现分类时对第三种和第四种参 

数选择尽量一致，取 。一 一0．8，并且四种分类 c值都取 

200，而多项式分类取 一2。 

算例实现如下：这是一个对不同颜色点分类的问题，被分 

类点见图1。利用Matlab，参考 Steve Gunn开发的软件_3]经 

过改进后进行分类，其中被分类的数据是相同的，但是采用的 

核函数不同。 

分类前数据分布如下图，可以看出红色和蓝色的点在区 

域上有一定的分布规律，但是有一定的重叠(如图1所示)。 

图 1 

第一组：线性支持向量分类机组，分类结果如图2所示。 

图中选定参数C~-200，结果：分类运算时间0．4秒，支持 

向量所占比例为26％，最大间隔0．216249，构造的分隔面较 

宽，但是错分度较高。 

第二组：多项式核函数非线性支持向量分类机组，分类结 
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果如图3所示。 

图 2 

图 3 

图中选定参数指数 d一2，C一200，结果：分类运算时间 

0．3秒，支持向量所占比例 26．O％，最大间隔0．179460，构造 

的分隔面稍窄，有一定的错分度，但是对分隔线的分隔趋势有 
一 定的显现。 

第三组：Gaussian径向基核函数非线性支持向量分类机 

组，分类结果如图 4所示。 

图 4 

图中选定参数指数 =0．8，C=200，结果：分类运算时间 

0．3秒，支持向量所占比例 29．O ，最大间隔0．097352，构造 

的分隔面窄于多项式分类，有一定错分度，较好地实现了非线 

性分类。但是，有两个支持向量被错划在分隔线以外。 

第四组 ：新选出的可变元函数构成的核函数形成的非线 

性支持向量分类机组，分类结果如图5所示。 

图 5 

图中选定参数指数 =0．8，C一200，结果：分类运算时间 

0．3秒，支持向量所占比例 28．O ，最大间隔 0．164861，构造 

的分隔面窄于多项式分类但高于Gaussian核分类，有一定错 

分度，但好于Gaussian核分类，较好地实现了非线性分类。 

由以上的结果可以看出，新的核函数构造支持向量分类 

机有较好的非线性分类性能。将上述几组数据归纳如表 1。 

表 1 

线形分类器 多项式分类器 参数和结果 ＼  

d， ，C等值 C=200 d=2，C=200 

分类运算时间(秒) O．4 O．3 

支持向量所占比例 26％ 26％ 

最大分类间隔 O．216249 O．17946 

Gaussian 可变元核 

参数和结果 ＼  分类器 函数分类器 

d， ，C等值 =0．8，C：200 一0．8，C一200 

分类运算时间(秒) 0．3 O．3 

支持向量所占比例 29％ 28 

最大分类间隔 O．O97352 0．164861 

从表中所列可知，新选定的核函数构造的分类间隔有较 

大的分类间隔，大于Gaussian和分类器，与多项式分类器近 

似，并且分隔时所需的支持向量所占的比例也较小。 

3．2 新核参数选择对分类机的影响 

根据可变元核函数选定方法定出的新的核函数，虽然有 

较好的分类性能，但是随着它的两个重要参数 和C选择不 

同，对分类的效果也有较大的影响。这里共选择了 24组的 
—C组合搭配，构造新核，从中找出基于新核的较好的新的支 

持向量分类机。 

第一组：a-C-M组合，即 值一C值与新的分类机最大分类 

间隔M之间的组合，其中 的取值为Eo．6，6]，C的取值为 

Eloo，400]，经过新的分类机的处理，得到不同的最大分类间 

隔，从中找出较优的支持向量分类机。 

第二组：旷C-SV组合，即 值-C值与新的分类机所需支 

持向量百分比之间的组合，其中 的取值为Eo．6，6]，C的取 

值为Eloo，400]。在处理同样的数据组合中，如果所需的支持 

向量数占所有向量数的百分比越小，说明构造的支持向量分 

类机越好，从而找出较好的支持向量分类机。 

(下转第 174页) 
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类似上述过程，可以得到关于决策类 的确定规则为 

(d，1)一 (e，， ；(a，2)八(b，3)八(d，1)— (e， )；(b，0)V 

(b，2)— (e， 

关于决策类 的可能规则为 

(a，2)̂ (b，3)— (e， -)；(a，2)̂ (d，0)— (e， -)；(a，3)八 

(d，3)— (e，， ；(b，0)— (e， ) 

结束语 粗糙集理论发展至今，以其独特的优势在智能 

信息处理领域占据着重要的地位。由于现实世界中广泛存在 

的数据不完备性，促进了各种拓展粗集模型的产生与发展。 

本文所考虑的不完备信息系统既有遗漏型，又有丢失型未知 

属性值，综合了以往学者所讨论的不完备信息系统中未知属 

性值所具有的两种解释，因此具有更为广泛的意义。在此基 

础上，对信息系统中的数据不完备性进行了讨论，使用集对分 

析的方法建立了一种新的拓展粗集模型，并与传统的几种拓 

展二元关系进行了对比分析。最后，研究了不进行约简而直 

接从信息系统中推导出确定和可能性规则的方法，并用实例 

进行了验证。 

在本文所做工作的基础上，下一步的工作就是对挖掘出 

来规则的可信度进行度量。另一方面，亦可进行广义不完备 

信息系统中高阶规则，即知识依赖的挖掘方法，并对部分知识 

依赖的度量方法进行更为深入的研究。 
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图6为第一组数据作出的关系图。 

图6 

从图6可以看出，当 值大于 2时，最大分类间隔下降， 

影响分类效果。而 C值的变化对分类间隔有一定的影响，但 

不及 的影响大。图中还表明，取较小 的值有利于提高分 

类机的最大分类间隔。 

图7为第二组数据作出的关系图。 

从图 7可以看出，当 值大于 2时，支持向量分类机中支 

持向量所占的百分比SV上升，构造的分类机分类效用下降。 

而 C值的变化对sv有一定的影响，但不及 的影响大，取较 

小的d值有利于降低构造支持向量分类机所需的支持向量 

数，从而使分类机更优化。 

结论 (1)经过证明，确定了如果一个函数是变元可分离 

的，在 Hilbert空间中，存在K(“， )：愚(“)愚( )关系则可以满 
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1 ’ 

足Mercer条件，可以成为核函数，成为选择新的非线性支持 
； 

向量分类机核函数的一种新方法。(2)根据本例选定的可变 

元核函数构造的非线性支持向量分类机可以实现较好的分 

类，参数 的选择应该小一些，C 值应该较大些，但不宜趋于 

无穷。 对分类机的影响较敏感，选定时应该注意 ．． 

C值 

图 7 
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