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一 种求解集合覆盖问题的启发式算法 ) 

陈端兵 黄文奇 

(华中科技大学计算机科学与技术学院 武汉430074) 

摘 要 集合覆盖问题是运筹学研究中的一个基本的组合优化问题，它通常描述成如下的一个覆盖问题：从一个m 

行、 列的0—1矩阵( ) × 中选出若干列盖住所有的行，使得付出的代价最小。集合覆盖问题被广泛应用到航空人 

员行程安排、电路设计、运输的车辆路线安排等领域。对这一问题，国内外学者提出了诸如遗传算法、模拟退火算法、 

蚁群算法、人工神经网络算法等求解算法。本文以贪心算法为基础，利用人类的智慧和经验，提出了一种求解集合覆 

盖问题的启发式算法。算法的主要思想为：从某个解出发，随机移除一定比例的列，再用贪心策略加入若干列。用本 

文提 出的算法，对 Beasley提 出的 45个测试实例进行了实算测试，所得结果和最优解的平均相对差值为 0．44 ，并且 

得到了其中33个实例的最优解，实算结果表明，本文提出的算法对求解集合覆盖问题是行之有效的。 
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Abstract The set covering problem iS a fundamental combinatorial problem in operations research．It iS usually de— 

scribed as the problem of covering the rows of this~rr／-row，n-column，0-1 matrix(口 ) × by a subset of the columns at 

minimal cost．This problem has many practice applications such as airline crew scheduling，circuit design，vehicle rou- 

ring，etc．For solving this problem，many algorithms such as genetic algorithm，simulated annealing，ant colony algo— 

rithm  and artificial neural network algorithm  have been proposed．Based on the greedy algorithm，a heuristic algorithm 

for set covering problem is proposed according to wisdom and  experience of human being  in this paper．The main idea 

of the algorithm  iS that remove some columns from a solution randomly and  add some new columns by greedy strategy． 

45 instances provided by Beasley are tested by the produced algorithm，the average gap between the best solution and  

the optimal solution iS 0．44 and  33 instances of them are achieved optimal solutions．Experimental results demon- 

strate that the algorithm  proposed in this paper is efficient for solving the set covering problem． 
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1 引言 

集合覆盖问题是运筹学研究中的一个基本的组合优化问 

题，被广泛应用到航空的人员行程安排、电路设计、运输的车 

辆路线安排等领域_1]。它通常描述成如下的一个覆盖问题： 

从一个m行、 列的0—1矩阵A一( ) × 中选出若干列盖住 

所有的行，使得盖住所有行所付出的代价最小。集合覆盖问 

题已被证明是一个 NP完全问题__2]。 

对集合覆盖问题，许多学者利用不同的思想提出了各种 

各样的算法。一些学者基于分支定界思想提出了求解此问题 

的完整算法_3]，Caprara等人对几种完整算法进行了比较和分 

析，得出CPLEX是求解集合覆盖问题的最好的完整算法__4]。 

但对规模较大的问题，完整算法由于其计算时间太长而显得 

力不从心。为此，一些学者提出了求解此问题的启发式算法， 

使得在一个可以接受的时间内求得问题的近似最优解。贪心 

算法是一种很容易想到的启发式算法，它的优点是计算速度 

很快，但结果的优度不甚理想。一些学者为了克服这一问题 ， 

引入了随机跳坑策略来提高解的优度__5 ]。近年来，国内外 
一 些学者利用自然界的物理现象和生物活动与进化规律，提 

出了许多好的启发式算法，如遗传算法_7 ]、模拟退火算 

法_l 、蚁群算法[“]、人工神经网络算法_1 等等。 

受以上这些研究的启发，本文以贪心算法为基础，利用人 

类的智慧和经验，以最小化代价(即用于盖住所有行的列的代 

价总和)为优化目标，提出了一种集合覆盖问题的启发式算法。 

该算法首先利用贪心算法找到一个可行解。然后从此解出发， 

随机移除一定比例的列，再用贪心策略加入若干列，这样就可 

能得到比原来更优的解。按照此策略实施若干步之后，就可以 

得到问题的最优解或近似最优解。利用本文提出的算法，对 

Beasley提出的7组共45个测试实例__13]进行了实算测试并和 

贪心算法、PROGRF~算法l5 进行了对比。对45个实例，本文 

算法所得最好解和最优解的平均相对差值为0．44 ，并且得到 

了其中33个实例的最优解；PR()GREs算法所得最好解和最 

优解的平均相对差值为0．54 ，且可得到其中10个实例的最 

优解；而用纯粹的贪心算法，所有 45个实例都没有得到最优 

解，和最优解的平均相对差值也高达8．13 。测试结果表明，本 

文提出的算法对求解集合覆盖问题是行之有效的。 

2 问题描述 

集合覆盖问题可用如下的二值整数规划来确切地描述： 

mln ∑c z ， (1) 
j=l 

s．t． ∑ zJ≥1， 1，2，⋯，m (2) 

*)国家自然科学基金资助项目(10471051和973项 目2004CB318000)。陈端兵 博士生，主要研究方向为 NP问题高效求解；黄文奇 教授， 

博士生导师，主要研究方向为NP难问题高效求解、人工智能、博奕等。 
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≈∈{O，1}j=1，2，，⋯， (3) 

式中：q——第 列的代价；乃—～取0或 1，取 1表示第 列 

包含在解中，取 0表示第 列没有包含在解中；a ——O一1矩 

阵A=(。 ) × 第i行、 列的值， 一1表示第 列盖住了第i 

行，a 一0表示第 列没有盖住第i行。 

3 算法描述 

对集合覆盖问题，我们的算法思想就是从 n列中，按照某 

种规则依次选择若干列盖住所有的行，使得这些被选中列的 

代价之和尽量地小。在某一时刻，已经按选择规则选择了若 

干列盖住若干行，还有若干行未被盖住，这种状态，称为一种 

格局。开始时，所有行都未被盖住，此时的格局称为初始格 

局；若所有行都被盖住了，此时的格局称为终止格局。算法的 

目标就是要找一个代价最小的终止格局。图1为一个集合覆 

盖的例子，A为5行6列的0-1矩阵，C为列的代价值，x为 

解向量。图1表示的是一个终止格局，用第 1、3、4列盖住了 

所有5行，代价为6。对于这个例子，最优解为x一(1，1，0， 

1，0，O)，即用第 1、2、4列盖住所有的行，其代价为 5。我们 

可用如下3个策略来描述本文的集合覆盖算法：冗余列处理 

策略、贪心选择策略、随机跳坑策略。 
_  

X 1 0 1 1 0 0 

羔 。0 
A 0 1 

C 1 1 2 3 6 7 

图1 集合覆盖的例子 

3．1 冗余列的处理 

对集合覆盖问题，可将那些冗余的列事先剔除，以降低问 

题规模。对任一列J．，其代价为q，设此列可盖住 P行i ，iz， 
⋯

，ip。若能从剩下的列中，选出q列 ， z，⋯， 盖住这P 

行i ，如，⋯， ，并且∑ c ≤q，贝Ⅱ可将第 列剔除，剔除后 

不会影响解的优度。实际处理时，从可盖住第i (z一1，2，⋯， 

p)行的列中选具有最小代价的一列来盖住第 行。若这些 

列的代价之和小于c，，则可将第 列剔除掉。例如，如图 1所 

示，第6列盖住了第3、4、5行，代价为7，而盖住第 3、4、5行且 

具有最小代价的列分别是第 1、2、1列，因而可用第 1、2列盖 

住第3、4、5行，代价之和为2，小于第 6列的代价，因此可将 

第6列剔除。同样道理，第 5列盖住的行可用第1、4列盖住， 

第3列盖住的行可用第 1、2列盖住，并且第 1、4列代价之和 

小于第5列的代价，第 1、2列的代价之和等于第 3列的代价， 

因而可将第 3、5列剔除，从而减小了原问题的规模。图2所 

示的集合覆盖是图1所示的集合覆盖经简化后的结果。简化 

后，实例的唯一解 一(1，1，1)也是其最优解，代价为 5。 

X 1 1 1 

1 1 1 

0 0 1 

A 1 0 0 

0 1 0 

1 0 0 

C 1 1 3 

图2 经简化后的集合覆盖实例 

3．2 贪心选择策略 
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为表述方便，我们用一个 维的布尔向量 表示行的盖 

住情况。在某一格局之下，若第 i行已被盖住，则 E —true， 

否则 ~false( 一1，2，⋯，m)。在此基础上 ，我们可用如下 

公式定义在当前格局下列 的平均代价： 

功 一 c

．  

j 4) 

贪心选择策略可描述如下： 

(1)gk某一格局出发，选择平均代价最小的列来覆盖那些 

还没有被盖住的行。若有多列，那么 

(2)选择代价最小的列。若还有多列，那么 

(3)选择序号最小的列 。 

按此策略选择一列后，便得到新的格局。从此新格局出 

发，再次使用贪心选择策略，直到所有行都被盖住或剩下的列 

中已没有列可盖住那些未被盖住的行。对用贪心选择策略得 

到的解，需将冗余的列从解中剔除，以提高解的优度。即：对 

解中某列 J．，它盖住 P行i ，iz，⋯， ，若可用解中除列 J．外的 

若干列盖住 P行 i ，iz，⋯，i ，则可将列 从解中剔除。这时 

剩下的列仍能盖住所有的行，而代价却减小了。 

3．3 随机跳坑策略 

纯粹的贪心算法得到的解，其优度往往不甚理想。本文 

采用随机跳坑的策略，进一步提高解的优度。具体跳坑策略 

可描述如下： 

(1)用一循环变量 k来表示已经随机跳坑的次数 ，忌～ 表 

示最大跳坑次数，x a为贪心算法所得的解，初始时，k=0； 

(2)若忌一忌～或 X。·a已是最优解，转到第(4)步。否则， 

从解X。·a出发，随机选择一定 比例(本文取 8 )的列从解中剔 

除。这时，便有若干行就没有被盖住了，忌 志+1； 

(3)从剩下的未被选择的列中按贪心选择策略选择若干 

列盖住这些行，得到新解 x一。若 X～为可行解且代价比 

x 的代价小，则用新解替代原来的解叉砌ex一，转到第(2) 

步。否则恢复到原来的解x。·a，转到第(2)步； 

(4)输出最终得到的解。 

4 实算结果 

对本文提出的算法，用C#．net语言编程实现，并对Pea— 

sley提出的 7组 (SCP 4，SCP 5，SCP 6，SCP A，SCP B， 

SCP C，SCP D)共 45个测试 实例[1 在 pentium 4(256M 

RAM／2．OGHz CPU)微型机上进行了实算测试。其中 SCP 

4和 SCP 5两组包含有 1O个实例，其它各组各有 5个实例。 

这45个实例的最优解都是已知的，测试实例数据可以从 ht— 

tp：／／people．brune1．ac．uk／~mastjjb／jeb／orlib／files／上下载。 

从实算结果来看，用本文算法求解集合覆盖问题，在可以 

接受的时间内，所得解的优度较高。我们将本文算法得到的 

结果和纯粹的贪心算法以及文E5J中给出的PR0GRES算法 

的计算结果进行了对比，如表 1和表 2所示。PR0GRES算 

法所用的计算机为 pentium Ill 800MHz PC，贪心算法所用计 

算机为 pentium 4(256M RAM／2．0GHz CPU)微型机，表中 

的计算时间为相应算法所用计算机下的计算时间。从对比结 

果来看，本文算法计算所得结果的综合性能好于 PROGRES 

算法和纯粹贪心算法所得的结果。用本文算法计算得到了 

45个测试实例中33个实例的最优解，用 PR0GRES算法可 

得到其中1O个实例的最优解，而用纯粹贪心算法计算，所有 

实例都没有得到最优解。如表1的第 5、7、9列所示。 

我们还将各算法所得结果和最优解的相对差值进行了对 

比。相对差值由下式定义： 

簋 量 鲤二量 鲤Y 1 。 ， 
最优解 ⋯ ～ 
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表 2给出了7组实例的平均相对差值。从表 2可看出， 

本文算法所得结果和最优解的相对差值比纯粹的贪心算法和 

PROGRES算法小。贪心算法所得结果和最优解的平均相对 

差值为 8．13％，PROGRES算法为 0．54 ，本文算法为 

0．44 ，如表 2最后一行。 

结论 在航空的人员行程安排 、电路设计、运输的车辆路 

线安排等领域，提出了集合覆盖问题。本文在贪心算法的基 

础上，利用人类的智慧和经验，以最小化代价为优化 目标，提 

出了一种求解集合覆盖问题的启发式算法。算法的主要思想 

为：从纯粹贪心算法得到的解出发，随机移除一定比例的列， 

再用贪心策略加入若干列。反复多次使用这一策略，即可得 

到问题的最优解或近似最优解。用本文提出的算法，对Beas— 

ley提出的45个测试实例进行了实算测试，所得结果和最优 

解的平均相对差值为 0．44 ，并且还得到了其中 33个实例 

的最优解。实算结果表明，本文提出的算法对求解集合覆盖 

问题是行之有效的。 

表 1 本文 算法和贪 心算法及 PROGRES算法 的实算结果对 比 

袁 2 各算法所得结果与最优解的平均相对差值 (％) 
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(上接第 118页) 

SXBP的性能，采用Shakespeare剧本[10]作为实验数据集，数 

据集为 7．65MB，共有 37个文档，总的元素结点、属性结点和 

文本结点数分别为179618、0、147525，CPU为P4 2．4G，操作 

系统为Windows XP，内存为512M，采用JAVA语言编程，数 

据库为SQL Sever 2000关系数据库。实验分别验证基于Pri- 

order编码的文档恢复效率和路径查询效率。 

5．1 文档恢复率 

验证SXBP的文档恢复率，对数据集中的37个文档分别 

取出不同的 N个存储到关系表中，利用文档重组算法对存储 

的关系表进行操作，取 3次重组时间的平均结果。实验结果 

如表 1所示，由结果可以看到本文的文档重组算法有很高的 

可扩展性，计算重组时间与重组元组数的比值可以看到算法 

的时间复杂度与理论上分析的具有线性关系基本吻合。 

表 1 文档重组时间(单位：s) 

—＼ 重组时间(s) 
元组数( 、＼  重组时间(s) 线性比(s／n) 

6347 248 0．0391 

56390 1872．2 0．0332 

106379 3486．8 0．0328 

179618 5863．7 0．0326 

327143 10689．7 0．0327 

5．2 路径查询效率 

对于路径查询效率的测试，同样采用 Shakespeare剧本 

的37个文档作为实验数据集。将 XML文档解析、编码后存 

入到关系数据库中。针对具体的查询实例与传统的方法 

FK[23和Xre[33在查询所需单上比较，结果如表 7所示；从表 2 

可以看出在路径查询上，本文的存储方法对于简单路径的查 

询与 FK和 Xrel相比所需的时间要稍长些，对带有祖先后代 

关系(∥)的查询时间影响不大，在查询实例中间带有“∥”时 

所需的时间会更长些。而对带有谓词约束的查询与不带谓词 

约束的和简单路径相比所需时间略有增加，但不是很大。 

表 2 实例查询时间和查询结果 

查询实例 FK(秒)Xrel(秒)本文方法(秒)查询结果数 

／play 0．08 0．17 0．26 

／／scene／title 0．13 0．24 0．28 

／play／act／title 13．0 0．36 0．34 

／／act／／title 16．51 0．31 0．32 

／play／act／scene／speech 
[SpeakeF curi。，] 19·31 2· 5 2· 3 

37 

750 

185 

951 

4 

结束语 本文提出一种通用的在关系数据库中存储和恢 

复XML文档的方法 SXBP，它扩展应用了XRel基于一种新 

的编码方式 Pri—order。Pre-order用一对整数为文档结构树 
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中结点进行编码，编码的第一部分是通过素数编码获得，另一 

部分是一个整数，用来表示结点在其兄弟结点问的顺序，这种 

编码方式在对原文档进行恢复时利用保持结点间的顺序，能 

达到文档恢复和更新间的平衡。SXBP方法根据结点类型将 

树型结构分解，采用基于模型映射的方法将结点的信息分别 

存储到相应的关系模式中。这种方式能够处理任意XML文 

档，无论文档有无特定的模式，并能够按照结点编码和结点所 

在层数信息有效地对原 XML文档进行恢复。文中通过对真 

实数据集的实验证明，这种存储方法有很高的文档恢复率，在 

路径查询方面与传统的方法相比具有较高查询效率，节省查 

询时间。 
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