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摘 要 本文首次提出最小一乘聚类中心的数学模型，对于不可微 目标函数推导了最优解的条件 ，同时构造 了最小一 

乘聚类中心的逼近点列，给出了相应的算法，并研究了一个不带类别标记的两类分类问题。最后讨论 了最小一乘聚类 

中心能抵御样本中噪声的数学机理，并通过例子说明了此方法的有效性。 
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Abstract In this paper，we first put forward the mathmatical model of the least norm cluster center and deduced the 

condiction of the optimal solution tO the corresponding nondifferential goal function，and gave an approxima ting point 

sequence tO the optima l solution．we still discussed the geometric explanation that the least norm cluster center can op— 

pose the sample errors．Finally we studied the classification problem of two classes with non-ma rked sam ple points． 
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1 引言 其中 ‘“为 维空间中的欧氏距离。 

聚类分析也称群分析、点群分析，是一种研究分类 的方 

法。常见的聚类方法有 K均值聚类法 、模糊 C均值聚类法、 

系统聚类法、指标聚类等。在具体的聚类方法指导下，对样本 

空间进行了分类，接下来一件非常重要的事情是计算聚类中 

心。通常对聚类中心的计算都是基于某种形式的最小二乘方 

法，即目标函数中含有聚类中心与数据点间的欧氏距离的平 

方项。最小二乘方法的特点是数学处理简单 ，可得到聚类中 

心的解析表达式，但求解的聚类中心易受极端样本点的影响， 

抗噪声能力差。 

本文研究用最小一乘确定聚类中心 ，聚类中心的 目标函 

数只含有聚类 中心与数据点间欧氏距离的一次项。这样所确 

定的聚类中心不易受到极端样本点的影响，抗噪声能力强 ，但 

需要使用迭代的方法来确定聚类中心。 

下一节给出最小一乘聚类中心的数学模型，推导不可微 

目标函数达到最小的条件。第3节构造最小一乘聚类中心的 

逼近点列，给出相应的算法。最后一节对最小一乘聚类中心 

的数学特点作了讨论 ，并给出具体应用例子，与其它方法作了 

比较 ，说明了该方法的有效性。 

2 最小一乘数学模型及最优解 的条件 

设聚类分析中，某一类含有 m个样本点： 

∈ ， 一1，2，⋯ ，m 

聚类中心 C满足： 

mi (c)，，(c)= ll 一c ll (1) 

F(c)一 ∑ -__ (2) 
l= 1 Zl— C 

々≠c 

为目标函数 ，(c)的广义负梯度。在样本点处，，(c)不可微， 

也就不存在通常意义下的梯度，但其广义负梯度是存在的。 

故(1)式是一个不可微的优化问题。 ’ 

引理 1 对任意 c，C ∈ ，有 

F(c) (c --c)≥，(c)--f(c )+l{J；z ：c}1．1l c 一c ll 

其中1．1为集合元素的个数。 

证 ： 

F(c c 沪喜 [(x~=c)--(xj--c')C ] J一1 ll j 一ll 
々 ≠c 

≥壹 
zJ≠ 

： 互 ll zJ--C II一互II 一c，ll+∑ ll 一c，ll 

一 ，(c)--f(c )+l{ ；zl=c)l·ll c 一c ll 

下面定理给出(1)式的最优解的条件。 

定理 1 如果 

ll F(c)ll≤l{ ； ：c)l (3) 

则 C是(1)式的最优解。上式右端表示与 C点重合的样本点 

的个数。 

证：在引理 1中，令 C 一C+dc，其 中 d为某一实数 ，则 

c 一 c：  c， 

F(c) dc≥，(c)一，(c+ c)+I{ ；zJ—c)l·ll出 ll 
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因而 

，(f+出)≥，(c)--F(c) 出+l( ；∞一c)l·II出 fI 

≥_厂(c)+(1( ； 一c)l— IIF(c)fI)·II出II 

≥，(f) 

故C是 目标函数，的极小点。易知 ，是R 上的凸函数，因此 

c也是 -厂的最小点。 

3 聚类中心的逼近点列 

引理 2 若 C是(1)式的最优解，c 不是，则 

F(c ) (c—c )>O 

证：引理 1中，调换 C与c 的位置 ，得 

F(c ) (f—f )≥，(c )--f(c)+l( ；弓一c )l>o 

构造聚类中心 C的逼近点列如下： 

co E 

一

R~ 

+ ．F(ck)，k=0，1 2 一 (4) I 
+1一 + · )， ，，，⋯ 

其中O< <1为常数。 

定理 2 设 C是(1)式的最优解 ，而 Ck不是最优解，则当 

<2 ( ) (5) 

时，有 

II Ck+ 一f II< II Ck--C ll 

证：引理 2保证(5)式右端为正。 

Il Ck+ 一f II。一II Ck～c+ ·F(ck)II。 
一 II Ck—C II。+ II F(C )II ( 一 2 

F (c ))( II c
k)II “ 

< II Ck～c II 

定理 2表明，当 足够小时，由(4)式定义的点列一步步 

逼近聚类中心 C。由于 ，是R 上的凸函数，点列 (ck)收敛。 

构造聚类中心 C的逼近算法如下 ： 

I．初始化 

i)选取参数 ，足够小的正数 e； 

ii)任取 c∈ ，如 c一 ( 1+⋯ )。 

II．计算F：一F(c)和t：一l( ；xj—c)l 

i)t：一O；F：：O； 

ii)对 ：一1，2⋯ ．， ，循环 

a)z：一 一c 

b)若 II II<e，则 t：一￡+1； 

否则F：一F+1r卸 
III．若 II F II<￡+e，则 C为所求，结束；否则 C：：c+ F， 

转 II。 

4 最小一乘聚类中心的数学特点 

4．1 最小一乘中心能抵御噪声影响 

图 1所示的 4个样本点中，右端那一个为受噪声影响的 

极端样本点。按上一节的算法计算出的最小一乘中心只受到 

极端样本点的微小影响，而最小二乘中心(样本点的算术平均 

值)受到了极端样本点的显著影响。 

4．2 广义负梯度的几何意义 

由(2)式定义的广义负梯度为 

F(c)==：∑U (6) 

’≠c 

其中 一可詈三 为单位矢量。若矢量Ul，“z，⋯，‰的始 
· 】96 · 

点在最小一乘聚类中心c处，则它们的终点落在以C为中心、 

半径为 1的超球面上，如图 2所示 。 

图 2中，若样本点 ，受噪声影响而移至 ，，则 “，不变 ， 

因而由(6)式定义的 F(c)的值不变，从而由(3)式确定的聚类 

中心C也不改变。这就是最小一乘聚类中心能抵御极端样本 

点的影响、抗噪声能力强的数学机理。 

5 最小一乘聚类中心用于聚类分析 

研究图 3中不带类别标记的分类问题，9个样本点可以 

区分为两个类区： 和 。图中标出的最小一乘中心和最小 

二乘中心都是对全部9个样本点计算而得到。最小二乘中心 

处于两个类区的中间区域，而最小一乘中心则处于样本点较 

密集的类区叫 中。 

最小一乘中心用于不带类别标记的两类聚类分析，方法 

如下 ：对全部样本点计算最小一乘聚类中心，它处于样本点较 

密集的一个类区，由此确定该类区的样本点，余下即为另一类 

区的样本点。 

本文提出的最小一乘聚类中心也可用于不带类别标记的 

多个类区的聚类分析，以及用于带类别标记的聚类分析，这将 

另文讨论。 

图 1 最小一乘和最小二乘方法比较 

图2 广义负梯度的几何意义 

图3 最小一乘方法用于聚类分析 
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