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泛 函网络神经元构造理论与方法 ) 

周永权 

(广西民族大学数学与计算机科学学院 南宁530006) 

赵 斌 

(中央民族大学数学与计算机科学学院 北京 100081)。 

摘 要 泛函网络是近年提出的一种对神经网络的有效推广。与神经网络不同，它处理的是一般的泛函模型，它在各 

个神经元之间的连接没有权值，并且神经元函数不固定的，往往是一给定的基函数的组合，泛函网络学习的 目的就是 

求出神经元函数的精确表达式或近似表达式。迄今关于泛函网络神经元基函数的存在性和选取方法缺乏理论依据。 

文中基于Banach空间中偏序理论，分析了泛函网络神经元基函数的存在性，给出了泛函网络神经元基函数选取方法， 

对于完善泛函网络的基础理论具有参考价值。 
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A~tmct Functional network iS recently introduced extension of neural networks．UMike neural networks，it deals with 

general functional models，in these networks there are no weights associated with the links connecting neurons．And 

neurons functions iS not fixed，it is some liner combination of basis functions．W e accord as problem need chose different 

basis functions。functional networks learning obj ects so as to find neuron functions approximate expression．Above this 

problem，SO far there iS some method for chose basis function．Based on the theory of ordering and cones in Ba nach 

spaces，a kind of chose basis functions method iS proposed，SO that more perfect function network theory． 
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1 引言 

泛函网络(Functional networks)是 Castillo E在 1998年 

提出的一种网络模型L1 ]，是人工神经网络的一种有效扩展， 

它处理的是一般的泛函模型。与神经网络不同，它在各个神 

经元之间的连接没有权值；并且神经元函数不是 同定的，而 

是可学习的，往往是一些给定的基 函数簇的组合。可根据特 

定问题来选择不同的基函数族(如多项式、三角函数、Fourier 

展开级数等)，满足不同系统问题的建模和逼近。近年来，泛 

函网络在非线性系统辨识、混沌时间序列预测、微分、差分泛 

函方 程求解 、计算机辅 助设计、线性 同归、计算 智能等领 

域[3i0]的应用获得了较大的成功，这些应用都显示出了泛函 

网络良好的性能l_4J。 

尽管泛函网络具有学习能力、多输入并行处理能力 、非线 

性映射和容错能力，以及通过新的学习获得 自适应性的能力， 

但是在其应用过程中，与神经网络所不同的是泛函网络不是 

权的学习，而是结构和参数的学习，学习的目的就是求出神经 

元函数的精确表达式或近似表达式。泛函网络对应的是泛函 

变换，它的拓扑结构描述的是一个函数变换，函数变换的类型 

很多，所以表示函数变换的泛函网络模型也很多，其拓扑结构 

也千姿百态，很难构造出一个通用的泛函网络来表示所有的 

函数变换。针对泛函网络模型结构的特点，至今从理论上人 

们还没有具体给出神经元函数构造的具体方法 ，从而难应用 

到实际问题中去，因此限制了泛函网络的应用范围。另外，由 

于泛函网络是近年来提出的一种新的对神经网络的推广，有 

些理论和应用方面的基础还不太健全，需要我们不断地提出 

更适合所要解决问题的新的网络结构 ，完善基础理论，提出新 

的逼近算法。基于这些问题，作者进行了一些探讨，特别在泛 

函网络新模型和优化及应用方面取得了一些研究进展_5 。 

那么，根据Castillo E的思想，人们在应用泛函网络时，首先将 

每一神经元函数表示成一些基函数的线性组合，这些基函数 

是否存在，若存在如何选取基函数，至今作者还未见有公开文 

献报道。本文的工作重点针对 目前泛函网络拓扑结构中，关 

于神经元函数中基函数的存在性和选取方法缺乏理论依据这 
一 问题进行分析，所采取的方法是基于 Banach空间中偏序理 

论，给出了泛函网络中神经元中基函数的存在性和选取方法， 

其 目的是进一步完善泛函网络的基础理论 ，扩大其应用范围， 

以求满足工程的需要。 

2 泛函网络的拓扑结构 

泛函网络对应的是泛函变换 ，它的拓扑结构描述的是一 

个函数变换系统。一般地，泛函网络由以下 5部分组成： 

(1)输入单元层：这是输入数据的一层单元，输入单元以 

带有相应名字的实心圆表示。 

(2)输出单元层 ：这是最后一层单元，它输出网络的结果 

数据，输出单元也是以带有相应的名字的实心圆表示。 

(3)一层或多层神经元或计算单元 ：每一个神经元是一个 

计算单元，它计算一组来 自前一层神经元或输入单元的输入 

*)国家自然科学基金(60461001)；广西自然科学基金(0542048)；广西民大重大科研项 目资助课题。周永权 博士，教授，主要研究方向为神 

经网络、计算智能及应用；赵 斌 博士，副教授，主要研究方向为算子理论及应用。 
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值，并给下一层神经元或输出单元提供一组输入数据。计算 

单元相互连接，每一个神经元的输出可以作为另一个神经元 

或输出单元数据的一部分，一旦给定输入值，输出便由神经元 

的类型确定 ，它由一函数定义。例如 ，假定有一个神经元具有 

S个输入X：(z1，z 一，z )及 m个函数 ， 一1，2，⋯，m，使 

得 Yi一 (z ，z ”，z )。函数 由网络的结构确定，神经 

元由带有相应的 函数名称圆圈来表示。 

(4)有向连接线：它们将输入层、第一层神经元、第二层神 

经元、最后一层神经元及输出单元连接起来，箭头表示信息流 

动的方向，所有这些一起形成网络结构，它确定了整个网络的 

泛化能力。网络的拓扑结构是指神经元的组织及包含的连接。 
一 般地， 层泛函网络的模型为 

Y一 · 一1⋯ ··fl(X) (1) 

对应的网络结构为 

五 

图 1 一般泛函网络的拓扑结构示意图 

其中，y∈ 表示系统的输出，XER"表示 系统的输入， 

， ， ⋯ ， 分别表示不同网络层 的泛 函神经元函数，其接 

受上层函数的输入(可能是多维输入)，负责向下层函数输出 

数据(可能是多维输出)。 

图 2 一种泛函网络的拓扑结构 

图 2所示的泛函网络是一种较简单的网络，但具备了泛 

函网络的所有功能。在实际应用中，根据问题 的不同设计不 

同的泛函网络，完成相应的函数变换。函数变换的系统越复 

杂，其泛函网络的拓扑结构越复杂。但无论泛函网络的拓扑 

结构多复杂，都可将其拓扑结构看成是若干个子泛函网络的 

“集成”。这样 ，我们就可将各种复杂的泛函网络分解成若干 

个子泛函网络进行研究 ，分析其各子网络的特性 ，构成子网络 

的基本元件又是神经元，因此 ，对泛函网络性能的研究，取决 

于其处理层神经元函数的功能和构造方法，这样 ，以泛函神经 

元为基本部件来“拼装”，可得到各种类型结构的泛函网络 。 

3 偏序与锥[̈] 

下面给出实的线性空间中偏序及锥的基本描述，这些描 

述是基于空间E的代数结构的。 

定义3．1 设E为一个实的线性空间，一个非空凸集合 

PCE称为一个锥，如果它满足下列条件 ： 

(i)x∈P， ≥0=》 z∈P (2) 

(ii)x∈P，--X∈P z一0 (3) 

称锥为一个正锥，如果空间 E是一个 Banach空间，同时 

P是一个凸闭集。如果 P含有至少一个内点，我们则称锥为 

体锥。当 E—P～P满足时，我们称锥为再生锥。 

定义 3．2 设 P为一个锥。由下列关系定义的偏序 

z≤y~y--x∈P (4) 

称为锥诱导的偏序。 

偏序是一种代数结构，然而，这种代数结构可以产生拓扑 

结构。设 P是线性空间E中的一个锥，e>0。定义： 

E一 {z∈E：ja>0，一 z≤le} (5) 

同时，定义： 

l lz 一inf{a>0，一 z≤ }，,Tg∈E (6) 

现在考虑由线性结构诱导出的拓扑结构。设 P为一个 

锥，当 z，Y为锥 P的内点时，必然存在正数满足： 

j，≤z≤ (7) 

定义： 

m(x， )一sup{／,>0，tey<x} (8) 

M(x， )一inf{a>0，x<ay} (9) 

这样一来，得到了一个距离 ，这个距离是由偏序产生的，称为 

Hilbert投影距离： 

d(x,y n (10) 

可以证明，Hilbert投影距离是一个伪距离，也就是说，它和一 

般距离的唯一区别是下列公理取代了传统的唯一性公理： 

d(x， )一0{ z— ，a>0 (11) 

4 泛函神经元及其展开式结构 

泛函网络 (FN)最 早 由 Castillo E提出，与神经 网络 

(ANN)不同，主要区别在于它的泛函性质和无权连接，一个 

泛函网络的拓扑结构 ，由于其神经元函数的不固定和可学习 

性 ，往往能够描述一个函数簇(多项式、三角函数、Fourier展 

开级数等)。根据这个思想，我们分析泛函网络的神经元函数 

结构。例如在图 1中，对任意一个神经元函数 yi—fi(z ，,762， 
⋯ ，,Tg )； 一1，2，⋯，n来讲 ，都可表示成一个已知函数簇的线 

性组合的形式： 

Y ： (z)= ∑口IJ lJ(z)， =1，2，⋯ ，n (12) 
J=1 

式中{机 (z)，i一1，2，⋯， ，J一1，2，⋯，m}是给定的基函数 

簇，z一(z ，z “，Xs)是输入第 i个神经元的数据向量 ，适合 

于逼近神经元函数 到期望的精度的线性独立函数集 ，系数 

是泛函网络的参数。 

这样根据泛函神经元 ( 一1，2，⋯， )构成方法，即通过 

基函数线性叠加的方式 ，可根据(12)式把该网络按基函数项 

逐项展开，并且把展开后的网络看作是一个在各步之间的大 

网络，上、下步计算结果传递是通过每一步的单层基函数通过 

线性叠加来完成整合，根据这个想法，那么，图 1所示 的泛函 

网络拓扑结构中，对任一层神经元来说 ，都可得到对应的一展 

开式结构(图 3)。 
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图 3 神经元函数展开式结构 

根据我们的应用需要来选择泛函网络中神经元的基函数 
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簇。这里我们使用具有有序特征的基函数簇概念。为了描述 

的一般化，我们在一个 Banach空间上进行分析，也就是说，假 

定样本空间为一个 Banach空间，其中 P为一个正锥。采用 

同样的方法，不难将这儿的讨论移植到更一般的空间中，如局 

部凸空间等。 

4．1 神经元结构 

首先定义神经元的结构。设 E为一个 Banach空间，P为 

锥，选择一组泛函： 

统=：{也( )l ∈E， ∈J} (13) 

其中 J为指标集。设 ID( )为一任意连续的实函数，ID：RL R 

定义神经元函数如下： 

Y ~-p(si)，s 一 ∑a ( )； ， ∈J (14) 

其中m为某 自然数。这个函数我们称为第 i个泛函神经元。 

图 3给出了泛函网络神经元函数的展开式结构图。在这个定 

义中，泛函网络中的神经元函数 p(x)N常取恒等函数，即：对 

V ∈E，有 JD( )一 。 

4．2 基函数存在性分析 

在讨论学习算法之前，我们首先对各构成泛函网络中的 

单元，即神经元的映射性质进行分析。为此，我们将问题进行 

转换，讨论存在性。 

给定样本训练集 ：{( ，yk)l忌一1，2，⋯，z)；假设 |D(·)为 

恒等函数，yk=p(sk)一S ，k一1，2，⋯，z，对泛函网络来讲，我 

们考察图 1或图 3中第 i个神经元函数的性质，在给定基函 

数 ( )一[伫1( )， z( )，⋯， ( )] 条件下，问题转化为 

寻找向量a 一[ ，a一⋯，a ] ，使得 

： 暑n (∞)=arq~ ( ) 

设 S一[s ，Sz，⋯，S1] ， 一[ (∞)] ，问题化为寻找向量 

a 一[ ，af2'⋯，a ] ，使得 

n 一S； 一1，2，⋯ ， (15) 

其中a =[ ，a ⋯，a ] 表示第i个神经元对应的待学习 

的参数。 

现在考虑几种情况。首先若 z> ，方程(15)一般无解， 

若 z< ，定义一个新的 ×m矩阵Ai： 

A：[言 
同时记 

x一[ ]， 一[ ] 
这样，方程(15)变为： 

(16) 

A x 一Yi； 一 1，2，⋯ ， (17) 

根据方程(17)，要使这个方程有解 ，一般要求训练样本点 

{ l忌一1，2，⋯，z)在一般位置上，也就是说，{ 一 f k一2， 
⋯

，z)线性无关 。这就要求基 线性无关。这样以来，通过上 

面的分析可看出，为什么泛函网络构成神经元函数要求是线 

性无关，以上我们给出了其理论依据 。下面我们以定理的形 

式给出： 

定理 4．1(存在性) 设 E为一个 Banach空间，P为锥 ， 

任意选择一组泛函：统一{ ( )J ∈E， ∈J)，其中 J为指标 

集。对泛函网络中任一神经元函数来讲，在 中至少存在一 

基函数集 ，使得该神经元函数可表示成该基函数的线性组合。 

注记 ：定理的理论意义在于给出了Castillo E提出的泛函 

网络中单元 ，即神经函数为什么能表示成一些函数的线性组 

合的存在性问题。下面我们接着讨论基函数的选取和构造方 
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法 。 

5 泛函网络神经元函数选取理论依据 

泛函网络中的一个重要问题就是神经元基函数的选择方 

法。本节我们构造一种具有序性质的基，其基本特点为可以 

利用样本空间的序性质，从而期望得到较好的收敛性。 

设 为基 ，考虑第 i个泛函神经元的基函数选取问题。 

对于两两不同的样本点组 { ， z，⋯， )来说，我们要使得 

下列矩阵非奇异： 

r l( 1) 2( 1) ⋯ ( l 

! === ．( 
l( ) 2( ) ⋯ ( 

(18) 

现在假设样本点在一般位置上，即对样本点{ ， ，⋯， 

)可以扩张成一个 一1维的仿射平面。首先假定泛函为 

线性的，则将 薯 替换为 一 后，我们可以假设具有下列新 

形式，其中{ ， 。，⋯， 一 )非零、线性无关，e— ： 

厂 l(P) 2(P) 

。

! 
L l( 1) 2(五 一1) 

柳 (P) 

柳 ( 1) 

( ～1) 

现在我们假设上述矩阵为奇异的，即 det 

， 。 因此，存在常数 CI满足 

O 

(19) 

(2o) 

定义 一∑ ，因此， ( )一 ， — 1， ，⋯， ， 一1，， 
J 1 

0 X2 2 

⋯
' 。 

对第 i个神经元来说，设 ， z，⋯， 扩张成的仿射平 

面为 H ，即 

Hi一{ 一∑d I d 为常数) (21) 

取 eEH ，则 H —P+K ，其中 K 为一个放射子空间。所以 

我们得到： 

也(e)一0，也( )一0， ∈H ， 一1，2，⋯ ， (22) 

只要我们选取合适的子空间使得上面的关系不成立，则 

所要求的基函数就符合神经元函数的要求。 

在非线性的情况下，我们可以很容易选取基函数使得矩 

阵非奇异。例如选取一些初等函数，形如 也( )一 ～，COS 

(ix)，sin(ix)，lg(ix)，⋯，只要点 两两不同，就可以保证矩 

阵非奇异。这样，对泛函网络中每一个神经元都可以表示成 
一 些基函数的线性组合的形式 ，这给人们选取基函数提供了 
一 方法。 

综上所述，我们解决了如何确定一个函数集合 统，使得特 

定 Banach空间 E上的任意一神经元函数 f ， 一1，2，⋯， 可 

由统中函数近似地构造出来。具体地讲，选择～组泛函：统一 

{ ( )l ∈E， ∈I)，其中 J为指标集。逼近一个神经元函数 

( )的实质是在 中找出有限的基函数 如，( )，使得 ( ) 

可以精确或比较精确地表示为这些基函数的线性叠加，即 
N N  

( )一 皿 ( )或者 ( )≈善m ( )。这里的神经元函 
数 ( )可以是一维函数，也可以是多维函数；对应的泛函网 

络也可以是单输出，也可以是多输出。 

恐 ． ～ 

如 

—．．．．．．．。．． ．．．．．．．．．．．．．．．． ， L  

1 0  
(  
m∑ 
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以上我们讨论了泛函网络神经元函数的构造与方法。实 

际上，虽然泛函网络对应的是泛函变换，函数变换的类型很 

多，但是表示的函数变换的泛函网络也很多，很难用一个统一 

的拓扑结构来描述。实际上 ，大多数泛 函网络总可 以视为 

Banach空间 E上一个映射，在这个意义下，泛函网络可描述 

为： 

定义 设 维和m 维 Banach空间 E存在着函数变换 

F：p— ，而 x∈P ，则泛函方程 F—F( ， ，⋯， )。其 

中，X一(Xl，z2，⋯，z )， ： (Xl，z2，⋯，z )， 一 (z1， 

z2，⋯，z )，⋯， 一 (Xl，z2，⋯，Xn)为神经元函数。 

实际上 ，该定义与式(1)是等价的。对于一些复杂的泛函 

方程，根据这个定义需要多次的函数变换的复合来完成来满 

足不同问题的需要。 

结束语 文中基于 Banach空间中偏序理论，分析了泛函 

网络神经元基函数的存在性，给出了泛函网络神经元基函数 

选取方法，对于完善泛函网络的基础理论具有重要 的理论价 

值。有关基于 Banach空间中偏序理论的泛函网络学习算法， 

将是我们进一步所做的工作。 
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