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摘 要 在网络编码研究中，线性编码技术已趋于成熟，但它有着需要大字符表且不适用于非多播网络的弱点，这推 

动了对非线性编码的研究。本文给出编码函数的新描述，在此基础上将非线性编码分成两类：证明了前者与线性编码 

等价，能从线性编码中构造出，且具有相同的编码能力；证明了后者的存在性。 
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Abstract In the area of network coding，linear code can achieve the maximum capacity of multicast networks by large 

alphabets．However，it iS insufficient for non-multicast networks．M eanwhile nonlinear code iS of interest for its possibil— 

itv to achieve the network coding capacity by small alphabet，Or its possibility to deal with other networks．There iS no 

schema of nonlinear code in our literature．In this paper，a novel characterization of nonlinear code iS propo sed．We reveal 

that a kind of nonlinear code can be induced from Iinear code。and it has the salTte coding ability as Iinear cod e．We also 

show the existence of another kind of po lynomial code． 
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1 引言 

传统网络中，节点只有路由转发功能，而在网络编码的模 

型中，节点允许对接收到的信息进行编码和转发 。图 1为该 

模型的示意图，其中z和Y为二元域上的符号，节点 3执行编 

码操作(模 2加法)并转发 ，每个终端节点能从所接收到的信 

息中解码出所需信息(z和j，)。 

发送x和Y 

接收x,y 接收x,y 

图 1 网络编码模型 

网络编码技术首先由Ahlswedec 等人引入。它证明了： 

若源节点与每个终端节点间的最小割都是 k，则使用网络编 

码技术能一次性从源节点传输 k个消息到每个终端节点。 

Lic ]等人证明在字符表足够大的条件下，采用线性网络编码 

方法总能达到多播网络的最大容量。文献[2—6]研究了线性 

编码的构造算法 。由于大字符表会导致传输的延迟和更多的 

带宽消耗 ，而小字符表更便于传输 ，因此字符表问题引起广泛 

关注。对一些特殊拓扑的网络，Feder等[7]和 Ra~la等[8]给 

出字符表大小的下界：它的规模等于终端节点数的平方根。 

文献[8]还指出：对一般网络求可行字符表的最小值是个NP- 

难问题。另一方面，Dougherty等_9]证明：在给定字符表的情 

况下，线性编码不足以处理所有多播网络。而对非多播网络， 

文献Elo3和[83指出：即使在字符表足够大的情况下，线性编 

码也不足以处理所有网络。非线性编码能否避免线性编码的 

这些弱点，这是个未知问题。非线性编码被认为是个有意义 

的新方向 。 

目前对非线性编码的研究还处于起步阶段。本文首先提 

出非线性编码的多项式描述 ，称为多项式码。然后与线性码 

进行比较。在一般的情况下，多项式码至少具有与线性码相 

当的编码能力。我们演示了从线性编码构造多项式编码的方 

法。最后，我们证明了更复杂的多项式编码也存在，证明过程 

利用了编码函数和拉丁矩阵之间的有趣联系。 

2 模型 

多播问题可用五元组(G，S，D，C， 描述：有向无 圈图 

G：一( ，E)；源节点 sE ；终端节点集合Dc ；各边的容量 

集合 C：={f(e)l eEE，f(e)∈Z}； 维消息M一(m “，％ )， 

mi∈∑。图 G描述通讯网络，其中 为节点集合 ，表示路由 

或计算机 ；E=VXV为边集合 ，表示通信信道。源节点 S产 

生消息M，需要传输到每个终端节点 vED。消息M是个 

维符号向量，其中每个符号 巩 都取自同一字符表∑。字符表 

大小(iE为 q)通常约定为某个素数的幂，从而在字符表上可 

定义有限域结构Ig]。下文中讨论编码操作时，我们直接把字 
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符表看成域。不失一般性 ，边容量 c( )通常可假设为 1 E ，即 

每条边一次能传输∑中的一个符号。 

在网络编码的模型中，各边都对应着一个编码函数，它决 

定了当源节点发送 M 时，该边传输的内容。对从 到 的有 

向边e，编码函数可用如下公式描述 ： 

f∑I”i一 ∑ if —s 

‘ I∑IEI(训一∑ if ≠5 

其中EI( )是节点 的入边集合。 

全体边对应的编码函数的集合称为网络的编码，它描述 

了该网络的传输方案。若全体终端节点都能从所接受到的内 

容中恢复出M，则该网络编码称为可行的，否则称为不可行 

的。若所有编码函数都是线性函数，则网络编码称为线性的， 

否则称为非线性的。由于线性编码函数较容易实现，大部分 

研究工作都集中在线性网络编码，对非线性编码函数的研究 

较少。 

本文提出编码函数的更一般的形式。首先引入以下的代 

数性质[”]： 

引理 若∑是大小为 q的有限域，则 函数 厂：∑ 一 ∑总 

可用系数取 自∑且在各变元上度均小于 q的k元多项式表 

示。 

例如当∑为二元域，函数 ，：∑ 一∑共有十六种不同的 

形式，可用{0， ， ， + ，xy， +xy， +xy， + + ，1，32 

+1， +1， + +1， +1， + +1， + + 1， + +xy 

+1}表示，其中 0和 1分别表示零元和幺元。 

由于每个非线性编码函数都可以用一个多项式唯一表 

示，我们称非线性编码为多项式编码。 

引入独立和独立集的定义如下： 

两个函数，，厂：∑ 一∑称为独立的，当且仅当存在函数 

g：∑ 一∑ 使得对每个(d，|8)∈∑。，有 g(f(a，|8)，厂(d，|8)) 

一(a， ；或等价地，对点(a，I8)，(a ， )∈∑ ，当且仅当(a，I8) 

≠(d ， )，有(，(d，|8)，厂(d， )vk(f(a ， )，厂(d ， ))。 

独立描述了编码的可恢复性 ：将源消息(a，|8)分别作为编 

码函数，，厂的输入，若 ，，厂是独立的，则能从它们的输出中 

恢复出(d， 。 

函数集合{fl，⋯， I ：∑。一∑}称为独立集，如果它们 

两两独立。当 的取值为最大，集合称为最大独立集(M，S)。 

对 MIS，我们有 一q+1(证明略)。下文讨论的函数，如无特 

别声明，都为 ，：∑ 一∑的形式。 

3 主要结论 

本节集中讨论传输二维消息。首先，我们讨论二元字符 

表，举例证明多项式编码不如线性编码强大，这是由于二元字 

符表上的非线性函数都不具有可解码的性质。然后 ，我们讨 

论多元字符表，证明了从线性编码 中可推导出一类多项式编 

码，它具有相同的编码能力。在这类多项式编码中，仅源节点 

执行非线性操作。最后 ，我们证明在多元字符表上一般形式 

的多项式编码(中间节点执行非线性操作)的存在性。 

3．1 二元字符表(q=2) 

本小节在二元字符表上比较多项式编码和线性编码。首 

先有以下引理： 

引理 1 若函数 ，，厂：∑ 一∑独立，则它们是 q到 1的 

映射。 

证明：假设 ，不是q到 1的映射，则它会在超过 q个点上 

取相同值(记为)，)。厂在这些点上只能取q种不同值，由鸽笼 
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原理 ，这些点中至少有两个点上 的取值相同，将两个点记 

为(d，|8)和(d ， )。【大1此。我们有 f(a，|8)一f(a ， )和厂(d， 

|8)一_厂(a ， )，这与，，厂独立的性质产生矛盾。 

引理 2 每个线性函数 ，一n + +c都是q到 1的映 

射，其中(n，b，f)∈∑。，(n，6)≠(O，O)，0表示域上的零元。 

证明：a)若 b=O，则 ，—nz+c。由于域中每个元都有加 

法逆元，每个非零元都有乘法逆元 ，我们有：f(a，I8)一f(a ， ) 

~：：：)actq-c~act +f㈢d—d ，其中(d，I8)，(d ， )∈∑ 。因此，当 

变化时，，取不同值，当 取值确定时， 可取 q种不同值。 

因此 ，是q到 1的映射。b)当 n一0，则 ，一by+f。证明同 

上。c)若 n≠O，6≠O，则 ，一nz+6 +f。对 d，)，∈∑，有 f(a， 

)一 nd+by+f一 一6 ()，+(一(nd+f)))，其中 b 

为 b的乘法逆元，一(aa+f)为 nd+f的加法逆元。因此，对 

每个固定值 )，和任意a∈∑，存在某个确定值 |8∈∑使得 f(a， 

I8)一)，。因此 ，是 q到 1的映射。 

注意到 ，：∑ 一∑上 q到 1映射的函数共有 Ⅱ c 一种 

(排列组合)，而线性 函数有(q。 1)q个(排列组合 )，结合引 

理 1和引理 2，可得 ： 

推论 3 当q一2，若两函数 ，，厂独立，则它们都是线性 

函数。 

定理 4 存在多播 网络 ，在二元字符表上有可行的线性 

编码，但无可行的多项式编码 。 

证明：将图 1中的多播网络记为 G，它有可行的线性编 

码。接下来证明：G上可行编码都是线性的。 

可行的编码要求源消息能够从图中任意割上传输的内容 

中恢复出来，而 G中的所有割都只有两条边，因此若编码是 

可行的，则割上对应的函数是独立的。由推论 3可知 ，此时所 

有函数都是线性 函数 。因此 G上可行编码总是线性的，得 

证 。 

3．2 多元字符表(q≥3) 

在多元字符表上，非线性编码通常被认为难于构造，但本 

节定理 9将证明一类多项式编码能较容易地从线性码中推导 

出来 。我们首先引入两个引理： 

引理5 两个函数 ，，厂是独立的，当且仅当函数n，+6， 

厂是独立的，其中口，bE∑，且 n≠o。 

证明：令 g—n，+6。由于∑是个域，对(d，|8)，(d ， )∈ 

∑ ，则有g(a， —g(d ，J)C=~af(a，|8)+b=af(a ， )+扫 ， 

(d， —f(a ， )。若，，厂独立，则有(，(d，|8)，厂(d，|8))一(， 

(d ， )，厂(d ， ))㈢(d， 一(d ， )。因此，我们有(g(d，|8)， 

厂(d， )一(g(d ， )，厂(d ， ))㈢(d，|8)一(d ， )。因此，g 

和 ， 互相独立。反之同理，得证。 

定义 厂的等价集合为 

[力一{n，+bIn，bE∑，n≠0}。 

引理6 若函数，，厂互相独立，则函数 f，g互相独立， 

其中g一口，+6厂+f，n≠o，6≠o，(n，b，f)∈∑。。 

证明：对 (d， ，(d ， )∈∑ ，若(，(d，|8)，g(a， )一(厂( ， 

a 
I f(a ,／3)= f(a

，

'

，

, 

ff 笼 )。由 
f，／互相独立，可得(d， 一(d ， )。因此，f，g互相独立。 

由引理 5和引理 6，可得： 

推论 7 若函数，，厂互相独立，则从每个等价集合[力， 

[厂]，[，+厂]，⋯，[，+(q一1)厂](其中1为域中幺元)中各 

选一个函数将构成最大独立集(MIS)。 
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定义函数 7【 为 7【 ( 一，Xn)一 ，记 一7【1( ， )， 一 

耽( ， )。由推论 7，从每个等价集合[ ]，[ ]，[ + ]， 

⋯ ，[ +(q一 1) ]中各选一个 函数将 构成最大独立集 

(MIS)。令 L一[ ]U[ ]U[ + ]，⋯，U[ +(q一1) 

]，注意到ILI一(q+1)q(q一1)，因此 L集合包含了所有线 

性函数。特别地，我们有： 

推论8 如果，，厂为线性函数，则它们互相独立，或者有 

厂∈[，]。 

于是可得到以下结论 ： 

定理 9 在多元字符表(q≥3)上，可行线性编码 C总存 

在对应的可行多项式编码 C 。 

证明：假设存在独立于 的多项式函数 f(非线性)，则 

将 L中的所有 ， 函数用 ，代替，可得集合 

L 一[ ]U[，]U[ +，]，⋯，U[ +(q一1)，] 

同样地，将线性编码 C中所有， 函数用，代替 ，可以得 

到多项式编码 。由推论 8，C中任意两函数若互相独立，则 

它们在 中对应的函数会分属于L 中不同的等价集合，因此 

它们对应的函数在 L 中也互相独立。即，若 C为可行编码， 

则 也可行。进一步，q≥3时 ，是存在的：计有(q!q个函数 

与 互相独立，而仅有q2(q一1)个线性函数独立于 。当q 

≥3，有(q!) >q2(q一1)，得证。 

举例，图2演示 了这样的多项式编码(对应于图 1)。 

发送x和y 

接收x,y 接收x,y 

图 2 源节点执行非线性操作的多项式编码 

进一步，独立于 的函数，具有以下特征 ： 

定理 10 若函数 ，可写成 ，一 ，1( )+，2( )的形式， 

其中，1( )，，2( )为度小 于 q的多项式且对 V ∈∑有 ，1 

( )≠O，则 ，独立于 。特别地 ，当q=3时，逆命题也成立。 

证明：对不同点(a，卢)，(a ， )∈∑ ，若 a—a ，有 f(a，f1) 

一所 (口)+，2(口)和 f(a， )一 ， (口)+，2(口)。由于 ，1(。) 

≠o，有 ，(a， ≠f(a， )。若 a≠ ，则有 (a， ≠ ( ， 

)。因此 ，( (a，f1)，f(a，f1))≠( (a ， )，f(a ， ))，它们 

互相独立。反之，符合 ，形式的函数共有 (q一1)qqq种 ，但仅 

有(q!q种独立于 。当 q一3时，二者数量相等，因此此时 

逆命题也成立。 

3．3 多元字符表上更一般的编码 

能否允许中间节点执行非线性操作 ，从而构造更一般的 

多项式编码?本节给出肯定的回答。首先引入一些定义： 

一 个 q阶拉丁矩阵是个q×q方阵，它的行及列都是 q个 

符号的一种排列[ ]。二元 函数 ，：∑ 一 ∑能被写成矩 阵 

{％ }的形式 ，其中 行 Y列的元素。 取值满足 。 一f(x， 

)。同样地， ， 可分别写成矩阵。 一 和 n 一 。由拉 

丁矩阵定义可知：一个拉丁矩阵唯一表示了一个独立于 且 

独立于 的函数，。我们把 q阶拉丁矩阵的总个数记为LS 

(q)，它的值满足以下公式[ ]： 

LS(q)≥ 
q 

而从排列组合上可知，同时独立于 和 ， 的线性函数 

共有 q(q一1) 个。不难证明以下不等式(证明略)： 

≥q(q--1)2 
q 

由此可知存在多项式函数同时独立于 和 。例如当 

q一5时， + 是这样的函数。我们可构造多项式编码如图 

3示 。 

发送X和v 

接收X,y 接收x,y 

图3 中间结点执行非线性编码的多项式编码 

结束语 本文提出非线性编码的新描述。基于该描述 ， 

证明了一类非线性编码有着线性码相同的结构，并能从线性 

码中构造出来；证明了另一个类非线性编码的存在性。 
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