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带形状参数的指数均匀 B样条模型 ) 

赵颜利 郭成昊 刘凤玉 

(南京理工大学计算机系 南京 210094) 

摘 要 本文给出了k(k≥2)阶带形状参数指数多项式的均匀B样务模型。该类模型具有很多与B样条模型相同的 

性质，并且具有一个可调节的形状参数。由该模型构造的曲线，通过改变形状参数的取值，可以调整曲线接近其控制 

多边形的程度。该模型可以应用于CAD／CAM领域，作为几何造型一种新的有效模型。 
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Abstract A new rn~el of是(是≥2)order exponential uniform B-spline、Jlrith shape parameter is giverL Most of its properties 
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1 引言 

计算机辅助几何设计中有很多经典的曲线造型工具，如 

Bezier曲线、B样条曲线等。此类经典的曲线模型具有许多 

优 良的性质，在实际工程中也得到了广泛的应用。但也有许 

多不足之处，如 B样条曲线只能表示多项式曲线，对于 CAD／ 

C 中常见的曲线如圆、摆线、双曲线等，它只能近似表示， 

且对于给定的控制点，均匀 B样条曲线的位置是确定的。若 

调整曲线的形状，必须调整控制多边形。 

为了克服这些局限，很多文献中提出了新的模型，如文 

[1，2]中，张纪文提出了由{sint，cost，t，1}的线性组合得到的 

C-B样条曲线。C-B样条 曲线是三次均匀样条的一个推广， 

且可以精确地表示椭圆和圆弧段。文[3，4]中，Mainar等人 

在空间Span{sint，cost，t2，t，1}和 Span{1，t，cost，sint，tcost， 

tsint}上给出正规 B基。文E5I中构造了二次带形状参数的曲 

线，可以在控制多边形不变的情况下，调节参数的大小来调节 

曲线形状，形状参数的调整范围为[一1，1]。但是以上模型都 

是针对低阶情况，故文E6]给出了构造任意阶曲线的模型，构 

造了一类拟Bezier曲线。文[-73构造了任意阶的NUAT样条 

曲线，但它们存在的问题是对于固定的控制点，其样条曲线是 

固定的，必须调整控制多边形，才能调整曲线的形状。更一般 

地，本文提出了k阶(点≥2)的带形状参数的指数均匀 B样条模 

型，它具有凸包性、局部性、归一性 、对称性等 B样条的优 良性 

质，并且同时具有一个可调节的形状参数，可以达到C2连续。 

在控制多边形不变的情况下，它能生成不同位置的曲线，更好 

地逼近控制多边形，同时参数的取值范围大于[一1，1]。 

2 带形状参数的指数均匀 B样条基函数的构造与 

性质 

记 t4一{i：i=0，±1，±2，⋯}为对参数 t轴做均匀分割 

得到的一组节点。记在节点处达到 是一2阶连续的分段 k阶 

*)国家自然科学基金资助项目(60273035)。 
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指数多项式的空间为n ，空间 是一线性空间。在空间 

(是≥3)上给出一组基，这组基具有与均匀 B样条基相同的性 

质 ，如正性、归一性、对称性和局部支集性等，这儿称之为带形 

状参数的指数均匀 B样条基。 

考虑到正性 、归一性、对称性等性质，为构造 是≥3时 

上的基函数，我们首先定义二阶基函数为 

e-z')+ 

m

b(g 

， 

N ．2(￡)一No．2(￡～ ) i=0，±1，士2，⋯ (1) 

N0，z( ，￡)是 ￡∈[O，2]内关于￡一1对称，且 Co连续(零阶 

点连续)的分段二次函数 ，在区间端点间 N(2，O)一 N(2，2) 

一 0。同时为满足是≥3时 上的基函数的归一性，须满足 

下列条件 ： 

J 5N0，2( ，￡)dt：O (2) 

由式(1)、(2)得到号( 一1)+ (e--1) 一1 

若令a=笔 ，则b一 。将a、6代入上式， 
得到如下公式： 

N0．2(￡)一 

f罄 (e2t--e-2t)+ (et_e t)， <1 
l (e4-2t__e2t-4)+ (e2-t__ )， = 
当k=3时，定义下列递推公式： 

N0，̂(￡)一J lSo l(z)dx 

．
^(￡)一 So ．̂(￡一 )，i一 0，±1，±2，⋯ 

称 ， (￡) i一 0，±1，±2，⋯)为 k阶带形状参数的 

指数均匀B样条的基函数，其中 为形状可调节的参数，其取 

值范围为[ ， ]。在实际应用中，可以根据 

需要确定其具体取值。当 k一3时，根据上述定义可以得到 
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NI， (￡)所具有的性质，说明 Ni， (￡)为空间 的一组基。图 

1分别显示了两阶带形状参数的指数均匀 B样条基函数和 3 
～ 6阶的带形状参数的指数均匀B样条基函数图像，其中A= 

0．5。 

(a)两阶带形状参数的指教均匀B样条基函数图像 

图 1 各阶带形状参数的指数均匀 B样条基函数的形状图 

虚线 =一1；实线 =一6；点线 =一8) 

(a)Ⅳ0 )基函数re(k=3，5) 

虚线 =3： 实线 =5；点线 =20) 

Co)No．t基函数圈(k：3，5) 

图 2 取不同值 ，N0， 基函数图(忌一3，5) 

定义中给出的形状参数 A的取值范围，是指 ， (￡)中形 

状参数的取值范围。为满足 ，2(￡)非负性，需保证 t∈(O，1) 

时，口(矿一1)+b( 一1)≥0，由此求得 A的取值范围为 
--

2 

2e
一

(e 2 q
～

-

l

1

)
， ]。实际上，随着阶数 的增加，形状参 

数的取值范围还可以扩大。图 2为形状参数 A取值不同的时 

候，三阶和五阶带形状参数的指数均匀 B样条基 函数比较 

图。表 1给出了 3～6阶带形状参数的指数均匀 B样条的形 

状参数 取值范围。 

从图 2(a)可以看出对于固定 的k，当 A<O时，随着 A的 

减小 ，超出取值范围后基函数变为负数；但当随着阶数 k的增 

加，其函数图像最终变为非负。图2(b)可以看出对于固定的 

k，当A>O时，随着 A的增大，带形状参数的指数均匀 B样条 

基函数出现多峰现象 ，最终出现负值 ，但随着阶数 k的增加， 

其函数图像最终变为单峰和非负。 

表 1 形状参数 的取值范围 

3～6阶指数多项式的形状参数 取值范围 

2阶指数多项式 ≤ ≤3．68 

3阶指数多项式 一20．95≤ ≤3．74 

4阶指数多项式 一25．O1≤ ≤3．81 

5阶指数多项式 一34．56≤ ≤4．25 

6阶指数多项式 一42．62≤ ≤4．51 

k阶带形状参数 的指数均匀 B样条基函数具有如下性 

质： 

性质 1 非负性 

Ni，̂(￡)≥O，tE(一∞ ，4-oo) 

由定义知，对于 tE(～o。，4-oo)，S (￡)≥O， 

由公式 N0，̂(￡)一 lNo l( )dx 

可得 N0，3(￡)： l N0，2(x)dx≥O 

类推得 N0，̂(￡)一 lNo l(z)出≥O 

再 由定义公式可得 Ni，̂(￡)= No．̂(￡一 )≥O 

性质2 局部支集性 

Ni,k(t)= 

性质 3 归一性 

∑Nm(￡)：1 忌一3 

证明：对于 tE[ ， +1]， 

∑N (￡)： ∑ Nm(￡) 

当k=3时，∑ N (￡)：1显然成立。 

假设当n=k成立，即∑N (￡)一1 

则当n=k4-1时， 

∑N +l(￡)：∑』；一lN， (t)dt=If～l∑N (￡)出一』 一ldt=l 

性质 4 求导公式 

N (̂￡)=Ni，̂一l(￡)一N +l，̂一l(￡) 

N， (￡)一(』；一lNi，̂一l(幻) 一Nm l(￡)一 ．̂一l(￡一1)一 

Ni． 一1(￡)一N +1． 一l(￡) 

性质 5 对称性 

，^( +忌--t)一NI。̂( 4-￡) 

证明：当忌一2时，N ，̂(f4-k一幻一 Ni，2( +2～￡)一No，2 

(2一￡) ，Ni，̂( +￡)一 Ni，2( + ￡)一 No．2(￡) 

由定义构造条件 1)可知， ．2(2--t)=No，2(￡) 

故当 忌=2时，N啪( +忌一￡)=Ni， ( +￡) 

假设当 k=n时， ， ( + --t)= ， (H— )成立 ，故 ， 

( 一￡)=No。̂(￡)，则当k=n4-1时， 

N|。 +】( + +1～￡)一No l( +1一￡)一j：± _。N0， (m) 

dm=J；l ． ( ～z)出 
一 J；一l No， (z)(k—No， +l(￡)一 ， +l(￡) 

即 。 +l( 4- +1--t)=Ni， +l( +￡) 
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性质 6 连续性 

Ni． (￡)在整个参数空间上为 志一2阶连续 

证明：由定义知 Ni．2(￡)零阶连续，则 Ni，。(￡)一 - ．2 

(x)dx一阶连续 

Nl，。(￡)一 -Ni，。(x)dx二阶连续，由此可推出 

Nl， (￡)一J：一1Ni 1(x)dx为志一2阶连续。 

性质 7 线性无关性 

{Ni．̂(￡))孥 o。( 一0，±1，±2，⋯)在 t∈(一∞，+oo)上 

全局线性无关，特别地在 t∈Fi，i+1]上 N|一川 (￡)，⋯，N， 

(￡)局部线性无关。 

证明：当 志一 2时显 然成 立。假 设 当 志一 时 {N1． 

(￡))孥 。。( —O，士1，±2，⋯)在 tE(一C×。，+oo)上线性无关， 

则当 志一 + 1时，令 ∑口 N +。(￡)一0，两边求导，可得 ∑ 

O／iN +1(￡)一O，由性质 4可得 

∑ N (￡)一啦N件1， (￡)]一O 

且口∑(口 ——口 一1)N ． (￡)一O 

由于{N， (￡))# 。。在(一C×。，+oo)上线性无关，因此 皿 

一口r-1一口( 一0，士1，±2，⋯)。 

代入∑口 N +1(￡)一O，得 

∑口fN抽+1(￡)一口∑N ，计1(￡)一0，故 口一0。所 以{Ni，̂ 

(￡))蛰 。。( 一0，±1，±2，⋯)在 tE(一C×。，+oo)上线性无关。 

当 tE Fi， +1]，同理可证。 

3 带形状参数的指数均匀 B样条曲线 

假设{只) 1∈ ，m=2、3， ，̂(￡)( 一1，2，3，⋯， )是 

定义在[口，6]上的志阶带形状参数的指数均匀 B样条基函数， 

设 a=k，b=n+1，则 N1． (￡)，N2， (￡)，N3． (￡)，⋯，N ．̂(￡) 

( ≥志)是空间 [口，6]的一组基，如图 3。空间 [口，6]中的 

曲线可表示如下： 
n 

P(￡)一∑N|． (￡)Pi，志≤t~-．n+1，n>jk 

其中{P|：i=1，2，3，⋯， )为控制顶点，Pl P2 P3⋯ 为控制 

多边形。图4为n=5时，两条指数多项式均匀 B样条曲线。 

图3 N1，̂(￡)，⋯， ． (￡)是空间 [口，6]的一组基 

(虚线 =̂1；虚线 =一1) 

图4 四阶带形状参数的指数均匀 B样条曲线 

性质 8 凸包性 
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由基函数的归一性 ，曲线 P(￡)( ≤￡≤i+1)位于 是个控 

制点PH十一，⋯，只 的凸包H 内，整条曲线 ( ≤ +1)位 
n  

于这些凸包 Hl的并集 H—UH，之内。 

性质 9 保凸性 

凸控制多边形 P-Pz⋯ 定义的曲线 P(￡)为凸曲线。 

性质 10 几何不变性和仿射不变性 

曲线的形状、位置与坐标系的选择无关，曲线做仿射变 

换，只须把其控制多边形做此仿射变换。 

性质 1 1 局部调整性 

由曲线的表示公式，改动一个控制顶点 P ( ≤￡≤ )，曲 

线上仅有点 Pl参加的控制的那 L段(Z≤志)曲线的形状发生 

变化。同样，曲线 P(￡)( ≤￡≤ +1)上的点只与 志个控制顶 

点PH十一，P +2，⋯，P 有关。便于交互设计，tE Ei， +1]区 

间内子曲线可以表示为： 

(￡)一
． ． ． ， 

(￡) 
，一  一  十 l 

性质 12 曲线导数公式 

(3) 

对于曲线 P(￡)在 t∈Ei，i+13区间内子曲线 P(￡)一 
t 

． ，̂ (￡) ，则 
， ⋯ l 1 

t 

P (￡)一 ∑ N (￡)PI 
，一 l一 十 1 

一  

． 
r-Nj 1(￡)一NJ+lI卜l(t)3P 

一Ni一抖1,k一1(￡)P( 一是+1)一 

l 

N升1．̂一1(￡)P( )+ ∑ △P N ． 一1(￡) 

根据性质 2，tE Ei， +1]时， 

N 一̂+1,k一1(￡)一N +1．̂一1(￡)一0 

故 P (￡)一 ∑ △P N 一1(￡)，其中△P 一P —Pi一1。 
，一 l一 十 2 

t 

则 △P (￡)一 ∑ △rP N 一1(￡) 

其中△rPf一△r_ P 一△一 P 1 

性质 13 对称性 

以P-，P2，⋯， 为控制顶点的K阶带形状参数的指数均 

匀 B样条曲线与 P 一 -．’P-为控制顶点的 K阶带形状参 

数的指数均匀 B样条曲线为同一条曲线，但方向相反，即 

∑P S ( +￡)一∑P 一1S ( +志一￡)，￡∈[O，志) 

4 带形状参数的指数均匀B样条曲线的逼近性 

以三阶指数多项式均匀 B样条为例，分析在参数 取不同 

值时曲线与控制多边形的逼近关系。一般地，当tE EO，13时， 

根据式(3)，我们得到曲线的在 ￡∈[O，1]的子曲线。考虑到指 

数多项式均匀 B样条为三阶，控制顶点与曲线上对应点有 
0 

P(1)一P一1一 ∑ N¨(1)P，一P一1 (4) 

根据性质(2)，有 N (1)=0 

对式(4)两边计算并取范数，有 

lP(z)一P一1 ll—N一2，4(z)Pi一2+N一1．4(z)(P一1—1)+No．4 

(1)Po 

一 (一0．014U+O．1472)l1只一2—2只一1+只 II 

(5) 

从上式可知，当 越大，则 P(z)和 P一-的距离越小；反之 

越小，两者距离越大。类似地，可以得到整个参数区间内， 

随着形状参数 的增大，三阶带形状参数的指数均匀 B样条 

曲线更加逼近控制多边形顶点。 
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同样可以推导 ，随着形状参数 的增大，k(最≥3)阶带形 

状参数的指数均匀 B样条曲线更加逼近控制多边形顶点。 

由于证明过程比较繁琐 ，我们将另文说明。图 5给出了形状 

参数 取不同值时，曲线与控制点的逼近情况。 

(虚线 一一2；实线 一O；点线 一2) 

图 5 三阶带形状参数的指数均匀 B样条曲线逼近 

5 带形状参数的指数均匀B样条曲线的图形实例 

(a)花瓣 (b)花纹 

图 6 四阶带形状参数的指数均匀 B样条曲线造型图 

曲线设计中的一个基本的内容是开曲线和闭曲线的构 

造，了解开曲线的端点行为和闭曲线的构造具有重要意义。 

对于控制点列 P ( 一1，2，⋯， )，其中Po一 ：若要构造开曲 

线，只须增加两个控制点 Po一2P 一Pz， + 一2P．一 一 ， 

即可构造两端插值于 P 、P ，且在 t。和 t 处分别以P 一 、 
一

P 一 为切向量的开曲线。若要构造闭曲线，只须增加两 

个控制点 P计1一Pz， +z—P。。图 6给出了 取不同值时的 

开曲线和闭曲线。图 6(a)是 一一2，一1，0，2，4，6时，按控 

制点列生成的花瓣开曲线图形；图 6(b)是 一一4，一2，一1， 

0，2，4，6，8时，按控制点列生成的花纹闭曲线图形。不论是 

开曲线还是闭曲线，调整 的值可以得到不同的曲线。当 

增大时，曲线逐渐远离控制多边形，当 减小时候，曲线逐渐 

逼近控制多边形。 

结论 本文构造了最(最≥3)阶带形状参数的指数均匀 B 

样条样条基，并因此定义了带形状参数的指数均匀 B样条曲 

线和曲面。该样条基具有与均匀 B样条基相同的性质、结 

构，保持了均匀 B样条曲线的一些实用的几何性质 ，并且该 

样条基带有一个形状参数，通过对形状参数取值的改变，可以 

调整曲线接近其控制多边形的程度。同时，该样条曲线可以 

构造张量积曲面，通过选取形状参数的值，也可以得到不同程 

度地接近其控制多面体的曲面。指数多项式均匀 B样条定 

义线性空间 上，又由于 对于积分运算是封闭的，即对任 

意的 N( )∈ ，有 JN( )出∈ ，为相关 的积分运算带来方 

便。以上分析说明，指数多项式均匀 B样条模型是 自由曲线 

曲面造型的一个有力工具 ，具有良好的应用价值。 
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( 下一1、最新顶点对 ( 下一( 上， (( 下一( 上．，可能合而为 
一 )所构成子凸壳 ( 上一 q 下一 q 下，，Q左上， 的内点”的分 

布域极小化并行处理 ： 

第 1—1—3 步 子凸壳 的全部顶点标记处理 ：顺次标 

记已求得的子凸壳 q 全部顶点。 

(注：因与上述第 1—1步及其第 1—1—1步、第 1—1-2步、第 

1—1—3步的处理原理、方法、步骤、操作等极其类同，故除第 1— 

1步中的“右、左、A向、B向”需对应改为第 1-2步中的“左、 

右、B向、A向”外，第 1—2步及其第 1—2—1步、第 1—2-2步、第 

1—2—3步的其它处理与操作均可从略。) 

第2步 “将子机群 C0 、C0 所得子凸壳 、 

各顶点”组合为所求凸壳 Q的全部顶点处理，即：顺序把上述 

已得子凸壳 、 各顶点，依次两两连接而最后所得凸多 

边形 Q，必定是所求二维点集 S的凸壳Q。 

结论 本文提出基于机群的双群双域四向凸壳并行新算 

法，不仅在时间、空间复杂度与效率上，均优于现行的卷包裹 

凸壳算法、格雷厄姆凸壳算法、折半分治凸壳算法等传统凸壳 

串行算法与并行算法；而且便于推广到基于机群的优群、 

域、P向(其中：m>2， >2， >2)的凸壳并行新算法研究(对 

此，作者拟另文阐述)。因此，它将有效提高二维凸壳生成速 

度，可进一步改进和提高二维凸壳在图像处理、文字分解、模 

式识别 、物体分类、计算图形、指纹识别 、遥测遥控、地物辨识、 

地质勘探、空天利用等的应用水平和工作效率。 
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