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基于双群双域四向水平倾角最小化圈绕的凸壳并行新算法 

周启海 黄 

(西南财经大学信息技术应用研究所 成都 610074) 

涛 · 吴红玉 

(西南财经大学经济信息工程学院 成都 610074) 

摘 要 本文针对现行凸壳算法(诸如：串行类的卷包裹凸壳算法、格雷厄姆 凸壳算法等，并行类的折半分治凸壳算 

法、快速凸壳算法等)效率不高的缺点，根据同构化凸壳构造基本定理，利用工作站机群优点，提出了效率更高的双群 

(即：其机群分为 2个子机群)、双域(即：其数据分布域分为 2个子分布域)、四向(即：其每个子分布域内凸壳顶点的寻 

找方向均各 自为顺时针、逆时针 2个寻找方向)水平倾角最小化圈绕的凸壳并行新算法。 
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A~tract In this paper，comment on the lower efficiency shortcomings of representative both series algorithms for 

finding convex hull(for example：Gift wrapping convex hul1 algorithm ，Graham scan convex hull algorithm ，and SO 

on)and parallel algorithm s for finding convex hull(for example：Half-dividing convex hull algorithm ，Rapid convex 

hull algorithm，and SO on)，and according to the isomorphic fundam ental theorem of the convex hull construction and 

using the advantages of COW (Cluster of workstation)，fl more efficient new parallel algorithm  to find fl convex hull is 

given．The genera1 characters of the new parallel algorithm are：1)its CoW is combined with two sub-clusters；2)its 

domain is divided into tWo sub-domains；3)its seeking directions of coiling with fl mi nimum 1ever pitch in every sub-do— 

ma in are along with two ways(i．e．clockwise direction，and anti clockwise direction)separately． 
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2O世纪7O年代以来，二维凸壳(Convex hul1)所具有的 

问题复杂性与应用重要性，使国内外专家学者对凸壳算法颇 

为关注，不少文献都说明了研究、改进和提高二维点集或线段 

集凸壳(以下简称凸壳)算法及其效率的重要意义与许多工 

作，已提出不少串行凸壳算法(诸如：卷包裹凸壳算法、格雷厄 

姆凸壳算法等)，也提出一些并行凸壳算法(例如：折半分治凸 

壳算法、快速凸壳算法等)。2005年，作者开始潜心研究凸壳 

算法，现已研究、改进和提出了一些串行凸壳新算法L1 ]。但 

总体上，这些凸壳算法效率往往还不够高(例如：不少并行凸 

壳算法 ，也多基于串行改造，且常采用递归方法)，仍尚待进一 

步提高。为此，基于周启海教授提出的同构化凸壳构造基本 

定理L3]，本文提出了效率更高的基于工作站机群 的双群双域 

四向水平倾角最小化圈绕的凸壳并行新算法。 

1 二维凸壳问题与凸壳算法描述 

定义 1 设多边形 Q的顶点是给定平面内的点 Q。(z。， 

Y1)，Q(xz，yz)，⋯，Ql( ，Y )。如果线段 QQ，( ≠ ，1≤ ≤ 

，1≤≥≤ )总不在多边形 Q外 ，则称 Q为凸多边形。 

定义2 设二维点集s={Pi(五，y )f 1≤ ≤m，3≤m< 

。。)由给定平面内的点构成。如果凸多边形 Q顶点Q ∈S，且 

Q是可覆盖S中各点的最小凸多边形；则称凸多边形 Q为二 

维点集s的凸壳。如何寻求给定二维点集 s={Pi(z ，y )f 

1≤ ≤m，3~m<oo)的二维凸壳，称为二维凸壳问题。凡能 

构造性生成给定二维点集 s一{Pi(xi，yi)}1≤ ≤m，3≤m 

<。。)的二维凸壳的算法，统称二维凸壳生成算法，简称二维 

凸壳算法(或凸壳算法)。 

2 并行算法概要 

并行程序设计方法不同于串行程序设计方法，其主要差 

别在于：串行程序设计方法把事务的变化发展看成是单线程 

的，任何两种事务之间必然存在因果关系，从而把一系列相关 

事务看成是不可分割的整体。在对事务 的认识上，结构程序 

设计特别是对象程序设计(即面向对象程序设计)，应该说取 

得了突破性的进展(即：它们已把一个复杂的事务分解成多个 

简单事务，甚至把一个系统看成是多个相互联系的实体所构 

成)；但两者都仅着眼于事务的静态结构关系与表层行为模 

式，尚未实现从动态结构关系与深层行为模式来认识和分解 

事务。因而，从行为方式的本质来看，事务仍然被认为是一致 

的，或者是先后相继的，相互之间不存在并发性工作方式和干 

扰现象，更不存在可同时发生的相互作用的并发行为。并行 

程序设计方法的一个最基本的观点，就是把一个事务的行为 

看成是多个(串行或并行的)子事务互相作用的结果。这是程 
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序设计观念的根本转变，它主导下的并行程序设计方法，其核 

心内容就是事务的并行划分与算法映射，其理论基础是并行 

计算模型。并行计算模型决定了并行语义，并行语义决定了 

可并行执行的准则，从而决定了并行划分原则与并行算法设 

计。鉴于分布并行算法的广泛性和主流性，本文所论凸壳并 

行算法采取分布并行计算实现方式。 

定义 3 并行算法(Parallel Algorithm)，是一些同时执 

行、相互作用、彼此协调、目标统一、协同一致地完成给定问题 

求解的多个进程的集合。 

定义4 采用同步方式(指算法的诸进程的执行必须相 

互等待)、异步方式(指算法的诸进程的执行不必相互等待)、 

分布方式(指由通信链路连接的多个场点Size或节点node来 

协同完成问题求解)进行并行处理的并行算法，分别称为同步 

并行算法(Synchronized Algorithm)、异步并行算法(Asyn- 

ehronized Algorithm)、分 布 并 行 算 法 (Distributed Algo- 

rithm)。 

3 工作站机群 COW简介 

工作站 机群简称机群 (COW，即 Cluster Of Worksta~ 

tion)，是利用高速通用网络将一组高性能工作站(或高档 PC 

机)，按某种拓扑结构连接起来，并在并行程序设计以及可视 

化人机交互集成开发环境支持下，进行统一调度、协调处理、 

高效实现高性能计算的并行处理系统，COW 的每个结点上都 

有完整的操作系统。从系统结构和结点间通信方式来看， 

CO W属于分布式存储的MIMD并行计算机结构，它主要利 

用消息传递方式实现各主机之间的通信，由建立在一般操作 

系统之上的并行编程环境完成系统的资源管理及相互协作， 

同时也屏蔽工作站及网络的异构性。因此，对程序员和用户 

来说，机群系统是一个整体的并行处理系统。机群系统中的 

主机和网络既可以是同构的，也可以是异构的。其系统结构 

如图1所示。 

图 1 机群 COW 的一般系统结构示意图 

现有设备，故单从使用效率上看，机群系统的资源利用率也比 

单机系统要高得多。 

5)系统易延展性好，系统可扩充性强。从规模上说，机群 

系统大多使用通用网络，系统扩展容易；从性能上说，对大多 

数中、粗粒度的并行应用都有较高的效率。 

6)资源重用度高，用户编程纠集简便。 

机群系统中，程序的并行化通常只是在原有串行环境中 

插入相应的通信原语，而对串行程序资源库也往往只需做并 

不很多的修改。 

图 2 机群 COW 中各工作站的基本架构示意图 

因此，本文采用机群技术来研究和实现凸壳算法的并行 

化。 

4 双群双域四向的并行凸壳新算法 

定义5 二维点集s一{P (z ，Y )l 1≤ ≤ ≥3)中各点 

的位置分布区域 ，称为 S分布域。 

定义6 二维点集 s一{P (z ，Y )l 1≤ ≤ ≥3)中，其 

y轴坐标值最大、最小的两个最外点分别记为 P(1)(z。，Y。= 

min{yl(1≤ ≤m≥3)))，P(2)(z2，Y2一max{y (1≤ ≤m≥ 

3)))；这两个最外点 P(1)、P(2)，合称 S的凸壳Q的初始极点， 

并记为Q 、( (意即：Q 同为子分布域 s右、s左的右上端 

的初始极点；同理， 。亦然)。连接 Q 、 。这两个点所得 

的直线，称为点集 S分布域的分界基线(简称 S基线)；S基线 

将二维点集 S分布域分为两个小区域 S左、S右，称这两个小区 

域为二维点集 S的子分布域(其示例如图 3)。 

作站s Y 

机群系统中，各工作站(含其下属的每台处理机)都有自 

己的存储器和I／0设备，其基本架构如图2所示。机群系统， 

具有如下重要基本特点： 

1)环境适应性强，系统开发周期短。开发的重点在通信 

和并行编程环境上；它既不用重新研制计算节点，又不用重新 

设计操作系统和编译系统，这就节省了大量的研制时间。 

2)系统鲁棒性好，用户投资风险小。机群系统不仅是一 

个并行处理系统，它的每个节点同时也是一台独立的工作站 ， 

即使整个系统对某些应用问题的并行效率不高，它的结点仍 

然可以作为单个工作站使用。 

3)系统性价比好，系统开发成本低。传统巨型机或 MPP 

因其生产的小批量性，故其成本昂贵，使其售价甚高(动辄往 

往数百万到上千万美元)。而工作站(或高档 PC 机)属于大 

批量生产，故其成本与售价自然低廉得多。 

4)系统利用率甚高，系统资源颇节省。它可以充分利用 

．I 

一  

· ·： · 
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● 

图 3 凸壳的初始极点、子分布域示意图 

定义7 不失一般性，二维点集s一{P (z ，Y )l 1≤ ≤ 

城≥3)的凸壳 Q的初始顶点Q 、( ，还可分别记为 ( 上 、 

( 下，o或者 q 上'0、q 下，o。在 S的子分布域 S右中，分别过 

s 的子凸壳( 的当前新顶点( 下， 、( (0-~／≤慨 )，所 

作平行X轴正方向的同向顶点射线Q右下， Last， 和Q右上。』L 
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右上IJ，称为顶点 ( _F ( ±，j的正向射线。正向射线 ( _F，jL 

右_F 上IjLt~j：，j分别按逆时针方 向(简称 A 向)、顺时针方 

向(简称 B向)绕行到点 Pj(而，YJ)∈S右所成夹角 P Q右_F，， 

L右_F小 P Q右上，，Lt~j：，J，分别称为点 Pj( ，YJ)对正向射线 

( _F，，L右_F，j的A 向水平倾角、正向射线 ( 上IjL右上IJ的B向水 

平倾角。同理，在 S的子分布域 S左中，可定义点 Pr( ，yr) 

∈S左对正向射线 ( ±，kL~j：，̂(O≤ ≤m左)的 A向水平倾角 

PrQ右±，正右 、正向射线 ( _F，正左_F，̂(O≤ ≤ 锰)的 B向 

水平倾角 P，Q左_F，正左_F 

作者，在文[1，2]中指明了凸壳算法改进与优化的同构化 

方向，在文[4～6]中阐明了对文[3]的改进(其中：文[5]又是 

对文[4]的改进)。在文[6]的基础上，本文进一步提出基于机 

群的双群(即：其机群分为 2个子机群)、双域(即：其数据分布 

域分为2个子分布域)、四向(即：其每个分布域内凸壳顶点的 

寻找方向均各自为顺时针、逆时针2个寻找方向)并行凸壳新 

算法。其主要算法思想，可简要概述如下： 

第 。步：并行初始化处理。 

(1)“寻找分布域 S的 y轴坐标值最大、最小的最外点” 

的双群并行处理： 

1)标记构成所论机群 cow 的两个子机群 为 G。 、 

G。w．左；分别标记子机群 cowt~、G。w．左下属各处理机的总 

数为 右、n左；分别标记子机群 cowt~、G。wl左下属各处理机 

为 P枷(1≤ ≤ 右)、P左̂(1≤ ≤ 左)；设定初始分布域 S= 

{P (xi，y1)l l≤ ≤7"rt≥3)中各点的x轴坐标取值的最大、 

最小可能值分别为．z_眦 、‰ 。 

2)并行地使子机群 G。w_右下属各处理机 P右J(1≤ ≤ 

n )，对“把初始分布域 S按初始带宽 ws宽(一(z一 一z )／ 

(n +n左))作带状划分所得的”各 自初始子分布域 S枷，(1≤ 

≤n右)内各点，如果初始子分布域s右韧，非空，则找出s右锄内 

各点的 y轴坐标值最大、最小的两个最外点；再从所得各初 

始子分布域 s右锄(1≤ ≤n右)的全部最外点中，找出各 s右锄 

的并集构成的右初始分布域 S 韧的y轴坐标值最大、最小的 

2个最外点。 

3)并行地使子机群 G。w_左下属各处理机 P (1≤ ≤ 

他 )，对“把初始分布域 S按初始带宽 w 作带状划分所得 

的”各 自初始子分布域 s左袱( 右+1≤ ≤n左+n右)内各点，如 

果初始子分布域 s左韧 非空，则找出 S左 内各点的 y轴坐标 

值最大、最小的两个最外点；再在所得各初始子分布域 s左韧 

( 右+1≤ ≤ 左+n右)的全部最外点中，找出各 s左韧̂的并集 

构成的左初始分布域s左韧的y轴坐标值最大、最小的2个最 

外点。 

4)使子 机群 COWt~、G。w．左联合在右、左初始分布域 

s右初、s左韧的y轴坐标值最大、最小的 4个最外点中，并行地 

找出初始分布域 s的y轴坐标值最大、最小的2个最外点， 

并分别记为 P(1)(z1，y1一max{y (1≤ ≤m≥3)))，P(2)(z2， 

y2=min{y (1≤ ≤m≥3)))；该最外点 P(1)、P(2)即为 S的凸 

壳Q的初始极点(或顶点)，并记为Q上0、QF0。 

(2)“构造分布域 S的两个(即左、右)子分布域”的双群并 

行处理 ： 

1)并行地分别使子机群 G。w_右、G。w．左连接初始顶点 

Q上0、QFo，生成初始分布域 S的分界基线 ，以分划出供后续并 

行处理的二维点集s分布域的两个子分布域s右、s左。 

2)并行地分别使子机群 G。wl右、G。w_左，各 自只挑选和 

保留子分布域 S右、s左内各点数据；分别求出(“分别用处理 
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机的总数 n右、 ，对子分布域 S右、S左中全部点各 自进行按 

带状划分”所需的)子域 S柳(1≤ ≤ 右)、S白(1≤ ≤n左)的 

带宽w右宽一 (max{Xi l Xi∈s右)一 min{．z l Xi∈s右))／ 

右、w左宽= (max{xl l xi∈s左)一min{xi l Xi∈s ))／ 左。 

第 1步：“子机群 G。w．右、G。w．左分别在子分布域 s右、 

S 中生成子凸壳 ( 、( 各顶点”的双群、双域、四向水平倾 

角最小化并行圈绕处理。 

第 1—1步 子机群 G。w_右在子分布域 S右中，进行双向 

水平倾角最小化圈绕寻找子凸壳 ( 各顶点[5]的并行处理。 

第 1一卜1步 “子机群 G。w_右双向圈绕寻找子凸壳 

下一对新顶点”的并行处理： 

第 1—1-卜1步 初始子分布域 s右仍标记为当前子分布 

域s右；标记初始顶点 Q上0、QF0为当前新顶点对 、 

( _F 置(当前新顶点对的序号计数器)r初值为 0。 

第 1-1-1-2步 并行地使子机群 G。w．右下属各处理机 

P右j(1≤j≤ 右)，用带宽w右宽把当前子分布域 S带状划分为 

n右个子处理域 S韧(1≤ ≤ 右)。 

第 1一卜1-3步 并行地使子机群 G。w．右下属各处理机 

P右j各在 自己的子分布域 S右，(1≤j≤ 右)的全部点中，均以 

( ±一( _F，，为当前新顶点，求出其双向圈绕水平倾角最小化 

的A向、B向最小点P右 、P右 ；在所得各组 A向、B向最小 

点P右 、P右 (1≤ ≤ 右)中，找出当前子分布域 S右的 A向、 

B向最小点P右̂ 、P鄯 ；置 r为r+1，并使 P右̂、P鄯作为子凸 

壳Q右的下一对新顶点 ( ±一( _F⋯ 

第 1一卜2步 删 除 由 “所 得 凸壳 当前 次 新 顶点 对 

±l广1、 _Fl广1、最新顶点对 、 _F，，( 、 _F，，可 

能合而为一)所构成子凸壳 ( ±一1( _F一·( _F，，Q右±， 的内 

点”的分布域极小化并行处理： 

第 1—1-2—1步 如果最新顶点对 ( 、( _F，，不合而为 

同一点， 

则：并行地使子机群 COW 右下属各处理机 P右J(1≤j≤ 

n右)，用带宽w右宽一(max{x l z 为子凸壳Q右±一1( _F．r1 

( _F，，Q右±， 内的点)一min{x~l z 为子凸壳Q右上一1( _F一1 

_F，，Q右h 内的点))／ 右)，把子凸壳 1 _F．广1 _F，， 

Q右±，，所在区域QQ右带状划分为 右个等宽子区域QQ占，(1 

≤ ≤ 右)； 

否则：转而执行第 1—1-3步。 

第 1—1-2-2步 并行地使子机群 G。w．右下属各处理机 

P右j(1≤ ≤n右)，各 自删除在 自己的子区域 QQ占 (1≤ ≤ 右) 

中的全部点。 

第 1—1-2—3步 把删除 QQ占中全部点后的原子分布域 

s右，仍标记为当前子分布域 S右；若当前子分布域 s右非空 

(即还有未找出的凸壳顶点)，则回到第 1—1—1-2步，否则转而 

执行第 1-1-3步。 

第 1-1-3步 子凸壳 的全部顶点标记处理：顺次标 

记已求得的子凸壳 ( 全部顶点。 

第 1—2步 与上述第 1—1步 的处理方法同理，子机群 

G。w．左在子分布域 s左中，进行双向水平倾角最小化圈绕寻 

找子凸壳 ( 各顶点的并行化处理。 

第 1-2-1步 “子机群 G。w．右双向圈绕寻找子凸壳 

下一对新顶点”的并行处理： 

第 1—1—2步 删除由“所得凸壳当前次新顶点对 q虹 ，广_ 、 
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同样可以推导 ，随着形状参数 的增大，k(最≥3)阶带形 

状参数的指数均匀 B样条曲线更加逼近控制多边形顶点。 

由于证明过程比较繁琐 ，我们将另文说明。图 5给出了形状 

参数 取不同值时，曲线与控制点的逼近情况。 

(虚线 一一2；实线 一O；点线 一2) 

图 5 三阶带形状参数的指数均匀 B样条曲线逼近 

5 带形状参数的指数均匀B样条曲线的图形实例 

(a)花瓣 (b)花纹 

图 6 四阶带形状参数的指数均匀 B样条曲线造型图 

曲线设计中的一个基本的内容是开曲线和闭曲线的构 

造，了解开曲线的端点行为和闭曲线的构造具有重要意义。 

对于控制点列 P ( 一1，2，⋯， )，其中Po一 ：若要构造开曲 

线，只须增加两个控制点 Po一2P 一Pz， + 一2P．一 一 ， 

即可构造两端插值于 P 、P ，且在 t。和 t 处分别以P 一 、 
一

P 一 为切向量的开曲线。若要构造闭曲线，只须增加两 

个控制点 P计1一Pz， +z—P。。图 6给出了 取不同值时的 

开曲线和闭曲线。图 6(a)是 一一2，一1，0，2，4，6时，按控 

制点列生成的花瓣开曲线图形；图 6(b)是 一一4，一2，一1， 

0，2，4，6，8时，按控制点列生成的花纹闭曲线图形。不论是 

开曲线还是闭曲线，调整 的值可以得到不同的曲线。当 

增大时，曲线逐渐远离控制多边形，当 减小时候，曲线逐渐 

逼近控制多边形。 

结论 本文构造了最(最≥3)阶带形状参数的指数均匀 B 

样条样条基，并因此定义了带形状参数的指数均匀 B样条曲 

线和曲面。该样条基具有与均匀 B样条基相同的性质、结 

构，保持了均匀 B样条曲线的一些实用的几何性质 ，并且该 

样条基带有一个形状参数，通过对形状参数取值的改变，可以 

调整曲线接近其控制多边形的程度。同时，该样条曲线可以 

构造张量积曲面，通过选取形状参数的值，也可以得到不同程 

度地接近其控制多面体的曲面。指数多项式均匀 B样条定 

义线性空间 上，又由于 对于积分运算是封闭的，即对任 

意的 N( )∈ ，有 JN( )出∈ ，为相关 的积分运算带来方 

便。以上分析说明，指数多项式均匀 B样条模型是 自由曲线 

曲面造型的一个有力工具 ，具有良好的应用价值。 
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( 下一1、最新顶点对 ( 下一( 上， (( 下一( 上．，可能合而为 
一 )所构成子凸壳 ( 上一 q 下一 q 下，，Q左上， 的内点”的分 

布域极小化并行处理 ： 

第 1—1—3 步 子凸壳 的全部顶点标记处理 ：顺次标 

记已求得的子凸壳 q 全部顶点。 

(注：因与上述第 1—1步及其第 1—1—1步、第 1—1-2步、第 

1—1—3步的处理原理、方法、步骤、操作等极其类同，故除第 1— 

1步中的“右、左、A向、B向”需对应改为第 1-2步中的“左、 

右、B向、A向”外，第 1—2步及其第 1—2—1步、第 1—2-2步、第 

1—2—3步的其它处理与操作均可从略。) 

第2步 “将子机群 C0 、C0 所得子凸壳 、 

各顶点”组合为所求凸壳 Q的全部顶点处理，即：顺序把上述 

已得子凸壳 、 各顶点，依次两两连接而最后所得凸多 

边形 Q，必定是所求二维点集 S的凸壳Q。 

结论 本文提出基于机群的双群双域四向凸壳并行新算 

法，不仅在时间、空间复杂度与效率上，均优于现行的卷包裹 

凸壳算法、格雷厄姆凸壳算法、折半分治凸壳算法等传统凸壳 

串行算法与并行算法；而且便于推广到基于机群的优群、 

域、P向(其中：m>2， >2， >2)的凸壳并行新算法研究(对 

此，作者拟另文阐述)。因此，它将有效提高二维凸壳生成速 

度，可进一步改进和提高二维凸壳在图像处理、文字分解、模 

式识别 、物体分类、计算图形、指纹识别 、遥测遥控、地物辨识、 

地质勘探、空天利用等的应用水平和工作效率。 
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