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Abstract In this paper。a novel definition of entropy is introduced．It is used for measuring the uncertainty of rough— 

ness of knowledge in tolerant rough sets．In addition。we prove that the entropy of knowledge decreases monotonously 

as the granularity of information becomes smaller．Then．a new reduction algorithm based on entropy iS developed． 

Simulation results show that the algorithm can find the minimal reduction in most cases． 

Keywords Tolerant RS theory。Tolerance relation．Information granularity，Information entropy．Reduction of at— 
tr ute 一 

1．引言 

Skowron等 提出的相容 RS理论是经典的 RS理论的 

推广．它用相容关系(tolerance)代替原来的不可分辨关系tin— 

discernibility)。可以发现属性值之间的相似性、滤除属性值之 

间的微小偏差。提高系统决策的鲁棒性和决策效率。Duntsch、 

Gediga等从信息论的角度建立了粗糙集理论中的知识与信 

息熵的关系[2]，而在相容 RS理论中，按相容关系划分得到的 

相容类一般不构成对论域的划分，而是构成了对论域的覆盖。 

即把知识看作是关于论域的覆盖，这时如果再用传统的信息 

熵来度量知识的粗糙性 ，显然是不合理的。本文引入了一种新 

的信息熵的定义．建立了相容粗糙集理论中的知识与信息熵 

的关系。即信息熵是随着信息粒度的减小而单调递减的。在此 

基础上提出了相容 RS理论中的属性约简算法．分析了算法 

的复杂度。实验分析表明该算法能获得信息系统的最小约简。 

2．相容粗糙集的基本概念[ ] 

定义1 一{兄 × ：口∈A}是定义在属性集 A上 

的相容关系(tolerance relation)的集合，当且仅当相容关系 

兄 满足： 

(1)自反性 V 73∈ 。73兄73 

(2)对称性 口1兄口2 口2兄口1 

因此有结论：z和 Y是关于 a相似的．当且仅当a(z)兄口 

( )。 

定义2 z和 Y是关于 A相似的，当且仅当V a∈A，有 a 

(z)兄a( )．记为 z叨 Ŷ。 

定理1 叨 是一个相容关系。叨 一n兄。 

定义5 V z∈U．z关于 A的相容类 S (z)一{y∈U： 

z叨 y}。即S (z)是与 z相似的所有对象构成的集合。 

另外 ．对于各种不同属性的属性值之间的相容关系需要 

有一定的度量函数 ： × 一[O．1]进行度量．以确定两个数 

值之间的相似程度。对于各个不同的 a∈A， 可以根据属性 

的各自特征给出不同的定义“]．以更加符合实际情况。 

定理2 口。与t， 关于属性 a相似．当且仅当 ( ，口，)≥￡ 

(n)．其中 t(a)为属性 a的各属性值的相似阈值。 

定理5 口．与 口 关于属性 BC_A集合相似。当且仅当对 

V ∈B。有 (口．．口，)≥t(a)。其中t(口)为属性 a的各属性值的 

相似阈值。 

所以，可以根据属性的不同相似度定义以及不同的相似 

度阈值，构造一个相容粗糙集模型中的相容关系。论域 按 

这个相容关系 叨 来划分。得到了 l 1个相容类．即 ／叨 一 

{s (z)lz∈U}。 ／叨 ，中的相容类一般不构成对论域的划 

分，它们构成了对论域的覆盖 ．即U ／叨 =u。这时如果我们 

还用传统的信息熵来度量相容粗糙集模型中知识的粗糙性， 

显然是不合理的。下面笔者引入一种新的信息熵定义，从信息 

论的角度建立了相容 RS理论中的知识与信息熵的关系。即 

信息熵是随着信息粒度的减小而单调递减的。 

5．相容 RS理论中的知识粗糙性度量 

定义4 信息系统 S=< 。A．U．厂)，BC__A。则知识(属性 

集合)B的信息熵定义为： 

H(B)一一 log瓣 1 

其中 ：(z1，z2，⋯．z．}．1 l是集合 的势．1ogx=log~。 

定理4 S一( ，A．U．厂)．B，C A。如果 ／叨5 ／ c， 

那 么 H(B)≤日 (C)。 

证明：由 ／ ／ 。可以得出，对V z．∈U，S (z．) 

Sc(z．)，所以有 lS (五)I≤ ISc(五)l。因此 厶 lS (z．)llog lS 

(xD l≤厶 lSc(五)llog lSc(五)l，进而推得 H(B)≤H(C)。 

这个定理表明，相容粗糙集理论中知识的信息熵是随着 

知识划分的信息颗粒的减小而单调递减的。 

定理5 S一< ，A．V．厂)．B，CCA。如果 ／叨 ／ 

而且 H(B)一日(C)．那 么 U／叨 一U／ 。 

证明：因为 H(B)一H(C)，所以 

25 lS (五)IlogIS (五)l=25  lSc(薯)llog lSc(x．)l(*) 

由 ／毋 ／叨c，易知对V z。∈U。S (z。) &(z．) r#) 

从而1≤lS (五)l≤ ISc(五)1．所以有 

lS (五)lloglS (Xi)l≤ lSc(z。)lloglSc(x,)l 
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又由式(*)，得到 I (z．)Ilog I (z。)I=I c(z．)Ilog ISc(xi) 

I，从而对V z．∈U，IS (z．)I—ISc(z。)I，再由式(#)，得到 

(z，)一Sc(z，)，即U／#e —U／#ec。由上面的定理，可以得出如 

下推论： 

推论1 S一(【，，A，V，厂)，B，C ，如果 C，那么 H 

(C)≤H (B) 

推论2 S一(【，，A，V，厂)，其中【，为论域， 为属性集， 

=core(A)，C为信息系统的一个约简，则有 H( )≥H( U 

{a-})≥⋯≥H( U(口。}．··{a。}U⋯)≥⋯≥H(C)。其中a，∈ 
—  

。 

推论5 一(【，，A，V，厂)，C 而且 H(C)一H CA)，那 

么 U| c—U f 

推论4 一(【，，A，V，厂)，其中【，为论域， 为属性集，C 

为信息系统的一个约简，如果 H(C)一H( )，那么 【，／ 。一 

U| 

推论z表明，如果属性约简以信息表的核为起点，那么在 

相容 RS的属性约简过程中，信息熵的变化规雒是单调递减 

的。推论4表明我们可以以约简后信息系统的信息熵等于初始 

信息系统的信息熵作为算法的终止条件 ，在此理论基础上我 

们就可以构造下面的相容粗糙集中的属性约简算法。 

4．基于信息熵的属性约简算法 

在给出算法之前 ，先给出属性重要性的信息熵定义； 

定义5 设 S=(【，，A，V，厂)是一个信息系统，属性 a∈A 

在 中的属性重要性定义为：SIGa一 (口)一H( 一{a})一H 

( )。 

定义表明属性 a在 中的重要性可以用 中去掉 a后 

引起的信息熵的变化来度量。 

定义6 设 S=(【，，A，V，厂)是一个信息系统，CC．A，任意 
一 个属性 a∈ —c关于属性集 c的重要性定义为： Gc【口) 
= SIGcuf．}’㈨(口)=H(C)一H(CU{a})。 

性质1 属性 a∈A在 中是必要的当且仅当 -I1) 

【口)> 0。 

某个属性的重要性越大，说明它关于属性集就越重要，因 

此我们将属性重要性作为约简算法的启发式因子 ，来构造相 

容 RS理论中基于熵的属性约简算法。 

基于信息熵的属性约简算法： 

输入：一个信息系统 S一((，．AtV。厂)，其中U为论域，以为属性 
集 ． 

输出 该信息表的一个约简． 
步骤1：计算信息系统的信息熵H(A)． 

．  
步骤2：计算属性集的核 corf(A)．计算每个属性 a∈A在A中的 

重要性SIGa一㈨Ca)．且令core(A)= ．若 SIGa一㈨(a)不为0，则 core 
(A)：一corf(A)U{a}，最后得到属性集 A的核；若 H(core(A))一H 
(A)，则终止．此时．core(A)就是 A的最小约简；否则 ，转步骤3． 

步骤3：令 B—core(AS)，对属性集A—B： 
(1)对 A—B中的每个属性a，计算属性重要度 S硒 (口)； 
(2)选择属性 a使其满足 SIGn(口)=max SIGn( )，B：=BU 

( 
． ． 若囿对存耷多个属性达到最大值，则从中选取一个与的属性值组 合数最少的属性作为

口)． 

(3)若 H(B)一H(A)，则停止．否则，转步骤1． 
这时．B为 A的一个近似最小约简． 

算法复杂度分析 ： 

由于寻找最小约简是 NP—hard问题嘲，其复杂性主要是 

由信息表中的属性组合和数据量引起的。计算 core( )需计 

算 I j次 SIGa一⋯(口)，而计算一次 -(．}(口)的时间复杂性 

为 D(f f．I【，I。)；计算约简需计算 SIGn(口)的次数为f I．(I 

I+1)／z=D(I I。)。所以整个算法的时间复杂度为D(I I ． 

I【，I。)。 

5．实例分析 

给定信息系统 一(【，，A，V，厂)，其中 【，一{1，2．3，4，5}， 
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=【口，b，c， )，t为相似度阈值。如表1所示。 

表1 

b d 

1 12 22 1 30 

2 13 3 3 16 

3 S S 4 2 

4 6 4 2 4 

5 14 6 25 18 

t o．75 o．80 o．85 o．90 

在这里，我们采用文[43中的关于 的相似度量方法进 

行计算。由定理2．z可以得到如下相似类： 

【，／ ．一 ({1，2，5}{Z，1，5}{3，4}{4，3}{5，1，2}}。 

【，／ 一̂ ({1}{2，3，4，5}{3，2，4，5}{4，3，2，5}{5，2，3， 

4}}。 

【，／ 一 ({1，2，3，4}{Z，1，3，4}{3，1，Z，4}{4，1，2．3} 

{5}}。 

【，／ 一 ({1}{2，5}{3，4}{4，3}{5，2}}。 

步骤1：计算 HiA)，由定理z．1，【，／ 一{S (1)，S 42)， 

Ŝ 43)，Ŝ 44)，Ŝ (5)}。其中 

S (1)一 {1}，Ŝ (2)一 {2}，S (3)= {3}，Ŝ (4)={4，3}， 

(̂5)一{5}， 

所 以 

r r， ^、 ，^ t t t 
2 1 1

．
2 1 1、 40 0 H ( )

一 一 (o+ + +了1og 1十了／．1og 1)一了 。 

步骤2：计算每个属性的重要性，因为 

SIGa—I．}(口)一SIG 一̂l̂}(6)一 ．S G 一̂I }( )一 0，．S G 一̂l，) 

(f)一H( 一 {c})一H ( )一4／5 

所 以 

core( )一{c}，H(core( ))一H({c})一3zl5。 

易见H(core(A))≠HiA)，转步骤3。 

步骤3：令 B=core(A)，对 A／B={a，b，d}重复： 

(1)SIG (口)=4．8，SIGn(6)一3．82，SIG ( )一5．6； 

(2) JG ( )一max{SIG Ca)；口∈ ／B}．B：一BU{d}= 

{c，d}； 

(3)此时 H( )=H( )一4／5，停止。 

因此，输出信息系统的最小约简 一{c，d}。 

结束语 本文给出了相容 RS理论中的一种新的信息熵 

定义，从信息论的角度建立起了相容 RS理论中的知识与信 

息熵的关系，证明了信息熵是随着信息粒度的减小而单调递 

减的，在此基础上提出了相容 RS理论中的属性约简算法 ，分 

析了算法的复杂度。实验分析表明了该算法的有效性。 
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