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1 引言 

三维绕流气体运动论数值模拟基于从稀薄流到连续流的 

气体运动论统一数值算法．是 由中国空气动力研究与发展中 

心张涵信院士指导下发展起来的一种新算法 ，其数学模型和 

计算方法在文[1]中进行了详细论述。本文 以此为例着重讨论 

多相空间并行化技术。 

三维绕流气体运动论数值模拟的计算空间是由离散速度 

坐标空间和位置空间组成的六维空间，形成二相空间。算法分 

成两个主要部分 ．一部分是在各个离散速度点处基于时间和 

位置空 间求解关于气体分 子速度分布函数 ，的具有非线性 

源项的双曲守恒方程 ；另一部分是基于速度分布函数 ，使用 

Gauss—Hermite无穷积分 法求解任 一时刻 t，位置空间(x．Y． 

Z)中的气体密度 P，温度 T，流动速度 (U ，U ，U。)，应 力张量 

(r ，rI ， ，r ，r )、热流矢量( ，q ，q。)等宏观流动参数 。 

为便于讨论 ，下面给 出模拟算法的主要计算式 。 

1．1 离散速度分布函数的控制方程和差分方程 

设 (x，Y，Z)是直角坐标 系的空间位置坐标 ，(∈，Tl， )是变 

换坐标，J是坐标变换的雅可比行列式，则控制方程为： 

十 i
OF

十 + 一S (1) 十 十面 十 一 LI’ 

其中，U=Jf，F=UU，G—Vu．H—Wu， — 

U—VHe +v e +v|ee：． 

V— + + F仉 ． 

W—v H≮ +v ≮ +V： ． 

y ．y ，y 分别是离散速度坐标 口， ，0处的气体分子速 

度分量 ； 

一口( 一，)， 是粘性系数 ； 

一 exp(一 )[1+(1一Pr) · (zc ／T一5)／ 

(5pT／2)] 

C一 ( 一 )i+ ( 一 y)J+ ( 一U )h 

；一 7+q ~-'bq 

用差分法求解方程(1)．在 ∈，T1． 方向的网格 点分别是 i 

一1，2，⋯ ．N ；j一1，2，⋯ ．N2；k一1，2，⋯ ．N3。在离散速度坐 

标 口，艿，0方 向的网格点分别是 口=1．2，⋯ ．N。；艿一1，2．⋯，N s； 

0—1，2，⋯，N。。利用非定常时间分裂法 ，(1)式的差分方程为 ： 

一 L (At~2)Lc(At~2)L7(At~2)Lf(At)L7(At~2)Lc 

(At／2)Ls(At~2) I (2) 

其中，厶， ，厶，Lc分别代表式(3)一(6)的差分算子： 

一 (3) 百 一 【J J 

百0U十． OF一0 (4) 

+雪一o (5) 
+ 一o ㈣  

对于 (3)式 ，采用二阶龙格一库塔法 ，厶( )算子对应于差 

分方程(7)： 

f 。一 +△￡(1一号△￡) ( ) 

【 计I一 ( 。+ +△z(1一号△z) ( 。)) 
对于(4)一(6)式 ．采用时间和位置空间均为二阶精度的原 

始变量(即相对 ，)的 NND一4(a)预测一校正两步差分格 式 ． 

则 (At)算子对应于以下差分方程： 

f ．-一 一 (F t，2一F__t，2) (预测步) 

【 +I一 l u，．十L，，．一 AtF ,／z--F二1，2)) (校正步) 
(8) 

其中， +l／2一 +112( -++I，2 ，+I，2 『+l，2 +l／2) 
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^+l／z一 ⋯／2是 ’的雅可 比矩阵的特征值。 

n l／z一1／2(̂ +l／2+ Î +l，2 I) 

l／2—1／2(̂ +l，2一 Î+l／z I) 
1 

U r-t+l，2= ，+÷rain mod(△ —l／z，△ +l／z) 
厶 

1 

U +l／z— 件l一÷ rain mod(△Ui+3／2，△ +l／z) 
厶  

1 

+l／2一÷ ( + +1)△ +l／2一U．+l—U． 

￡ ，， ，算子对应的差分方程与式 (8)类似。 

1．2 宏观流动参数的计算式 

需要计算的宏观流动参数是气体密度、压力、温度、应力 

张量和热流矢量共15个标量，都需要对离散速度空问进行积 

分 。使用 Gauss—Hermite无穷积分法简化为在离散速度空间 

坐标 ． ． 的三重求和，下面列出其中几个计算公式 ： 

P一∑∑ ∑ ，( v一2 e 2 ) 
一 1 一 l #-- 1 

t l 8 

pU 一∑ ∑ ∑ W，( ． ￡ 一2￡ )一P(， 
一 1 一 l F 1 

口 l q 

一 ∑ ∑ ∑ W，( ”2 2 2) 
一 1 0— 1 #-- 1 

t l 8 

一 ∑∑ ∑ W，( ( + + ) ．叫．￡ ￡ 
一 1 0— 1 #-- 1 

￡ )一 2(U rxx+U r + r )一 pUx( 2Tv 2+ + 

÷ 7’) 

(9) 

其中， ， ， 分别是离散速度 t， ，t， ，t，一相应的权重因子 ， 

分别只与 ， ， 有关。 

从上面列举的主要算式中可以看出，虽然 问题的整个求 

解空间是 由( ，J， ． ． ， )组成的六维空问，但涉及的变量有 

些定义在 整个 六维空问 中，有些则 定义在子空间 ( ， ， )或 

( ， ． )中，所以，在用数据并行方法研究这一课题的并行方 

案时．区域分解方法、向量归约技术和边界并行优化策略是研 

究的重点。下面将就这几个方面展开讨论 ，并给出实验结果。 

2 区域分解方法 

区域分 解方 法是 求解偏 微分 方程 问题 常用 的并行 方 

法 ，下面着重讨论分解策略 。 

2．1一区域分解的三种策略 

设 Q是三维绕流气体运动论数值模拟的求解空问 ， 是 

位置空间(x，y，Z)， 是离散速度坐标空间( ， ． )．则有 ： 

Q— Q，× 

设处理器数为 Ⅳ，，将 Q分解为 N，个子空间 Q．，满足： 

， 

_、 

fl= 厶 Q．且 nfl,一中 ( ≠ ) 

并将子空 问 的数据映射到相应的处理器 PE．中。显然，这 

样的分解策略有三种。 

第一种是位置空问 的分解策略。按某种方式将 Q，分 

， 
_、 

解成 N，个子空间 ，使 fl=厶 Q 且 n 一中( ≠ )，取 

— Q ×Q ； 

第二种是离散速度坐标空间 分解策略。类似于第一种 

策略 ，将 分解成 Ⅳ，个子空间 ，取 n— × ； 

·】3O · 

第三种是混合分解策略 ，将 Q ． 分别按类似 于上述方 

式分解成 Ⅳ，个子空间 ， ．，取 Q，一 × ．。 

下面从变量依赖关系分析 、数据通信和并行可扩 展性三 

个方面对这三种策略进行讨论 。 

2．2 变量依赖关系分析 

变量依赖关系分析是并行识别的基础 ，也是用于指导区 

域分解策略的理论依据之一 。变量依赖关系分析理论研充虽 

然主要针对程序级r“．但是其概念和基本理论也适用于算法 

级 。 

定义1 设 u，v分别是同一算法的因变量和 自变量 ，且都 

定义在 n维整数空 间 IR“上，当计算变量 u在空问点 P(i ，iz． 

⋯
，i )的值时需引用变量 v在空问点 Q(j ，jz．⋯ ，Jo)的值 ，则 

称变量 U依赖于变量 v．记作 uRv，依赖的方 向向量是 (j，一i，． 

j 一i ，⋯，j 一i )，k(1≤k≤n)方向的依赖距离为 jk—ik。 

定义2 设 uRv，且至少存在一个方向的依赖距离不等于 

零 ，则称变量 U与变量 v数据相关 ，记作 “如 ．依赖距离不等 

于零的方向称为相关方向。如果数据沿着相关方向分布于不 

同处理器中．则必然出现数据通信。 

变量依赖关系存在传递性．方向向量符合迭加性。例如 ． 

若 uRV，且 方 向 向 量 d⋯；vRW．且 方 向 向 量d⋯ ．则 

uRw，方向向量d⋯ 一 ． +d⋯ 。 

定义5 算法集 A 的变量依 赖关 系 图可 用有 向图 G一 

< ，E>表达。有向图定义为 ：顶 点集 V 由算法集 A 中的所有 

变量组成 ，当且仅 当变量 U．与 llJ属于 同一原子 算法 。且有 

UiRu ，则从顶点 U。向 U，作一有向边．边权是 U．与 U 的依赖 

方 向 向量 。 

定义4 若算法集 A 的变量依赖关系图中包含一个或多 

个回路 ，则称该算法集是相关问题。如果数据沿着相关方向分 

布于不 同的处理器中，需要研究并行算法，或者采用流水线并 

行技术消除相关性 ，才能进行并行计算 。 

根据上述给 出的基本概念 ，对整个算法或各阶段算法画 

出变量依赖关系图，然后进行变量依赖关系分析。例如 ，算式 

(8)预测步的变量依赖关系见图1。 

图1中没有 回路 存在 ，所 以它不 是相 关 问题 。显然 ， 。 

RU ，依赖的路径有4条 ，每条路径都有一个依赖方 向向量 ，这 

些依赖方向向量的并集构成 ’依赖于 的方 向向量集 ．它 

等于 {(一2，0，0，0，0，O)，(2，0，0，0，0，0)}．所 以，U。 ，相关 

方 向是 坐标方向。利用上述方法研究差分方程 (2)中 ．+ 

的依赖关系 ，得到 ： 

图1 算式(8)预测步变量依赖关系图 

对于 LJ算子，依赖方向向量是零向量 ； 

对于 算子 ，依赖方 向向量集 ：{(一2，0．0，0．0．0)，(2， 

0．0．0．0．O)}； 
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对于 厶 算子．依赖方向向量集 ：{(0．一2．0．0．0．0)．(0． 

2．0．0，0．0)}； 

对于 算于．依赖方 向向量集：{(0，0．一2．0．0．O)，(0． 

0．2．0．0．0)}。 

所 以 在计 算离散速度分布 函数 ／的迭代步 中．在位置 

空问 的 各维方 向都存在数据相 关性 ．在离散速度子空间 

的各维方向都不存在数据相关性 ．而且不是相关问题。 

对于宏观流动参数计算式(9)．在位置空间 Qr的各维空 

间都不存在数据相关性 ．在离散速度子空间 的各维方向以 

归约形式体现了问题 的相关性。 

根据变量依赖关系分析结果 ，可 以得到如下结论 ：如果采 

用第一种分解策略．在计算离散速度分布函数 ／这一阶段 ． 

如果忽略边界处理 ．在子空间 Q，并行计算 ．有数据通信；在计 

算宏观 流动参数这一 阶段 ．归约形式的相关性 消除 ．实现了 

空间的无数据通信 的完全 并行 。如果采用第二 种分解 策 

略．在计算 ／这一阶段 ．如果忽略边界处理 ．在子空问 Q 内无 

数据通信的完全并行 ；而在计算宏观流动参数这一阶段 ，在子 

空间 Q 内进行并行归约计算．有数据通信。所 以这二种分解 

策略都是可行的。如果采用第三种分解策略 ．在整个计算 中， 

在子空 间 和 Q 中都有数据通信，所以这种分解策略不可 

取 。 

2．5 数据通信分析 

2．3．1 住置空间 Q，分解策略的数据通信 假设位置空 

间 Q 是 。×Ⅳ，× v̂．的网格阵列，处理器阵列为 Ⅳ ×Ⅳ ，× 

ⅣⅣ． 按三维方式等分分解 ： 
_ N ¨ 

一 ∑∑ ∑Q⋯．． 
I- 1 J-- 1 J一 1 

令 ．一n ．× ．将 ．上的变 量映射到 处理器 

PE 中̂ 。 

根据上节讨论 ．数据通信只发生在 ． ， 算子的计算 

中．数据通信的计算首先按各计算步进行 ．然后把各步的通信 

量相加得到整个算法的数据通信量。在各计算步 中．利用变量 

依赖关系图，计算每条有向边的通信量．然后把所有有 向边通 

信量相加。据此 ．在忽略边界处理情况下各计算步的数据通信 

量如表1。 

表1 各计 算 步的数据 通 信 量 

计算步 数据通信量(单位：浮点字节数) 

Ll算子(预测) 7·V·(N。i一1)／Ni 

Ll算子(校正) 7·V·(N。．一1)／N。 

L1算子(预测) 7·V·(N p】一1)／NJ 

L1算子(校正) 7·V·(N p】一1)／NJ 

k 算子(预测) 7·V·(N。k一1)／Nk 

L【算子(校正) 7·V·(N。k一1)／Nk 

表 中，V—N。N，N N。N。N。。令 C，为位置空间 Q 分解策略 

的整个算法的总数据通信量．有 ： 

c， ·( + 2． + 2． ) 【10) 

2．3．2 离散速度空间 分解策略的数据通信 根据前 

面讨论 ．在忽略边界处理情况下 分解策略的数据通信局限 

于在 空间归约求和计算 中。经计算式 的规范化，归约求和 

的变量降至13tr，令 Cv为这种策略下的数据通信量，依据二 

又树方式并行归约 ，可得 ： 

C 一 13·N¨N ¨N N．NlN  ̂ tn 

式中．N 。×N，。×N 。是处理器阵列。 

2 3．3 两种分解策略比较 为便于 比较 ．令 N，。×N 。× 

N，e=N，，×N ×N 并将式(n)改写为 ： 

c 一13 · ·瓷 (12) 
比较(10)和 (12)式可 以看 出：当 N，》N NJ》N ．Nk》 

N ，N。coN ，N,coN ．Ne∽Npe情况下 ，也就是 Q，空间网格数 

很多． 空间离散速度点数不是很多的情况 ．按 Q，分解策略 

优于 n 分解策略 ；当 Q，空间网格不是足够多 ．或者离散速度 

点数足够多．虽然并行归约求和计算会 引起负载不平衡 ．使处 

理器 处于空闲状态 ，但按 Q 分解策略仍将会优于 Q，分解策 

略 。 

2 4 并行可扩展性分析 

三维绕流气体运动论 数值模拟的计算量 巨大 ．需要利用 

尽可能多的处理器进行并行计算．这就要求区域分解策略适 

应并行可扩展性需要。在理想情况下并行可扩展性是指当问 

题求解空间规模和处理器同 比增长前提下保持相同的并行效 

率 ．然而 ．实际问题并不需要求解空问规模无限膨胀 ．而是要 

求在满足求解精度前提下使求解空间规模最小 。所 以．本文的 

并行可扩展性分析是在固定求解空间规模前提下 ，当处理器 

数增加时 ，仍能得 到较高的并行效率 ．又不会使 主存空间溢 

出 。 

对于 Q，分解策略 ．根据 变量依赖关系分析 ．为了达到较 

高 的并行效率． 空 间各维网格点数 N．，N，，N 与处理器阵 

列各维处理器 N， N，，，N 关 系应满足 

≥ 4· ≥4· ≥ 

其中 p一般需要 p≥5．因此如果 空间网格点数在10‘以下 ． 

使用的处理器数最多100个左右 ，并行可扩展性不高。 

对于 分解策略 ．由于归约求和计算步的运算量占整个 

计算的1／5以下 ．因此处理器数最多能达到 Ⅳ．×Ⅳ一×Ⅳ ．能 

实现大于1000并行度的并行计算。但是 ．在这种分解策略 中． 

有1 7个物理量、3tr坐标 x．Y．z值、4个有关雅可比行列式的变 

量 、9个坐标变换系数等共33个变量定义在 空间．并且需要 

复制到各处理器 中．设 N，是 Q，空间网格点数 ．这些变量在每 

个处理器中占据的存储空间为：33×88×N，字节．当 N >10‘ 

时，可能会 引起内存溢出。虽然可以进 行存储优化 ．但潜 力不 

大．而且要花费更多的计算时间。 

根据上述关于变量依赖关系、数据通信、并行可扩展性三 

个方面分析 ．可 以得到如下结论 ：当 Q 空问网格 点数并非 很 

大(例如 ．在百万点以下)采用 分解策略 ，当 Q 空 间网格点 

数很大(例如在千万点以上 )．应采用 分解策略。在当前 数 

值模拟的需求和并行机能力限制下．一般情况下 空 间网格 

点数至多在百万量级 ．所 以．本文的实验采用 空间分解策 

略 ．下面几节的讨论都基于这种分解策略 。 

5 并行向量归约技术 

在 空间分解策略下 ，式(9)是在 空 间中进行并行归 

约求和计算 ，有大量的数据通信 。一般来说 ．成组数据捆绑通 

信是减少通信时间的有效 办法之一。所 以，并行 向量归约对于 

提高并行计算效率 十分重要。并行向量归约技术涉及到 各个 

标量的归约计算式合并成向量的归约计算式以及循环展开形 

式两个方面． 

在本文研究的效值模 拟算法 中。式 (9)实际上包含了 14 

(下转 摹1 页) 
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大幅提高 。由上述结果可以看出，本文对造成 PVFS吞吐率过 

低的原因进行的分析是正确的 ．所做的改进也是有效的。 
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个归约求和算式．而且相互之间有计算顺序关系 ．只要将归约 

求和部分定义为中间变量 ．这种计算的顺序性就消除了，可 以 

归纳为这些 中间变量组成的向量的归约求和 ．从而提高并行 

计算效率。 

不失一般性，归约计算的数学形式表达为： 

s1．I2·__” 一 
+I．． 峨  

， ～ 。。”一t⋯ ‘1。 

(it．iz，⋯ ， )∈nI 

其中 ． 为 归约运 算符 ，厂为表达式 ．S ⋯ 为归约变量， 

Qt 为归约空 间．nI 为迭代空 间。整个计 算空 间 Q一 。 × 

Qt 。按数据分布特性将 和 Qt 进行分解 ： 

nI 一ni ．1×r |．2 

Qt．d—Qt．d．1×Qt。d．z 

其中 ， 。是 由在 空间中数据 分布的维组成 ， ：是 由 

在 空间中数据不分布的维组成 ，Qt Qt ．z的定义是类似 

的 ，整个空间 n分解 为： 

Q—nileI．1×Qt．d．1×nI ．z×Qt．d．z 

按各子空间先后次序 由外层到 内层循环展开 ，可得到最佳的 

并行向量归约。 

按照上述原理 ，(9)式的并行归约循环层次 由外层到内层 

的次序是 o、艿、0、i、j、k。其中(o 0)及(i、j、k)二组集合内的循 

环次序根据存储分配从优化 cache命中率考虑安排。 

4 边界条件的并行处理 

在前面 的讨 论中都忽略 了边界条件的处理。在许多实际 

问题 中边界条件的处理 比较复杂 ，它的计算公式往往与 内点 

计算公式不同，变量依赖关系也不同 ，而且往往会更复杂 ，从 

而增加了并行计算的复杂性。 

在本文列举的数值模拟算法中 ，物面和流场外边界处理 

很复杂 。在物面，当气体分子撞击物面并发生了反射 ，则速度 

分布函数 删是壁面密度 的函数 ，后者的计算式类似于 

(9)中第一式 ，且更为复杂，需要在 空间并行归约计算 ，如 

果气体分子未撞击物面 ．则采用原始方程预测、校正两步在位 

置空间二阶精度的单边差分格式计算 。在流场外边界根据分 

子逆变速度 W 的方向，计算公式也不一样。为了使 L 算子在 

整个求解空间同时进行并行计算 ，而且不使多重并行现象 出 

现 ，需要在变量依赖关系分析的基础上 ，对这一算子的算法步 

骤作适当调整。下面就是本文采用的 L 算子的算法步骤 。 

步骤1 在 空间并行归约求解壁面反射密度 ．。 

步骤2 在 空间并行 ．内层是 Qr空间的 j、i循环 。 

步骤2．1 k循环计算通量 H； 

步骤2．2 k循环内点计算 U’(预测步)； 

步骤2．3 利用边界条件计算物面和外流场的 U’； 

步骤2．4 k循环计算通量 H； 

步骤2．5 k循环内点计算 U什‘(校正步 )； 

步骤2．6 计算物面和外流场的中间数据 ．置于 U叶‘中； 

步骤3 在 Q 空间并行归约求解壁面反射密度 10 ．．。 

步骤4 利用边界条件在 空间并行求解物面和外流场 

的 U什 。 

5 并行程序设计与实验结果 

并行程序设计是基于并行程序概念设计 系统(PPCDS)[5] 

进行的，利用 PPCDS系统 的 DPHL交互编辑器编 写 DPHL 

源程序 ．这是一种基于数据并行高层描述语言的形式化建模 

程序【6 ]，经过编译器进行词法、语法和语义分析后，由并行算 

法分析器进行分析与优化 ，由并行程序综合器 自动生成并行 

HPF源程序 ，最后在高性能并行计算机上进行大规模并行计 

算 。计算空间规模是 ，离散速度空 间点16×16×16，物理坐标 

空间点51×37×63，计算对象为圆球绕流 ，数据在离散速度子 

空间 Q 三个方 向分布 ，实测加速 比如表2。 

表2 并行 计 算加 速 比 

PE数 128 256 512 1024 

迭代1步平均计算时间 t(秒) 33．23 17．06 9．22 5．15 

实测加速比 1 1．94 3．60 6．45 

理想加速比 1 2 4 8 

由上表可 以看 出，程序获得了很好 的加速 比，说 明本文采 

用的各种并行计算策略是可行的，PPCDS系统的并行识别技 

术与自动生成并行程序的效率较高 。 
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