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Abstract Rough implication operator is the emphasis and difficulty in the study of rough logic．Due tO the shortage 

of rough implication in[3]～E s 3，we redefine rough set and rough implication operator by Stone algebra，and 

introduce new rough operators such as rough intersection。rough union，and rough complement．Moreover the 

characteristics of the proposed rough implication are investigated．and we also point OUt that the proposed implication 

operation is superior tO that of three-valued Lukasiewicz logic． 
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1．引言 

粗糙集理论(rough set theory)是波兰Z．Pawlak教授于 

1982年提出的[1]，1991年 Z．Pawlak的专著~Rough Sets— 

Theoretical Aspects of Reasoning about Data》的问世0]．标志 

着粗糙集理论及研究进入了活跃时期。它在不完整数据．不精 

确知识的表达、学习、归纳、推理等方面有着广泛的应用。粗糙 

集理论的研究已经成为计算机科学中的一个热门课题[t-lt]。 

由于粗糙逻辑(Rough Logic)是智能信息处理和海量知识挖 

掘的重要工具，因此粗糙逻辑的研究引起了广泛的关注，成为 
一 个较活跃的研究方向。虽然有关粗糙逻辑的研究已有不少 

成果，但是．所定义的粗糙蕴涵算子(Rough Implication 

Operator)存在不少缺点，如在文[3]、[5]中“A—A”都不是定 

理。而在文[43中所定义的粗糙蕴涵算子，不能推出经常使用 

的A一 ≈ 和Bf一 ≈A—B。用代数的观点研究蕴涵算于 

是一个较活跃的方向 ”，本文用 Stone代数(Stone 

Algebra)的观点重新刻画粗糙集代数系统．并在此基础上引 

入新的粗糙蕴涵算子以弥补这些缺点。这个新的蕴涵算子与 

Lukasiewicz三值逻辑的蕴涵算子吻合得更好，并具有良好的 

性质。值得特别指出的是：本文所讨论的是由同一个非空有限 

论域 U和同一个二元等价关系R所诱导的粗糙逻辑。 

2．粗糙集理论 

设 U是非空有限论域，R是U上的二元等价关系。R称 

为 不 可 分 辨 关 系．把 K一 (U，R)称 为 近 似 空 间 

(Approximation Spaces)。V(z，y)∈U×U，若(z，Y)∈R，则 

称 元 素 x与 Y在 近 似 空 间 K 中 是 不 可 分 辨 的 

(Indistinguishable)。U／R是U上由R生成的等价类全体。符 

号[x] 表示包含元素z∈U的R的等价类，它构成了u上的 
一 个划分。对于V z∈U，X不一定能用知识库的知识来精确 

描述．即X可能为不可定义的，这时就用X关于K的上、下近 

似算子来“近似”定义 。 。 

定义2．1 x一{zIz∈U，[z x}； 一{zIz∈U，[z] 

nx≠ }，则x称为X的下近似集， 称为X的上近似集。 

上、下近似集有一个重要的性质[】。 ]： 

X X 

从而有 【，一 【，一x 【，一X 

当X— 时我们称X是可定义的；当X≠ 时我们称 X 

是不可定义的；形如< ， >的序偶对称为粗糙集X，如空集 

< ，面>一<中。中>记为中，全集< ， >一<【，，【，>记为U。粗糙集 

的全体 称记 为 叨 (【，)。X—X称为粗 糙 集 X 的边界 

(boundary)．记为b(X)。 

定义2．2 设A，B∈叨(【，)．则它们的粗糙包含关系“A 

CB”和粗糙相等关系“A≈B”定义如下： 

(1)A CB当且仅当 和 垦同时成立； 

(z)A≈B当且仅当 一否和 一垦同时成立。 

定义2．5 设A，BE叨(【，)即A=< ， )．B一<垦，西)，则 

它们的粗糙交“AnB”，粗糙并“AUB”．A的粗糙补“ ”，A 

的粗糙伪补“A“’。 

(1)AnB≈<AnB， n西>； 

(Z)AUB≈<AUB， U )； 

(3)A ≈<一 ，一A>； 

(4)A ≈ <一A．一A>。 

在43)、(4)中一 和一 分别是 和 在U中的补．以下相 

同。 

定理2．1 设A．BE叨(【，)，则：41)业 = n垦，A B 

AnB；(Z)AUB AUB．AUB=AUB。 

证明：略，参考文[1～3．73。 

定理2．2 设A的粗糙补“ ”，A的粗糙伪补“A“’，则： 

(1)A A。；(Z)A一 A” ； 
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(3)A UA’一A。，A nA 一A ； 

(4)A⋯ 一A⋯ 一(～ ，一-A)； 

(5) ⋯ 一A⋯ 一A⋯ 一A一 一A’ 一A’； 

(6)A 一A ； 

(7) ⋯ 一A”。 

证明：略，它的证明可以由定义2．3来证。 

说明：(4)是文E4]中的伪补“A“’，即(一 ，一 )，而本文 

中的伪补是文[4]中的对偶伪补，即(一 ，一 )。而且在文E4] 

中的伪补和对偶伪补不能推出A ≈(一 ，～ )，从而导致 A 

一 ≈ 和Br一 ≈A—B都不成立。本文中所定义的补和 

伪补能推出对偶伪补，或者用所定义的补和对偶伪补也能推 

出伪补。 

定理2．5 设 A，BE叨(【，)，则： 

(1)( NB) ≈ UiT；( UB) ≈ N ； 

(2)(AnB)。≈A。UB。：(AUB)’≈A’nB。。 

证明：略，它的证明可以由定义2．3来证。 

5．新的蕴涵算子及其性质 

5．1 蕴涵算子的引入 

在文[4，9]中已经论述了粗糙集是一个Stone代数，这里 

不再赘述，直接引用一些结果，并对部分结果进行改进。 

定义5．1t‘ 设B是一个布尔代数，F是B中的滤子，则 

(B，F)一{(n，6)la，b∈B，n≤6，a+(一6)∈F}。 

如果 B=F我们用B代替(B，F)，并做如下定义： 

<n，b)+(c，d)一(n+c，6+d) 

(n，6)-(c，d)一(n-c，b·d)； 

(n，b) 一(一b，一a)； (n，b)。一(一a，一a)。 

建立一个模型mod，它由一对序偶< ， >组成，甜是一个 

集合和映射 ：户一叨( )X叨( )这个映射叫做值域函数，对 

于V 户∈P，如果 (P)一(A，B)，贝0 AGB。 

我们用Lukasiewicz三值逻辑系统来定义粗糙集的特征 

函数，对于V，∈P时， t 3={0，1／2，1}则定义如下： 

如果 (P)一(A，B)，贝0 ，(硼)一{1 1wEA。1／21wEB— 

A，0}，即若 wE A，则 ( )一1，如wE B—A贝0 ( )一1／ 

2，否则 ，( )一0。定义如下： 

(P)一({ ∈W， ，( )一1}，{w∈W， ，( )≠0}) 

我们定义如下函数 

ng：F Z一叨 ( )X叨 ( )[ ： 

对于V P∈P，rang(户)一 (P)，如果 rang( )一<A，B)， 

rang( )一(C，D)，则： 

mng(cpA )一(Anc，BnD)； 

rang(妒V )一<AUc，BUD)； 

rang( )一(一B，～A)；mng(~o。)一 (一A，一A)； 

mng(O)= ；mng(1)一【，。 

其中一A，一B分别是A、B在R( )中的补。 

定义5．2 令ran(mng)一{rang(~o)。妒∈Fml}，则我们定 

义Ⅲ： 

rang( ·mng(XIF)-~mng(cPA )； 

rang( 十 ng( )=-mng(~oV )； 

rang( 一 ( ) ( )‘一 ( ’)t 

定理5．1c‘ 在定义3．3中，ran(mng)是Katrinak代数， 

而 rang是它的同态像。 

证明：略，在文[4]中已经证明。 

然后我们进行如下定义： 

+ 一妒 V V(妒 A )； 

一 =( + )A( — 妒)。 

棚 g( + )一棚力g( )— 棚力 (尘 ) (i) 

rang(妒一 )一 rang(妒 )+rang( )+ rang(妒。)·rang 

( ’)．~-mng(cp )+ ng( )+mng(~o)。·mng(XIF) 

一 <一B，一A)+ <C，D)+ <一A，一A)·<D，D)一<一 

BUCU(Dn—A)，一AuD) (ii) 

通过以上讨论可知，粗糙集的特征函数满足Katrinak代 

数的性质。现在把上、下近似代入得到如下式子： 

令 mng(Cp)一( ，A)，mng(XIF)一(堡，B)， 

mng(f1)一( ，C)则由3．1节可知 

(妒V ) 一妒 A ；(妒̂  ) 一 V ； 

(妒V )。一妒。A ；(妒̂  )。 妒。V 。 

⋯ 一  ⋯  rf 一  

；妒⋯ ‘一 ‘ 

妒⋯ =妒⋯ ：妒⋯ ：妒⋯ 一 ⋯ 一妒。； 

mng(Cp⋯ )一(一A，一A)；mng(~o )一 (一A，一 )； 

mng(Cp。)一(一
一

A，一
一

A)；mng(~O“)一(A，A)- 

rang( + )一rang( )+rang( )+rang( ‘)。rang 

( )一(一AU旦U(Bn一 )，一 UB) (iii) 

这就是我们所定义的新的蕴涵算子，下面就讨论这个新 

的蕴涵算子在粗糙逻辑系统中的性质。 

5．2 蕴涵算子的性质 

定理5．2 设A，BE叨(【，)，则在下面两式等价： 

(1)A—B一(一 U里U(百n一 )，一AUB)； 

(2)A— 一<(一 U垦)n(一 UB)，一 U )。 

证明： 

A—B一(一 U旦U(一Bn--
一

A)，一 U—B)一((一 U垦U 

雷)n(一 U里U一 )，一 U吾)一((一 u吾) 

n(一AUB)，一AU百)一A—B 

定理5．5 设A∈叨(【，)，则：(1)【，一 ≈ ；(2) 一【，≈ 

U；(3) 一A≈U；(4)U— A≈A；(5)A—A≈U； 

证明：略 空易由(iii)式来证明。 

这个定理说明了新的蕴涵算子满足蕴涵的基本性质。 

定理5．4 设A，B，C∈叨(【，)，则：(1)A CB，则B—cc 

A—C；(2)B CC，则A—B cA—C； 

证明：(1)由(rid式得 

B—C一((一墨U )n(--BUC)，-~UC) 

A—C一((一 U )n(一 U )，一 U ) 

又因为 A CB当且仅当 垦，A B当且仅当一旦 一 

A，一B —A，所以 

～ BUCG_一AUC，一BUCG—AGC， 

～ 旦UC --A_UC 

因此 B—C A—C。 

(2)类似证明略。 

这个定理说明了新的蕴涵算了满足蕴涵的单调性质。 

定理3．3，3．4说明了新的蕴涵算子满足蕴涵的必要条件。 

定理5．5 设A，B，CE叨(【，)，则：(1)A一(B—C)≈B一 

(A—C)；(2)B cA—B；(3)A—B≈【， 当且仅当AcB；(4) 

Br—A ≈ A—B：(5)A一 =A 。 

证明 我们仅证明(1)、(4)，其它式子容易用定理3．1式 

(i)和(iii)来证明。 

①(1)的证明： 
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。 

一( 一p)一 V( 一p)V( ^( 一p) ) 

一P V( V p V( A ‘))V( ’A( V p V 

( 。̂  。)) ) 

一  V V p V( 。A p )V( 。A( ’V p“V 

( 。A口 ))) 

一  V V p V( 。A p‘ )V( A ‘)V( 。A 

p )V(妒。A 。A p 。) 

一( p)一 V( p)V( 。A( ) ‘ 

一  V( V p V( 。A p ‘))V( A( V p V( 。A 

口 ))̈ ) 

一  V V p V( ‘A p ‘)V( ’ A( V p 。V( ‘A 

口 ))) 

一  V V pV( ‘A p ’)V( A ’)V( A p ‘)V 

(妒‘̂  。A p“) 

． ． 一( 一p)一 一 ( —p) 

再由(i)式得 A一(B—C)≈B一(A—C) 

②(4)的证明 

。．' 一 一 “V V( ”  ̂ 。)一 V9V( A ) 

一 V9V( 。A ) 

．．． 一  = 一 

再由(i)式得 一 ~A-*B 

在定理3．5中，(1)说明了任意前提 A在推理过程中与位 

置无关，保证了可推演性；(3)说明了保序性成立：(4)、(5)保 

证了逆否命题与原命题是等价的特性。 

定理5．6 设以，B，c∈ ( )，则：(1)(AUB)一c≈(A 

—C)n(B—C)；(2)A一(BnC)≈(A—B)n(A—C)；(3)(A 

nB)一C≈(A—C)U(B—C)；(4)A一(BUC)≈(A—B)U 

(A—-C)。 

证明：我们用定理3．2，(i)和(iii)式来证明(1)和(3)；(2) 

和(4)可类似证明。 

(1)的证明： 

．．．( ，一p)̂ ( ’— p)一( VpV( ’Ap”))A( VpV 

( ’A口 )) 

=( A )V( A p)V( A A p )V(p A 

)V pV(pA ’A p )V( ’A A p ’)V 

(p A A p ’)V( ’A 。A p ’) 

=( A )VpV( ’A 。Ap 。) 

(gV )一p=(gV ) VpV((gV )’Ap”)=( A 

)VpV( A 。Ap 。) 

． (gV ’)— p一( —·p)̂ ( ’— p) 

再由(i)式得(以UB)一C≈(A—C)n(B—C) 

(3)的证明： 
。

．。(妒A )一p一(gA ) VpV((gA ) Ap ) 

一 ( V )V pV(( ’V )A p ) 
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一 ( V )V pV( A p ‘)V( A p ) 

( p)V( 一p)一( VpV( ‘Ap ))V( VpV 

( ’A口“)) 

一 ( V )V pV( ‘A p )V( A p ‘) 

． ( ̂ ~)-*#----( ，一p)V( ’— p) 

再由(i)式得 

(A n B)一C≈(A—C)U(B—C) 

定理5．7 设A，B∈ ( )，则 

(1)A C ((A—B)一B)； 

(2)(A—B)≈U{XfA cX一引·。 

证明 由定理3．5容易证明。 

定理3．5，3．7支持 A ，A-*B=>B 的推理过程。 

通过以上定理证明可以看出，本文定义粗糙蕴涵算子来 

刻画业糙集代数系统，且具有良好的性质。 

结论 粗糙蕴涵算子是粗糙逻辑研究中的重点和难点， 

文[4]定义了蕴涵算子不能保证 一以‘~A-*B成立，即逆否 

命题与原命题的不等价．为此，本文用Stone代数观点重新定 

义了粗糙集的交、并、补运算和粗糙蕴涵算子，进一步研究了 

这些粗糙运算之间的关系及其性质，并指出这个新的蕴涵算 

子与Lukasiewicz三值逻辑中的蕴涵算子吻合得更好，从而 

弥补了文E4]的不足之处，保证了逆否命题与原命题的等价 

性，且具有良好的性质。因而，使用这个粗糙蕴涵算子所产生 

的新粗糙逻辑系统更符合人类的思维习惯。 
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