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摘 要 将递归方法引入稠密线性代数的计算，能产生自动的矩阵分块，使算法适合于当今分级存储高性能计算机的 

结构·提高运算速度。文中对解线性代数方程组的 LU分解递归算法进行 了研究，给 出了算法的详细推导过程。 
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Abstract Recursion leads to automatic matrix blocking in the computation of dense linear algebra．It makes a good 

use of memory hierarchies of today’S high—performance computers and hence improves the efficiency of the algorithm． 

The recursive algorithm for LU factorization of a matrix that is used to solve linear systems of equations is studied in 

this paper．A detailed derivation of the recursive algorithm is presented． 
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1 引言 

目前，具有多级存储结构的高性能RISC计算机已占据 

了数值计算领域的主导地位。RSIC处理器的运算速度非常 

快。它们与存储器之间的速度差距很大。计算机的性能能不能 

充分发挥。多级存储结构即高缓能否得到有效利用成为关键。 

为此，现行的线性代数算法(如 LAPACK)通常采用分块算 

法[1,23。通过将矩阵分块，使各部分子矩阵的运算能够在高缓 

中进行，以提高运算速度。将递归引入线性代数的计算，是一 

种新的方法和改进 “。递归算法自动产生矩阵分块。非常适 

合当今分层多级存储的计算机结构。本文对矩阵运算的LU 

分解递归算法进行了研究，给出了算法的详细推导过程。 

2 矩阵的 LU分解 

LU分解用于求解线性方程组AX=b，若系数矩阵A非 

奇异．则 A可以分解为一个下三角矩阵 和一个上三角矩阵 
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在上述基础上，下面推导Lu分解的递归算法。 

5 LU分解递 j算法 

5．1 递归分解过程 

不失一般性，设矩阵A的阶数为ra×4，且ra≥n。令d一 

4／2，将式(2)写成分块形式 

( )=、LL。n L船)(u“ lz) (5) 
式中，分块子矩阵A 、Ll。和 【， 。的阶数为d×d。Atz和【，tz的 

阶数为d×(n--d)，A2 和L2l的阶数为(，，z--d)×d．A22和Lzz 

的阶数为(，，z--d)×(n—d)．【，22的阶数为(n—d)×(n--d)。子 

矩阵中，L 、L。。为下三角阵，【，。。、【，。。为上三角阵。其余为矩形 

阵。计算式(5)可得 

Au= LnUn (6) 

A21一L2lUu (7) 

A12一Ll】Ul2 (8) 

Az2一L21Ul2+Lz2Uz2 (9) 

*)本文得到江苏省教育厅留学回国人员科研启动经费项目资助．陈建平 教授。主要研究方向为快速算法、数字信号处理． 

·141· 

 ̈  ̈ ．．  ̈

鲫 

；

‰ 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


式(6)和式(7)可合并写成 

( )一( )c c 。 
其含义是对I／

A

A n 
J＼进行Lu分解，解出Ll 、上吃 和 后，由式 

(8)计算Ul2 

Ul2一L Al2 (11) 

令 

A．22一Az2一L2lUl2 (12) 

则式(9)成为 

A 22一Lz2Uz2 (13) 

式(12)的含义为通过 L： 和U z(已解出)对Azz进行修改或更 

新。式(13)为对更新后的A，：：进行LU分解。 

这样。矩阵 A的 LU分解运算就转化成分块子矩阵 

( )和A．22的Lu分解以及U,2的求解和Au的更新计算。以 
上完成了一级分解，下一步对子矩阵I／

A

A

，

n

，

／＼和A z的Lu分解 

可以进行同样的处理，将它们各自分解成列数约为(n／4)的子 

矩阵的运算。这种递归分解过程可以一直重复下去，直到最终 

产生的子矩阵A ( )和 A．22的列数足够小，或者更一般地。 

直到它们的列数为1。此时(a 1 )和Ar22为列向量，其LU分解 
、 ^ 21／ 

由式(3)中的前两式即可求得。于是。LU分解递归算法可以 

描述为 

LU分解 A：A-----／．Z'(递归过程) 

如果n>l，则 

d=n／2 

Lu分解( ：)：A‘n／=(L’21／c c递归调用 
解 Ul2：Ul2一L五 Al 

计算 2：Ar22一A22一L2lUl2 

LU分解A．22：A．22一L：2U22(递归调用) 

否 则(n一1) 

Ull— n l1 

厶，一n。，ul1( 一2，3，⋯ ，m) 

图1以4×4阶矩阵为例，用图形显示出递归分解的过程。 
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图1 4×4阶矩阵LU分解递归算法的分解过程 
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5．2 增加选主元的步骤 

为了避免式(3)中的除数为零或绝对值相对很小，Lu分 

解在实际应用中需要增加选主元的步骤。因此，在上述LU分 

解递归算法中，也需要加入选主元的过程。通常采用部分选主 

元，即选取列主元，进行行交换的方法。对矩阵 A进行一系列 

行交换。相当于用一个排列矩阵尸左乘矩阵A，然后再对PA 

进行Lu分解。PA的Lu分解递归转化成尸 ( “)和P：A．22 
、^ 2l， 

， A 、 

的Lu分解。P 和P2分别为对I ：“l和A．22进行选主元，作行 、̂
z2， 

， A 、 

． 交换形成的排列矩阵。在解得P ( ：“)后。需要用．P 对 

( )进行同样的换行。然后再对＼IAA
：

,

：

z

／＼进行计算和分解。同 

样，在解得尸2 ：后，需要用尸2对 Az (Lz )进行同样的换行以 

得到A： (L2 )中元素的正确位置。这样，最终形成的带有部分 

选主元的LU分解递归算法的描述为 

LU分解PA：PA=LU(递归过程) 

如果 n>1，则 

—n／2 

Lu分解P1( )：尸 ( )一( )c c递归调用 

( )换行：( )一．P ( ) 
解 Ul2：Ul2----L{~ Al。 

计算A．22：Ar22一Az2--L2lUl2 

LU分解尸2Ar22：尸2A，22一L22U22(递归调用) 

l换行：A2l一尸2A2l 

否则(n一1) 

找出(Ⅱll，Ⅱ21，⋯，n )中的主元。设为n 

将 Ⅱll和n 换位(同时产生排列矩阵P)，然后计算 

“ l1一 n 11 

li，一 n ul1( 一2，3，⋯ ，m) 

4 算法的实现 

上节导出的LU分解递归算法可通过 FORTRAN90语 

言在计算机上实现。FORTRAN90支持递归过程，递归自动地 

由编译器处理，非常便于递归算法的实现。算法中的核心运 

算为求解U ：(即式(8)的计算)和更新 Azz(式(12)的计算)， 

可以分别调用高效率的Level一3 BLAS程序TRSM和GEM- 
IA， 、 

M。算法中通过 ．P 和 尸2对【．“)和 的换行操作可调用 
、,Fizz／ 

LAPACK程序 LASWP。最终找主元以及各元素除以主元的 

操作可通过 BLAS程序IAMAX和SCAL来完成。有关实现 

程序和算法的运算测试结果将在以后的文章中介绍。 
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