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粗等价粒度下基于多种加速策略的增量式求核算法 

赵 洁 张恺航 董振宁 梁俊杰。 徐克付 

(广东工业大学 广州 510520) (中国科学院信息工程研究所 北京 10O093)。 

(华南理工大学 广州 510006)。 

摘 要 提出一种全新的渐增式求核算法。首先基于全局等价类提出粗等价类概念并分析其性质，研究粗等价类下 

的求核与约简；深入研究 3类粗等价类与核属性的内在联系，设计粗等价类下判断核属性的等价方法和渐增式求核方 

法，通过该方法可在一次增量计算中求得多个非核属性，从而设计双向剪枝策略；可从属性和实体双方面缩减计算域， 

无需遍历全部属性和实体，在无核情况下，剪枝策略仍然有效。设计多次 Hash的属性增量划分算法来完成上述增量 

式计算，基于此给出完整的渐增式求核算法。最后用 UCI中2O个决策表及海量、超高维 3类数据集从 多个角度进行 

验证，实验结果证明了所提算法的有效性和高效性，其尤其适用于大型决策表，大多数情况下优于现有算法。算法可 

进一步作为新型约简和优化算法的基础。 
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Abstract A new incremental core computation algorithm was proposed．Firstly，rough equivalence class(REC)was 

proposed based on the smallest computational granularity of global equivalences，the character of REC was analyzed and 

core and reduction computation under REC was studied．Then relationship of core attributes and REC were studied and 

then an equal method of judging core attribution and incremental core computation method based on 0-REC were de 

signed，through which multiple non-core attributions can be gained in one calculation．Based on which，bilateral pruning 

strategies were proposed to reduce calculation field of both attributes and entities，SO it need not travel all the attributes 

and entities．The pruning strategies still WOrk even there is no core．At 1ast，20 decision sets of UCI。massive and ultra- 

high dimension were used to verify the strategies and algorithms．The results show that the algorithm is effective and 

efficient，and in most conditions，the algorithm of this paper is superior to the current algorithms，and fit for massive de— 

cision table especially．The algorithm can be the basis of new reduction and optimization algorithms． 

Keywords Reduction under rough set，Rough equivalence class，Incremental core computation，Hash 

1 引言 

属性约简是粗糙集理论l_1 ]研究的核心问题之一，高效 

的约简算法研究一直备受关注。近年来约简算法研究向纵深 

方向发展，基于粗糙集的扩展[3“ 或融合多种理论进行算法 

设计，如模糊集_5’ 、证据理论_7]或多种理论综合使用[ ，算 

法趋向精细化设计 ，如研究不一致数据下算法如何增速_9 ；当 

多个属性具有相同重要度时如何挑选_10]等。求所有约简与 

最小约简是典型的 NP-Hard问题，一般来说求某个可行解可 

满足普通应用需要 ，启发式方法在这方面具有较大优势，成果 

众多_1 ]，但很多应用需要求最小约简或多个次优约简，因 

此优化技术被大量应用在约简算法中[17 20]。在上述两类研 

究中求核是基础且重要的核心算法。基于优化技术的约简算 

法研究中，核可作为寻优的初始解，尤其对于某些优化方法， 

初始解的质量对寻优效率影响较大[1 7,19]；核更新算法[21,22j贝0 

是基于分辨矩阵约简算法的热点问题。求核算法[1。。 是基 

于正区域约简研究的核心算法_1 。 

基于正区域的约简时问和空间复杂度均较低，一 直是 

研究热点。求核往往始于等价类和正区域算法，求核与约简 

的高效性依赖于基础算法的时间复杂度降低。刘少辉等口 

基于快速排序求正区域，时间复杂度和空间复杂度为 O(1 CI 

IUlloglU1)和 O(1Uj+1)，从而求核算法的时间复杂度为 
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0(ICl 1UIlogIU1)，该求核方法通过判断 POSc(D)≠P0' 

{a }(D)逐个验证 n ，需要遍历全部属性。徐章艳等_l朝引入基 

数排序，在计算中不断丢掉不影响计算正区域结果的对象，求 

正区域的算法时间复杂度为 O(JCl IUI)。葛浩[2。 提出一种分 

布计数基数排序，等价类算法的时间复杂度和空间复杂度为 

0(ICl JU1)和 0(IUf)，缩减计算域的方法优于文献[13]，求核 

时间复杂度和空间复杂度为0(1C『 IU1)和0(1U1)。刘勇等口4] 

提出的基于 Hash的求等价类的算法时间复杂度为 0(ICI lUI)， 

约简中把正区域计算转化为非正区域计算，并在后续算法中 

以全局等价类作为基本计算单位，计算域从 I I降为 IU／CI， 

此思路与文献El3]的相同。与文献[14]思路相似，葛浩等r23] 

把正区域计算转化为冲突域计算，并以全局等价类压缩决策 

系统，求核时间复杂度和空间复杂度降为0(ICl lU／CI)和 

0(iUI／C)，但需要遍历全部属性和多次遍历全部实体。赵洁 

等_2 提出一种全局正区域不一致性检测方法，一旦发现引起 

不一致的实体就立即停止搜索，无需遍历全部实体，使求核时 

间复杂度下降至0(Jul lcl z)一o( 三Lj U )
，但在 

无核情况下，需遍历全部实体。 

在现有研究的基础上，本文提出一种全新的渐增式求核 

算法。首先，以全局等价类为最小粒度，提出粗等价类概念并 

分析其性质，研究在粗等价类粒度下决策系统的求核与约简， 

使计算域从 IUl降低为 lU／CI。然后，把粗等价类细分为 3 

类，并深入研究其性质及其与核属性的内在关联，把求核的过 

程进一步分解为细粒度计算 ，设计 O一粗等价类下识别核属性 

的等价方法和渐增式求核方法 ，可在一次计算中求得多个非 

核属性，从而提出横向和纵向的剪枝策略。在每次增量计算 

中，通过横向剪枝策略删减 1和一1粗等价类 ，有效缩减计算 

域，使用纵向剪枝策略，可删减非核属性 ，因此可有效压缩计 

算域。即使在无核情况下，剪枝策略仍有效。基于上述研究， 

设计多次 Hash的属性渐增划分算法，最后给出完整的渐增 

式求核算法。 

本文第 2节介绍 Rough集的基本概念；第 3节给出粗等 

价类的定义和相关性质以及粗等价类下的约简概念 ；第 4节 

设计基于 Hash的粗等价类算法；第 5节给出基于粗等价类 

的核属性的等价计算方法和渐增式求核方法，证明横向和纵 

向剪枝策略的有效性；第 6节给出完整的双向剪枝多次 Hash 

渐增式求核算法；第 7节使用 UCI中 2O个决策表及超高维和 

海量数据集进行验证，并分析实验结果；最后对全文进行总结。 

2 粗糙集的基本概念 

本节给出粗糙集的基本概念，详见文献[1]。 

定义 1(决策系统) 决策系统 S=(U，A，V， ，其中U一 

{ 。， ， 。，⋯}是论域，是实体 的集合。A 是属性 集，A一 

{a ，a：，⋯， )，A=CUD且 CnD=D，C称为条件属性，D 

称为决策属性。V是属性的值域， 一{ ， z，⋯， }。f 

是一个信息函数f：U~AEV。f(x，口)通常也记为n( )。假 

设 P一{口1，a2，⋯，m} A，(a1(z)，(7L2( )，⋯，n (z))记为 

P(z)。 

定义 2(不可区分关系) 对 P A，Ind(P)一{( ，蜀)『 

P(x )=P( )}称为不可区分关系，或等价关系，表示关于属 

性集 P是不可区分的。根据 jND(P)可导出一个等价划分 

U／P，该划分中包含对象z的等价类记为[ ] 。 

定义 3(正区域) 决策系统 S一(U，CUD，V，厂)，令 P， 

C，POSp(Q)一{ l[z]P ]Q}，POSp(Q)称为 P相对 

于Q的正区域。 (D)称为全局正区域。 

定理 1l2 ] POSp(Q)一 U Y 

定理 1是求正区域的等价方法，当V ，ccj∈[ ] ，若 

Q( )一Q( )，即可得到 ]P~POSp(Q)，可简化计算。 

定义4(约简) 在决策系统 S一(U，CUD， ， 中，若R 

C，POSR(D)一Pl0 (D)，且对于 R CR，都有 POSz(D)≠ 

POSc(D)，则称 R是C相对于D 的属性约简，记为 R=Red 

(C)。 

定义 5(核) 在决策系统 S一(U，CUD， ，，)中，C中所 

有不可省略属性 的集合称为 C的核，即 Core(C)一 nRed 

(C) 

3 粗等价类性质及粗等价类下的求核与约简 

3．1 粗等价类的定义及性质 

定义6(全局等价类及特征) 基于定义 2，Ind(C)可导 

出一个等价划分 U／C={e-，e2，⋯， }，其中 e是基于条件属 

性C的等价类，称为全局等价类，定义其 2个特征。 

1)e．count：等价类e中的实体 的个数被记为e．count； 

2)cons和dec：对于 ，yE e，显然 C( )一D(3，)，若同时 D 

( )一D( )，则 e．cons一￡ e，e．dcc D(3c)；否则，若存在 ， 

yEP，但 D( )≠D( )，则 e．∞7z5一知lse，e．dec一‘／’，表示 e 

的D值不存在或无意义。 

定义 7(基于 S全局等价类的决策系统) SG一(U ，CU 

D，V， )，其中 ／C={e1，e。，⋯， }， 是 U6×(CUD)到 

V的映射，设 Iz∈eEU6，其中C(P)一C( )，D(e)一e．dec。称 

SG是基于S全局等价类的决策系统。 

同时，对于任意 的属性集 P C，若 z∈P，定义 P(e)一 

P( )。 

定义 8(粗等价类) 给定属性集 P C，若 e∈UG，则 — 

Ee3P：{e 1P(e )一P(e))被称作 P的粗等价类RIND，U ／ 

P一{Ef， ，⋯， )， 称为P的粗等价类。 

定义8说明，在决策系统SG中，属性集P C，L，c中的元 

素{e。，e ，⋯， }可以被合并为几个大的集合 {砑 ， ，⋯， 

)，P是S。中粒度最小的单位。若 P C，根据 e．cons，P的 

粗等价类可以分为 3类，同时定义粗等价类的 2个特征 COnS 

和 dec： 

1)若 Ve， ∈EP，均有 B cons—et．cons—true，且B dec= 

d．dec，记 E尸．∞ns一1，EP．dec~e．dec=e ．dec，称 EP为P的 

1一粗等价类； 

若VeE ，均有 e．∞ 5一 lse，记 ．COnS—一1， ． 

dec ／ ，表示 D(Ep)不存在或无意义，称 ’为P的 1一粗等 

价类． 

2)否则，如果 EP不满足上述两种情况，则称 F尸为P 的 

0一粗等价类。 

定义 9 中D的C_正区域在 S ：(U。，CUD，V， ) 

中，D的C_正区域P()S2(D)：{eI[e] [e]D}。 

定理 2 SG中，令 P C，VeE E尸，VIT∈P，则 Iz∈P0s尸 

(D)车 e∈P0 (D) 

(1)先证 若 ．z∈POSp(D)，则 e∈ (D)。任取 

e ∈[P]P—EP，满足P(e)一P(P )，取V ∈e，取VyE e ，由已 

知 lz，yEPOSp(D)，根据定理 1有 D( )= D(3，)，根据定义 6 
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有D(e)一D( )，D(e )一D(3I)，由上面推理得到e E[e]D，即 

对V e E Ee] ，有 e ∈[e]o，因此[e] E[e]o，从而根据定义 

9，eE Pl (D)。证毕。 

(2)再证若 eEP (D)，则 EPOSP(D)。取 Vlz， E 

e，则 P(z)一P( )，由已知eEPS0 (D)，[e]p__CEe~D， 的D 

值存在，根据定义 6，有 D(P)一D( )一D( )，即V ，yEe，有 

D( )一D( )，根据定理 1，32EPo-s尸(D)。证毕。 

定理 2说明，S与S。中的正区域是对应的，若任意xE e， 

当 ∈POSp(D)，则必有 eEPQ (D)，而当V eEP0 (D)， 

若 32∈e，则必有 EPOSp(D)。 

定理3 在 SG一(UG，C U D，V，严)中，令 P C，则 

PC (D)一UE JEP1 DlP
一 】 

证明：(1)先证 V eE U ，有 eEP0 (D)。取 V P，P E 
IEP／D r一1 

UE ，同时取VxE e，V 3fE e ，有 P(z)一P(e)=P(e )： 
jEP／DI=1 

P( )，已知lE ／Dl一1，有 D( )一D(P)一D(P )一D( )，即 

V ， ，均有 P( )一P( )且 D( )一D(．y)，根据定理 1，z，yE 

POSe(D)，根据定理 2，P，P EPQ (D)。证毕。 

(2)再证 V eEPQ (D)，均有 eE UEP。V eEPQ 
IEP／DI=1 

(D)，必定存在 ，使得 eEEp，由定义 9知 [P]P [P]o，取 

V e E EelP，有D(e)一D(e )，即E ／D=Ep，故{E ／DI一1， 

因此 eE UEp。证毕。 
I~／DI一1 

、 

与定理 1作用相似，定理 3是用于 中求正 区域 的等 

价算法，V P，P EEp，若 e．dcc~c ．dec，则可判断 E E PQ 

(D)。 

定理 4 在 SG一(U。，C U D，V，严)中，令 P C，则 

P0S岳(D)一 UEp 
F尸㈣ 1 

证明：已知 Ep．CO；~S一1，根据定义 8，VP，e EEp均有 

e． 一 ．dec，即D(P)一D( )，所以l ／Dl一1，即当 ．∞琊一 

l，必有 l ／Dl一1，根据定理 3，上式成立。证毕。 

定理 4说明，基于粗等价类定义，正区域的计算可得到进 

一 步简化，对VEP．∞ s一1，即可判断 属于P正区域。 

推论 1 尸Q (D)一{e ∞ s—true}。 

根据定理 4，上式成立 。 

3．2 粗等价类下的求核与约简 

定理 5 在 一( ，CUD，V， )中，令 P，Q A，则 

POSp(D)一POSQ(D) PQ (D)=Pos~(D)。 

(1)先证 PQs尸(D)一POSQ(D)=>PQ (D)一尸0 

(D)，设 ．rEeEPQ (D)，已知 VxE 0l5P(D)，POSp(D)一 

POSQ(D)，有 EPOSo(D)，根据定理 2，eEPQ (D)，即 

PQ (D) 三PQ (D)。 

同理，嘲 (D) P0 (D)，定理成立。证毕。 

(2)再证 PQ (D)一PQ (D)=>POSp(D)一POSQ 

(D)。VeEPQ (D)，对 于 V E P，根据定理 2，均有 E 

P0SQ(D)。已知 PQ (D) PQ (D)，故 eEPQ (D)，因 

此 EPQS。(D)，P()5P(D) Pos。(D)。 

同理 ，PQSQ(D) P0lsP(D)，定理成立。证毕。 

定理 5说明，S和S 正区域存在映射关系。 

定理 6 在 SG一( ，CUD，V，
．厂G)中，V尺 C，若有 

PQ (D)一PQ (D)，且对于 VR CR，都有 Po ，(D)≠ 

PQ (D)，则 R是 S中 C相对于 D 的属性约简，记为 R— 

Red(C) 

证明定理 6，则要证 明 POSP(D)：P0SQ(D)∞Po 

(D)一PQ (D)，根据定理 5，定理得证。 

基于上述分析可知，对 SG求约简与对 S求约简是完全 

等价的，从而根据属性核定义，由于 1sG与 S的约简等价，可 

知在 SG上求核与在 S上求核等价。 

4 基于 Hash的粗等价类算法 

粗等价类是本文算法对于所有计算的基础，基于全局等 

价类的定义，本节先设计全局等价类下基于 Hash的压缩决 

策表算法，然后给出粗等价类算法，后续例子使用决策表 

1C“]中的数据。 

表 1 决策表 

算法 1 计算属性集 P的等价类 L P 

输入：S一(U，CUD，V，f)，P(P C) 

输出：SG=(UG，CUD，V，fG) 

1．为 P初始化一个 Hash表 H 

2．对每一个 xE U，key=P(x)，执行以下步骤 

2．1．若 H中无当前 key 

则创建 h，h．eotlnt~1，h．corls~true，h．dec=D(x) 

2．2．若 H中存在 h 

2．2．1．获取对应 h，hk．count++ 

2．2．2．若 h．cons~true且 D(x)≠h．dec，则 h．cons~false 

3．返回 H 

根据算法 1，当P=C时，可求基于 S全局等价类的压缩 

决策表 S。，它是一个 Hash，其子项即为全局等价类 ，全局等 

价类是各种计算的基本单位，只进行一次全局计算。Hash表 

H 中的每个分项 h，3个属性 h．COnS，h．count统计 h ，ĥ．dec 

如定义 6中的含义。每个 a按算法 1中步骤 2遍历所有实 

体，时问复杂度为 0(1U})。使用 Hash方法，执行 put和 get 

方法的时间复杂度均为 0(fkey1)，故步骤 2．1和步骤 2．2的 

时间复杂度均为0(1key1)，步骤 2的时间复杂度为 0(}U})× 

0(}key1)一0(I P l】U 1)，最 差 情 况 下 与 多 个 文 献 

[14，23，24，27]相同，优于刘少辉 ” 的0(1Al lUlloglU1)。空 

间复杂度也与多个文献 “ 。 相同，优于 Hu[。 的 0(}Ul+ 

PIC1)。 

算法 2 计算属性集 P的粗等价类 L ／P 

输入 ：Hc，P(PcC)／／Hc是 S的全局等价类 Hash 

输出：U ／P 

1．为 P初始化一个 Hash表 Hp 

2．对每一个 eE Hc，key=P(e)，执行以下操作 

2．1．若 HP中无当前 key 

2．1．1．创建 h，h—hU{e}，h dec= e．dec，h．cons~一1 

2．1．2．若 e．corls~true，则 }L cons~1，否则 h corls~一1 

2．2．若 HP中存在对应 key 

2．2．1．若获取对应 h，h— hU{e)，h．count++ 

D 一1 O O l 0 0 1 O 1 O 0 O 

一1 1 1 1 O 0 1 1 1 1 1 1 

一O O 1 1 1 1 1 1 0 O 1 1 

一1  1  1  1 O  1  0 O  O l  O  0  

一1  1  1  1  O  O 1 1  1  O  0  0  

u— 
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2．2．2．若 }L cons~1&&e．eons~true&＆h．dec= e．dec，转步 

骤 2 

2．2．3．若 h cons一一1&＆e．cons=false，转步骤 2 

2．2．4．否则令 h．cons~O，k dec一‘／’ 

3．返回Hp 

算法 2基于算法 1的计算结果，步骤 2遍历 ，每次需 

要形成属性集合 P的key，时间复杂度为 0(IPl IU／C1)。算 

法 1对表 1进行计算所得的全局等价类如表 2所列。 

表 2 决策表 1的全局等价类在算法 1下的结果 

IND e key e．cons B dec 己count 对应实体 

列 。 

设 P={a。，a。}，根据算法 2计算得到粗等价类如表 3所 

表 3 属性集 P一(a1，“3)在算法 2下的结果 

5 粗等价类下求核的等价方法 

5．1 粗等价类下求核的增量式计算 

5．1．1 基于 0一粗等价类的核／非核属性计算方法 

在决策系统 SG中，P C，由粗等价类分类可得到： 

U尺／P— U EP U U U U (1) 
E}一=1 E{一一 1 E 2l一 0 

定理 7 在 中，rfiG— U群 U U耳 ，即 
． 一 一  巧 ares 一 

1 U压 I—O。 
《一=0 

证明：根据定义 8，Ec：{e}，即 lEcl=1，而任意 e的COTl$ 

值仅有两种情况：true或者 false，故 F 的COnS值也仅有两 

种：1或者一1，从而I UE}I一0成立。证毕。 
《 =o 

由式(1)可得到 ： 

UEf—UG／P— U 一 U霹 (2) 
Ef一一0 ￡ 一 1 一一1 

根据定理 7和上述公式通过 1和一1一粗等价类可计算 

0一粗等价类大小。下面讨论 U 和 UEP 的计算。 
￡ 一 一 l 一 1 

定理8 在 中， ／(C一㈦ )一 巧 U 巧 U 
E 。_ ’ m一1 一 }_一 一 l 

’
，若 l 。。 {≠0，则 aECore(C)。 

Ef一 ’co~s=0 《一k’∞m一0 

证明：已知1 E ㈨ I≠0，必 碴一㈨．COnS一0，且 
《一{ 一一o 

e．∞ s—true，e∈ 一㈦，根据定理 4，e∈Ef一‘。’(2=PQ 一{ } 

(D)，但根据定理 2，e∈P (D)，则必有 尸0S {口j(D)≠ 

PQ (D)，因此 口∈Core(C)。证毕。 

定理 9 在 SG中，U。／(C一 {a})一 Ef U 
￡f一{ 一 一1 

E 一{ ’ U Ef一{“} ，若l Ef一{。’ l—O，贝0 n硭Core(C)。 
一

{ ∞掰=一1 EC--{a}m~s=0 Ef一 。’。。墙一0 

同理可证明定理 9。 

根据定理 8和定理 9，得到核属性和非核属性的等价计 

算方法，即通过计算 O一粗等价类的大小即可判断 口是否为核 

属性。下面讨论 l U l和 l U I的计算。 
￡ runs一1 一  一l 

5．1．2 属性增量划分下 1一粗等价类的增量式计算 

令PcQ C，下面分析P和Q的正区域关系。首先在属 

性簇 P C上定义关系 。 

定义 10(关系 或 ) 令 P，Q C，U／P={P1，P2，⋯， 

}，0< ≤ IUl，U／Q一{Ql，Q ，⋯，Q )，O< ≤ lUl当且仅 

当任意 Q Q，存在一个 Q，使 Q_ P 。 

基于定义 1，当满足上述条件时，可以认为属性组 P比Q 

粒度更粗，Q粒度比P更细。若 Q P且 U／Q=U／P，则 P严 

格粗于 Q(或者 Q严格细于P)，此时记为Q P或者 P<Q。 

定理 10 在 SG中，令 P一{R1，R2，⋯，R }是一簇属组 ， 

其中R Rz ⋯ R (R 2 )，则有 PQ (D) PQ 。 

(D) ⋯ P0 ，(D)。 

证明：若 E尸 P0 (D)，则有 PQ ⋯ (D)，即要 

证明VeEE ，均有 eEP0 +1(D)。 

已知R R+ ，对于V正 P i+1(D)，即定义 1，必 

定有一个或多个 ERI+I L7G／R ，使得 — UERI+1 ，即 
I~i+1／R I=l 

有 ERi+I E 因此对于V eE 必有e∈ER,+1。 

在同一 E 中任取e ，有 Q(e)一 Q(e )。因为 E0 E尸， 

必有 e，e ∈EP。已知 PQ (D)，根据定义 8有 P．dec 

P ．dec，再根据定理 3，EQ PQ (D)。即V eEEP，均有 e∈ 

(D)。因此Ep 嘲 (D)。证毕。 

基于上述分析，当 PCQ C，即满足 Q<P，可判断 P正 

区域属于Q正区域，而属性 Q—P(Q比P多出的部分)对 P 

的0一粗等价类可能划分出新的 1和一1一粗等价类，因此 Q的 

正区域可能大于P的正区域，基于上述分析可知，要求 Q正 

区域，可使用Q—P在 P的O一粗等价类上进行增量计算即可， 

方法如下。 

定理 11 SG中，任意属性 PCQ C，则 PQ (D)一 

PQ U ，其中 

ie- 一 UE。- 
E@-P~EParId Eo_P 一1 E尸 一。 

证明：(1)先证明 V e PQ (D)均有 e∈P0 (D)U 

io- 。 

已知 P(二二Q，必有 PQ (D) PQ (D)，分两种情况讨 

论： 

1)e∈PQ (D)且 eEPQ (D)，上式成立。 

2)e∈PQ (D)且 e PQ (D)，此时对 于 Ve，P 

P0 (D)，由于 PcQ，有(Q—P)e一(Q—P)e ，必 E。_ 使 

得 e∈EQ_ ，同时使得 V e ∈E(卜I ，必有(Q—P)e一(Q—P) 

e ，由定义 8可得 ec．0 5一 ．∞ 5一true，e．d 一 ．dec，再根 

据粗等价类分类有 ．∞ 5—1。 

同理，因为 PCQ，必有 P(P)一P( )，因此在条件 e∈ 

PQ (D)下，当eE ，均有 eEE ，因此 Eo_ E 。 

由上面证明可知eE矿  EP( 只 (D)，假设E∞ 一1， 

根据定理 3，必有 EP PQ (D)，这与已知矛盾。 

若 E尸．∞ s一一1，必有 ∞ 5一false，与已知 e∈PQ 

(D)矛盾 ，因此必有 ．c彻s一0。 

由上证明可得 eEP  。证毕。 

(2)再证明VeEPQ (D) P  ，均有 eEP0 (D)。 
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已知，VeEP0 (D) ，分两种情况讨论： 

1)若 eE嘲 (D)，由定理 7，必有 eEPQ (D)。 

2)若 eEiQ- ，由已知 VP，P ∈EQ_尸∈ _尸且E ， 

则V P，e ∈Ee；由于 P(e)一P(P )且(Q-P)e=(Q—P)P ，有 

Q(P)一Q(P )，故E0 U。／Q；已知 E‘卜_ ．∞ s一1，由定理 4， 

E口- 嘲 (D)。证毕。 

根据定理 8和定理 9，若A1CA2c⋯cACA C，则有 

UÊ ，则计算可转化为以下增量式计算 ： 
F̂ ∞H =1 

r UEAi+I— UEA +P汁r ， ≥1 

+l c。 一1 E (3) 

lIA1一 0；0， A0一 

其中， 

汁1一 i— UEAI 
EA汁1 一 and— +1--Ai∞琊一1 and— f∞ =0 

5．1．3 属性增量划分下一1一粗等价类的增量式计算 

与 1一粗等价类的增量式计算相似，下面给出相关证明。 

定理 12 在 中，PC C，若 ．∞ 5一一1，则 E (2= 

P0 (D)。 

证明：已知 Ee．COnS一一1，根据定义 8，V e∈E ，有 e． 

co s一
．  z5e，对于任意的 ，均存在一个或多个 ，使得 

E 一 U 取 V e，e ∈Ee均有 e．COnS—e ．COnS一 lse，则 
I￡Q／PI 1 

D( )一D(_1， )不成立。根据定理 3，EQ P0 (D)，因此 

UE口 
EQ／pl一1 

E (z=Po (D)。 

定理 12说明，所有被 P划分出来的一1一粗等价类都不 

可能成为Q的正区域，计算公式及证明如下。 

定理 13 在 中，P Q C，则 UEQ — UE U 
runs= 1 EP

∞ = l 

N。～ ，其中： 

N 一 U ． 
￡。_P I】d 一尸硎 一一l EP∞m：o 

证明与定理 12相似 ，根据定理 13，同理 UEA 可增量 
。_堋 s一 1 

计算： 

f UEAI+I— UEa +NAi+I_。 ， ≥1 
+l∞邶 l EA∞ (4) 

lN 1一 o：D， A0一 

其中： 

N i： UEAi 
E +1 一 and +1 Ai∞ =一1 nd o 

5．1．4 属性增量划分 O一粗等价类的核／非核属性增量式计算 

f UEA0=UG， Ao一 
l 。 。 

l_。一 一 1一一 一1 (s l 1 o l∞m— l∞w一一 ⋯ 

I UE +1一U 一JA件1一 ～N 汁l一 t， ≥1 

根据式(3)、式(4)可得，求核计算可转化为一种增量式计 

算 ，最后通过判断 O一粗等价类的大小，即可根据定理 8或定理 

9判断属性是否为核属性。 

5．2 粗等价类下的双向剪枝策略 

根据定理 1O和定理 12，P(==Q C，所有 P的 1和一1一粗 

等价类具有传递性，保留Q的 1和一1一粗等价类 ，因此计算中 

仅保留P的0一粗等价类，基于此设计双向剪枝策略，每次计 

算均可缩减搜索空间。下面给出剪枝的定义。 

定义 11(剪枝) 求核属性的过程中，根据定理 10、定理 

12和式(5)，不断缩减计算域的方法称为剪枝。 

本文提出两种剪枝策略，对实体的删减称为横向剪枝，对 

属性的删减成为纵向剪枝。 

横向剪枝策略 1：增量式求正区域时，根据定理 1O，删除 

所有 1一粗等价类。 

横向剪枝策略 2：在增量式求约简时，根据定理 12删除 

所有一1一粗等价类。 

在增量式计算中，忽略当前属性 n ，把 n，∈C一{a 逐个 

加入划分属性集，同时删减 1和一1一粗等价类，求解到第 a 

个属性时若计算域 一D，则 0一{n ，aj+ ， +1．⋯a}可判断 

为非核属性，此时根据定理 7，P0． (D)一P0． o- }(D)， 

根据定理 9，在集合 0中的属性都为非核属性。 

根据上述分析可得到纵向剪枝策略。 

纵向剪枝策略 ：在增量式求属性的核时，根据定理 9将非 

核的属性删除。根据纵向剪枝策略，无需遍历全部属性即可 

完成求核。 

5．3 粗等价类下不一致决策系统的处理 

定义 12(不一致决策) 在决策系统 S中，若 习五， ，∈ 

u，[ ]c一[冯]c且D(x )≠D(为)，则称 S是不一致的，否则 

S是一致的。 

由定义 6可知 ，当S不一致时，必 g，e．c0ns—false。由 

定理 1O可知，任意包含约简的属性集合(包括 C)可把所有不 

一 致对象完整划分到一1一粗等价类中，因此不需要增加额外 

处理 ，本文求核算法即可用于此类不一致决策系统。 

区别于现有方法，本文设计渐增式求核算法 ，把 C一{a} 

中的属性逐个加入进行计算 ，可在一次计算中同时识别多个 

非核属性，计算中通过双向剪枝策略使遍历属性和实体数不 

断减少，从而使计算量大大下降，下面给出相关算法。 

6 粗等价类下双向剪枝多次 Hash求核算法 

根据前面的多个定理和式(5)，设计多次 Hash完成渐增 

计算 ，每次计算使用双向剪枝策略。 

6．1 多次 Itch的属性增量划分算法 

本文的求核基于前述分析中的增量式计算 ，下面首先给 

出多次 Hash的增量划分算法。 

算法 3 属性集 Q相对属性集P粗等价类的增量划分 

输入：U ／P— UEP ，属性集合 Q(PcQ，若 P—D，则 U ／P： 
EP．m 一0 

U0)／／U ／P只保留0一粗等价类，是一个 Hash 

输出：UG／Q 

1．创建一个 hashH，U 一U0／P 

2．依次对V EP U 执行以下操作／／遍历 P的 O一粗等价类 

2．1．T— Q—P，为 EP初始化一个 hash H ／／用 Q—P对 P的粗等 

价类进行增量划分 

2．2．对V e∈Ee，执行下列操作 

2．2．1．令 key=T(e)，在 H 中查找 

2．2．2．若 H 中无对应 key 

2．2．2．1．创建 hT，令 hT．key T(e)，hT．dec= e．dec 

2．2．2．2．若 e．cons—true，则 hT．cons一1，否则 hT．cons一一1 

2．2．3．若 H 中已存在对应 key 

2．2．3．1．获取对应 hT，若 hT．cons一1&＆ e．cons—true&＆ 

hT．cons．dec= e．dec，转步骤 2．2 

2．2．3．2．否则，若 hT．∞ns—一1 8L&B o0ns—falSe，转步骤 2．2 

2．2．3．3．否则令 hT．cons一0，hT．dec=‘／’ 

2．3．遍历 H ，把 H 中的粗等价类放人 H中 

3．返回H 

算法中 Hash表的子项的cOnS和 Count的含义如前面定义。 
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算法 3实质上是根据上面多个定理和式 (5)对 O一粗等价类进 

行增量划分，时 间复杂度为 I UE尸 J，大多数情况下 
EP ∞琊=O 

f E f《lU／Cf，执行 put和 f方式 的是时间复杂度为 
E ∞m = O 

0(1keyI)，故 2．2．2和 2．2．3的时间复杂度为O(1Q—P1)， 

算法的时间复杂度为 0(1Q—Pl l UE 1)，最差情况下为 
￡ ∞ = O 

0(1Q—Pl lU／C1)。 

6．2 渐增式求核算法 

基于前面多个定理和剪枝策略，给出粗等价类下双向剪 

枝多次 Hash求核算法。 

算法 4 粗等价类下双向剪枝多次 Hash求核算法 

输入：sG一(Uo，ct．3D，V，f) 

输出：Core(C) 

1．初始化 NC—O，C 一C 

2．对V aj∈C 执行以下操作 

2．1．对V aj∈C—a 执行以下操作 

2．1．1．U 一UG，调用算法 3(U ，aj)，获取属性 aj对 u。划分所 

得到的粗等价类的 HashU ／{ai)，U 一 U ／{aj) 

2．1．2．将 U 的粗等价类中所有 cons 1和 cons 一1从 U0中 

删除／／横向剪枝 

2．1．3．若 U 一D，则C =C --NC／／纵向剪枝，转步骤 2 

2．1．4．否则若 U ≠D，则跳转步骤 2 

3．返回 Core(C)一C 

现有求核算法一般采用经典方法，每次忽略一个属性 a， 

然后对 C一{a}求正区域，通过 PQ (D)≠POSc }(D)判断 

属性 a为核属性，此类求核算法的时间复杂度为 lCl lUl。 

本文算法中使用双向剪枝策略， 仅保留 O一粗等价类。步骤 

2．1．2删除搜索空间，即 1一等价类。每增加一个属性后，缩减 

的空间依次为 一J U I+l U霹 l， z—lUG I— 一 
E 一 一 一 l 

I UEf l，当搜索到第 aj个属性时，若 一D，则停止本次计 
￡f． m=一1 

算。步骤2总共执行了lC—NC1次，其中NC的数量不确定， 

与属性次序相关，最坏情况即IRed(C)l— l CI时执行 l C1次， 

其中R (C)是某一个约简，最理想的情况下为 lR (C)1次。 

步骤 2．1总共执行 次， 不确定，最理想情况下执行 lRed 

(C)1次，最坏情况下执行了ICl一1次。步骤 2．1．1对缩减后 

的U。进行计算，其时间复杂度为lu0一 n 一 z⋯一％1，最 

佳情况下为I己7G一 1一 ，z2⋯一nlP,~d T{，步骤 2．1．1每次计算 

的属性只有 1个 ，由算法 3分析中的lkeyl=1，得到最坏时间 

复杂度为 0(1U 【)，最理想的情况下 ：0( )一lRed(C)l lu。 

一 一 ⋯一 I l 1《 lRed(C)1 lU／CI< lC1 I U／C1，在最 

坏的情况下等于lCI IU／Cl。绝大部分情况下，横向剪枝策 

略生效，使遍历的实体数减少。当决策系统有核时，最理想的 

情况是 Core=Red(C)，而只要 lR (C)l< ICl，无论决策系 

统是否存在核，纵向剪枝策略生效 ，使遍历属性数减少。 

6．3 数值算例 

下面所述为判断表 2中的n 是否为核属性的过程 ，如图 

1所示 。 

步骤 1 首先忽略属性a ，使用算法 3，用A1={nz)对 

Ua进行划分得到粗等价类 E 和 E2，U，一 UEAt，由于 E，． 
E fIJm 一0 

c0 s—E2．cons~0， 一U。。 

步骤2 使用算法3，用Az—A 一n3(Az一{n2，船})对U 

的 E-和 E2进行划分，得到粗等价类 E E z，Ez ，Ezz。其中 

E E2 ，E2z符合横向剪枝条件，U，一{E z}。 

步骤 3 使用算法 3，用 A3～A2一a4(A2一{a2，口3，n4}) 

对 的E 划分 ，得到粗等价类 E 。。和 E。 ，其全部符合横向 

剪枝条件。此时 一D，算法结束。可以判断 口 Core(C)， 

as Core(C)。通过一次计算，根据定理 9计算得到 2个非核 

属性．。此时可以执行纵向剪枝策略，C=C--{a ，a )。 

横向剪枝 横向剪技 

10-粗等价类I= 对a5纵向剪枝 

图 1 数值算例 

l 
步骤1 

I 

I 
步骤2 

l 
l 

步骤3 

步骤4 

I 

7 实验与结果分析 

本文使用UCI中的2O个决策表及海量和超高维数据集 

进行验证，用本文算法与文献1-14—16，z5l中的求核算法在求 

等价类、遍历属性和实体次数以及求核时间上进行对比，计算 

时间取多次运行的平均值。需要说明的是文献]-143的约简算 

法中并无求核算法，为了比较基于 Hash方法的效率，在文献 

1-143的基于全局等价类计算的思想基础上，按经典求核思路， 

采用每次忽略一个属性从而判断核属性的方法设计 EHash 

求核算法。实验环境为 PC(Intel i7，4核，2．4GHz，4GB内 

存，Win7)，使用 Java实现所有算法。所使用的 UCI的决策 

表如表 4所列，后续使用表中的 SID来表示某个决策表。决 

策表中包含了连续与离散数据，由于离散化方法对约简结果 

有很大影响，因此本文使用如下方法：某个数值对应一个编 

码，因此可最大程度保留原决策表的决策能力。 

表 4 用于实验的UCI决策表 
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7．1 等价类算法实验及分析 

(1)在 UCI决策表上实验 

各等价类算法对表 4中决策表求全局等价类的计算时 

间如表5所列，由于文献E14]、文献E253算法与本文的等价类 

算法方法均基于 Hash，在计算时间上几乎没有差别，使用” 

Hash”代表此类等价类算法。文献E15]和文献El6]算法均使 

用分布基数排序的等价类算法，用“基”表示此类算法。 

表 5 各算法求等价类时间比较(ms) 

从表 5可见，在大部分决策表上，Hash方法的性能优于 

基数排序求等价类方法，当决策表实体数与属性个数均较小 

时，两类方法在效率上无明显差异；但 当决策属性个数较多 

时，如属性个数大于 2O时，除个别决策表外，Hash方法的优 

势较为明显。分布基数排序法的时间复杂度为 O(JC J lU1)， 

但对每个属性均要遍历l U f一次，且每个属性每个实体均要 

进行多次属性值 比较，完成排序后每个实体需按 l Cf个属性 

对比一次，求全局等价类算法需要访问论域 l C I+1次。 

Hash方法对每个实体的ICI一1个属性求 key，时间复杂度为 

(JCf一1)lUl，然后遍历一次论域，求全局等价类仅需遍历论 

域两次。因此，在求等价类算法上，Hash的实际运算效率优 

于基数排序方法。 

(2)海量数据和超高维数据集实验 

UCI决策表实验中，在数据量较大的决策表上，Hash方 

法和基数排序方法没有明显区别，但不能断言两类方法在海 

量决策表上的性能相近。下面使用 KDDCup海量数据集和 

超高维数据集进行实验 ，所使用的数据集如表 6所列。 

表 6 海量数据和超高维决策表 

各算法在海量和超高维决策表上的求等价类时间比较如 

表 7所列。Hash方法具有较为明显的优势，优于基数方法近 

5倍，在超高维数据集上优于基数方法 1O倍以上。实验数据 

表明，基于 Hash的求等价类方法，无论在属性多或少及实体 

数量多或少的数据集上，均具有较好的性能 

表 7 各算法求等价类的时间比较(ms) 

! 查塾 奎堕[ 壅堕 奎堕 查奎 垦 
21 2352 10904 10211 1415 1452 Hash 

22 4124 21554 20884 4475 4372 Hash 

23 6622 31034 31947 6203 6045 Hash 

24 9673 43434 44128 9461 9811 Hash 

25 1】4 1835 1849 11 6 109 Hash 

注：由于在海量数据和超高数据上各算法运行时间较长，小数点后两 

位小数影响较小，鉴于篇幅有限，表 7运行时间取整表示。 

7．2 求核算法实验及分析 

(1)剪枝策略验证实验 

为深入分析各算法的性能，本实验对本文提出的剪枝策 

略进行验证，方法如下：对比各算法在求核过程中遍历属性和 

实体的数量，每次实验均随机改变属性的次序。在 credit决 

策表上的 1O次计算结果如表 8所列。除本文算法外，其他算 

法均是经典求核思路，需要遍历所有属性，均为 15个属性。 

在遍历实体数量上，文献[151的算法验证每个属性时均需要 

遍历 JUI一次，因此遍历的实体总数为 l CI(I Cl一1)I Ul= 

144900，文献El4]和文献[16]算法对决策表进行压缩，但由于 

压缩后的实体数等于原始实体数，因此实体数也为 144900， 

文献E253算法采用了停止搜索策略，一旦搜索到产生导致 

全局等价类冲突的实体，即停止当前计算，因此遍历实体 

次数较少，文献E253算法遍历实体次数依赖于实体顺序， 

因此仅改变属性 次序情 况下 ，遍历实 体数不 改变 ，均为 

139874。本文算法在 credit上 的绝大部分计算 中均可求得 

多个非核属性，通过双向剪枝策略，所需要遍历的实体数和属 

性数均大大缩减。 

表 8 各算法在credit决策表上遍历次数比较 

为进一步说明各算法的差异 ，定义下面两个指标。 显然，AP和UP的取值范围均为(0，1]。AP表示在求 

AP一平均遍历属性个数／l Cl (6) 核过程中遍历属性的平均次数与l Cl的比值 ，UP表示遍历的 

UP一平均遍历实体数／l论域I (7) 平均实体数与论域大小的比值。AP和uP具有相同性质：值 



第 1期 赵 洁，等：粗等价粒度下基于多种加速策略的增量式求核算法 233 

越小则算法遍历的属性和实体数越少 ，效率越高。算法中若 

使用原始决策系统，则 l论域 f— lUl；若使用基于全局等价类 

的决策系统，则1论域 1一Iu／cI。各算法在随机抽取的多个 

UCI决策表上的遍历指标如表 9所列。文献[-14—16]算法所 

有 AP和UP均为 1，和相应的时问复杂度lCl l(1CI一1)lUl 

或者lCI l(1Cl--1)lU／C1吻合。文献[25]算法使用停止搜索 

策略使实体访问数至少降低 5 左右，最多可减少 3O％，但对 

于无核决策表如 18一mushroom，则无法缩减计算域。本文算 

法使用双向剪枝，遍历的属性和实体数大大减少，平均遍历的 

属性数最多减少 55 ，平均遍历实体数最多可减少 9O％。从 

决策表 18一mushroom可验证，即使决策表无核，本算法的双 

向剪枝策略仍生效 ，无需遍历全部属性和论域 ，一次可计算出 

多个非核属性。 

表 9 各算法在多个决策表遍历指标比较(AP和UP越小，算法效率越高) 

(2)UCI决策表实验 

各算法在 UCI决策表上的求核时间如表 10所列。若计 

算机时间相差在 lOms以内，则视为相等。在大部分情况下， 

文献E153与文献1-16~算法效率接近，两者方法的最大差别在 

于文献F16-1使用了基于全局等价类的压缩决策系统，但大部 

分 UCI中的决策表可压缩空间不大，因此文献[16]算法在 

UCI决策表上并未显示出较明显优势。而决策系统是否可压 

缩取决于数据本身具有不可预测性。但可合理估计，当决策 

表的压缩程度越高，EHash、文献[-16~算法和本文算法的效率 

越高。数据压缩比1 CI／IUl和文献1-153与文献r-16~的比值 

折线图如图 2所示。 

J z 4 5 6 T 5 lIJll lz 王4 博  J{’挪  

决策集ID 

图2 数据压缩比与算法效率关系图 

在决策表 1O，12，19上 ，数据压缩程度较高，其中决策表 

1o压缩程度最高，同时文献F15，163算法在此类决策表上的 

效率差别较大，其中在决策表 1O上最为明显，图 2中数据特 

征验证了上述分析，数据压缩程度越高，基于数据压缩策略的 

算法效率越高。 

在大部分决策表上，EHash算法优于文献[16]。由于使 

用停止搜索策略，文献[25]算法具有较佳性能，遍历的实体数 

量少于文献El5，16]等算法，与 EHash算法效率接近，但整体 

效率稍低于刘算法，在大部分情况下不如本文算法，尤其在无 

核决策系统上。在决策表 1，9，11，13，16，18上，本文效率 比 

较显著地优于其他算法，进而说明本文算法适用于多实体(> 

8O0O)和高维度决策表(>1O0)，说明本文的纵向剪枝策略的 

有效性。在绝大部分决策表上，本文算法、EHash算法和文 

献Ez53算法效率相近，说明基于 Hash的求核算法适用于维 

度较高(>20)的算法，本文整体上优于 EHash和文献[25] 

算法。由于采用了增量式计算和双向剪枝策略，在大多数 

情况下 ，包括在决策系统无核情况下，本文算法均具较佳 

性能。 

表 1O 各算法求核时间比较(ms) 

N。 EHas 矗器 舌器 奁 本文 最快算法 
378．35 8862．60 8844．75 538 1．9O 本文 

2．55 36．25 34．95 7．7O 2．1O 本文，EHash，文献[25] 

3．50 156．65 158．30 8．2O 0．10 本文，EHash，文献[25] 

7．95 476．25 474．65 26．30 0．45 本文，EHash 

4．60 9．4O 1O．50 4．30 5．80 ／ 

3．25 43．55 4O．85 5．80 2．4O 本文，EHash，文献[25] 

5．85 46．90 44．45 11 5．45 本文，EHash，文献[25] 

7．55 82．9o 82．8O 14 3．40 本文，EHash，文献[25] 

1151．70 1739．20 1888．00 1828．60 708．70 本 文 

3l_25 8O．05 276．45 40．80 58．70 本文，EHash，文献[25] 

3248．35 905．55 927．50 2980．30 492．25 本 文 

0．10 0．55 0．75 0．3O 0．40 ／ 

583．4O 1638．00 1648．85 991．40 211．30 本文 

5．250 31．10 31．50 8．40 0．35 本文，EHash，文献[25] 

25．55 8．7 9．0 30 5．0 本文，文献[16]，文献[15] 

68．3 1507．05 1488．6 94．2 11．05 本 文 

0．4 14．25 14．25 1 0．35 本文，EHash，文献[25] 

362．35 661．7 667．9 673．7 115．6 本 文 

0．4 1．05 2．15 1．8 1．0 ／ 

17．05 122．4 125．3 25．9 10．95 本文，EHash，文献Ez53 

(3)海量数据和超高维数据实验 

在海量和超高维数据上各求核算法的运算时间如表 11 

所列。 

表 11 海量数据和超高维各算法求核时间比较(ms) 

No EHash 文献[16] 文献[15] 文献[25] 本文 最快算法 

21 21752 378573 474881 10915 18814 文献Ez53 

22 48194 632978 1020473 43167 40994 本文 

23 52785 765630 1612256 52823 50233 本文 

24 62169 793379 1801586 57192 53589 本文 

25 78053 1510889 2816022 455989 53635 本文 

注：由于在海量数据和超高数据上各算法运行时间较长，小数点后两 

位小数影响很小，因篇幅有限，运行时间取整表示。 

由于使用全局等价类计算，相对比文献[15]算法，文献 

[16]算法的性能具有较为明显的优势，计算时间约为文献 

[15]算法的50 ，文献[16]算法的运算时间是 EHash的10 

倍以上，在超高维数据上则为近 2O倍。EHash方法在速度上 

明显优于文献[16]算法，但需要遍历全部的属性和数据量为 

lC『(1Cl一1)IU／C『的实体数，因此在计算时间上劣于文献 

Ez53算法，文献[25]算法采用了停止搜索策略，不需要遍历全 

部实体，因此在海量数据集上的效率优于 EHash、文献[16] 

和文献[-15~算法。但在超高维数据集上，EHash效率较大幅 

2 3 4 5 6 7 8 9 u H M " 

帖 0 

摹茁 
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度地优于文献E253算法。本文算法可一次求得多个非核属 

性 ，并采用双向剪枝策略，因此在大部分情况下均优于其他算 

法，数据量越大优势越明显。在超高维数据上，本文算法亦显 

示出明显优势，计算时间大大少于其他算法。 

结束语 本文提出一种全新的渐增式求核算法。首先以 

全局等价类为基本计算粒度，并提出粗等价类概念以及多个 

定理来证明在粗等价类下的求核与约简等价于原始决策系统 

的求核与约简，使计算空间从 I Ul下降到I v／cl，然后深入研 

究粗等价类的性质与核／非核属性的内在联系，设计基于 O一粗 

等价类的判断核属性的等价方法和渐增式求核方法，把求核 

过程分解成更小粒度的计算，从而提出双向剪枝策略，其可在 

每次渐增计算 中通过横向剪枝删减实体，通过纵向剪枝减少 

所需要遍历的属性，不断缩减计算域，从而给出高效求核算 

法。通过 UCI中 2O个决策表、KDDCup海量数据集和超高 

维数据集，从等价类算法、求核过程中遍历属性和实体的次 

数、求核时间等多个方面对本文提出的多种策略与多个算法 

进行对比和验证，本文算法在大多数情况下，无论是属性多或 

少，实体数多或少 ，均具有较好的性能，即使在决策表无核的 

情况下，剪枝策略仍然生效，无需遍历全部属性和全部实体， 

具有良好的适应性。本文算法可作为新型约简算法和优化算 

法的基础，这也是下一步将进行的研究工作。 
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