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基于带权稀疏表示和字典学习的图像去噪模型

孙少超

（公安海警学院　宁波３１５８０１）
　
摘　要　利用ＧＭＭ模型对自然图像块进行学习，对高斯分量的协方差矩阵做ＰＣＡ，用其特征向量组成的矩阵作为

子字典，用特征值的大小作为对稀疏系数加权的依据，并将该模型应用到ＣＳＲ模型中得到一种新的去噪模型，并给出

模型的优化算法。为了验证提出的模型的有效性，设计了比较的仿真实验，实验表明与一些先进的模型相比，该方法

具有优势。
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１　引言

图像去噪作为低层视觉中的经典问题被广泛研究，各种

图像去噪方法在过去几十年里不断被提出，包括基于滤波的

方法［１］、基于混合的方法［２］、基于全变分的方法［３］、基于小波

和曲波的方法［４］、基于稀疏表达的方法［５］和基于非局部自相

似性的方法［６］等。

图像建模在图像去噪中发挥着核心作用。通过建立小波

变换系数的拉普拉斯分布的模型，采用多小波阈值去噪的方

法，例如经典的软阈值［７］。ＣＨＡＮＧ等人［８］建立了小波变换

系数的广义高斯分布模型，并提出了贝叶斯收缩算法。考虑

到跨尺度的小波系数的相关性，文献［９］提出了使用高斯尺度

混合建立的图像模型，达到了很好的去噪效果。自然图像梯

度具有重尾分布［１０］和基于全变分（ＴＶ）的方法［１１，１２］，实际是

假设拉普拉斯分布图像梯度的图像去噪，这已经被广泛接受。

最近，文献［１３］提出了ＣＳＦ来进行有效的图像去噪。

非局部自相似性（ＮＳＳ）先验是图像恢复中最为成功的先

验。非局部均值［１４］和非局部正规化［１５］的方法相比于传统的

基于局部自相似性的方法极大地提高了图像去噪效果。

Ｄａｂｏｖ等人［１６］构建了三维立体的非局部相似性小块，并且在

稀疏的三维变换域进行协同过滤，ＢＭ３Ｄ算法已经成为图像

去噪的基准；Ｍａｉｒａｌ等人［１７］提出了ＬＳＳＣ算法，通过组合稀

疏编码来恢复ＮＳＳ；ＮＳＰ［１８］的方法中认为ＮＳＳ小块组成的矩

阵奇异值服从拉普拉斯分布；Ｄｏｎｇ等人［５］把 ＮＳＳ和局部稀

疏编码集成到ＮＣＳＲ框架中，这个框架显示出了强大的图像

复原能力。本文将基于ＧＭＭ的字典学习算法引入到图像去

噪的ＳＣＲ［１９］模型中，不仅提高了模型的求解能力，而且增强

了模型的性能。

２　基于混合高斯模型的字典学习

非局部自相似性在图像恢复领域发挥着重要的作用，因

此本文采用的字典针对非局部自相似的图像块组进行学习。

２．１　数据预处理

对于一个给定的尺寸为Ｐ＊Ｐ的图像块，可以在整个图

像中找出Ｍ 个与它相似的非局部图像块。通常把欧氏距离

接近的图像块看成相似的。这 Ｍ 个相似的图像块组成一个

图像块组，用｛ｘｍ｝Ｍｍ＝１表示，其中ｘｍ∈Ｒｐ
２，块组的均值用μ表

示：

μ＝
１
Ｍ ∑

Ｍ

ｍ＝１
ｘｍ （１）

对输入图像块减去均值，可以得到新的图像块ｘ
－
ｍ＝ｘｍ－

μ，文献［２１］认为采用这种处理使相似图像块组更稀疏。

２．２　基于ＧＭＭ的字典学习

将图像块进行上面的预处理之后，采用ＧＭＭ 方法对图

像块进行训练。

可以假设自然图像块源于一个Ｋ 维子空间的潜在结构，

所以一个给定的图像块ｘｉ的概率可以被定义为Ｋ 个高斯的

加权和，如式（２）所示：

·８０２·



ｐ（ｘｉ｜Θ）＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ωｋｐｋ（（ｘｉ｜θｋ）） （２）

其中，Θ＝（ω１，…，ωｋ，θ１，…，θＫ）是一组参数且∑
Ｋ

ｋ＝１
ωｋ＝１。注

意，每一个θＫ 描述了平均值为μｋ、协方差矩阵为Σｋ 的高斯密

度函数ｐｋ，且ｐｋ（ｘｉ｜θＫ）＝ｃ＊ｅｘｐ（１２
（χｉ－μｋ）

Ｔ∑
－１

ｋ
（χｉ－μｋ））。

参数Θ可以由最大似然估计确定，通常利用的是期望最大化
（ＥＭ）算法。

引入类标签变量Ｃ∈｛１，２，…，Ｋ｝。对于每一块ｘｉ，采用

ＧＭＭ学习的概率密度函数ＰＤＦ来判断ｘｉ 属于哪一类Ｃｉ，

式（３）表示属于第ｋ类的概率：

ｐ（ｋ｜ｘｉ；Θ）＝ ωｋｐｋ
（ｘｉ｜θｋ）

∑
Ｋ

ｊ＝１
ωｊｐｊ（ｘｉ｜θｊ）

，ｋ＝１，…，Ｋ （３）

根据式（３）找出其中的最大值赋值给Ｃｉ，每一类对应的
协方差矩阵为Σｋ，对其进行奇异值分解（如式（４））得到相应

的子字典为Ｄｋ，即把全局字典Ｄ分成Ｋ 个子字典，Ｄ＝［Ｄ１，

Ｄ２，…，ＤＫ］。

Σｋ＝Ｄｋ∧ＤＴｋ （４）

上述字典将用于下面提出的去噪模型中，采用这种字典
基于以下两点考虑：１）上述的字典对应的特征值可以用来对
稀疏系数进行加权；２）因为得到的字典矩阵是酉矩阵，所以上
述字典有助于去噪模型的求解。

３　结合ＧＭＭ模型的稀疏表示去噪模型

把第２节学到的字典应用到图像去噪模型中，并且假设

稀疏系数的先验分布为拉普拉斯分布，且标准差与对应的λｉ
成反比，可以得到稀疏系数的先验概率为：

Ｐ（α）＝∏
ｐ２

ｉ＝１

ｃ
槡２λｉ
ｅｘｐ（－

ｃ槡２｜αｉ｜
λｉ

） （５）

将上面的字典和带权的先验Ｐ（α）代入到文献［１９］提出
的ＣＳＲ模型中，可以得到新的模型：

αｘｉ＝ａｒｇ　ｍｉｎα
｛１
２‖ｘｉ－Ｄｉα‖

２
２＋ｗ‖α‖１＋γ‖α－α

－
ｘｉ‖ｌｐ｝

（６）

其中，ｘｉ为用２．１节所提方法处理过的图像块向量，Ｄｉ 为根
据式（４）计算给出该图像块分配的字典，γ为权衡常数，Ｗ 为
稀疏系数权重，如式（７）所示：

ｗｊ＝Ｃ＊ 槡２　２σ２／（λｉ＋ε） （７）

其中，为了防止分母为零，ε一般取一个很小的数，σ２ 为噪声

图像的方差，α
－
ｘ 为相似块系数的带权平均，如式（８）所示：

α
－
ｘ＝ ∑

ｊ∈Ｃｉ
ωｉ，ｊαｉ，ｊ （８）

其中，Ｃｉ表示与图像块ｘｉ相似的图像块组成的集合，αｉ，ｊ表示
与图像块ｘｉ 相似的图像块ｘｊ 对应的稀疏。ωｉ，ｊ表示权重，

为：

ωｉ，ｊ＝ｅｘｐ（－‖ｘ
∧

ｉ－ｘ
∧

ｉ，ｊ‖２２／ｈ）／Ｗ （９）

其中，ｈ是尺度常数，Ｗ 为归一化常数。

关于模型（６）的求解，因为Ｄｉ 为酉矩阵，令α０＝Ｄｉｘｉ，并
且为了求解方便令ｌｐ＝１，可以改写模型（６）为：

αｘｉ＝ａｒｇ　ｍｉｎα
｛１
２‖α０－α‖

２
２＋Ｗ‖α‖１＋γ‖α－α

－
ｘｉ‖ｌｐ｝

（１０）

其中

ａ（ｉ＋１）ｊ ＝
ｓｗｊ，γ，α

－
ｘｉ
（α（ｉ）０ ）， α

－
ｘｉ≥０

－ｓｗｊ，γ，－α
－
ｘｉ
（－α（ｉ）０ ）， α

－
ｘｉ＜

烅
烄

烆 ０
（１１）

其中Ｓτ１，τ２，ｂ（ｔ）用公式表示如下：

Ｓτ１，τ２，ｂ（ｔ）＝

ｔ＋τ１＋τ２，ｔ＜－τ１－τ２
０， －τ１－τ２≤ｔ≤τ１－τ２
ｔ－τ１＋τ２，τ１－τ２＜ｔ＜τ１－τ２＋ｂ

ｂ， τ１－τ２＋ｂ≤ｔ≤τ１＋τ２＋ｂ

ｔ－τ１－τ２，ｔ＞τ１＋τ２＋

烅

烄

烆 ｂ

（１２）

该方法的详细过程描述见算法１。

算法１　
１．选定Ｋ，用ＧＭＭ方法对经过２．１节方法处理过的自然无噪声的图

像块进行训练，得到参数Θ；

２．选定参数ｃ，γ，δ，Ｌ，输入噪声图像Ｙ，采用２．１节方法处理得到很

多图像块ｙｉ，初始化ｘ
（０）
ｉ ＝ｙｉ，ｙ

（０）
＝ ｙｉ，噪声方差σ２ｎ，对ｘ

（０）
ｉ 根据式

（３）分配字典Ｄｉ，α
（０）
０ ＝Ｄｉｙ

（０）
ｉ ，为了书写方便，后面省略下标；

３．ｋ＝１：Ｌ，执行

４．ｙ
（ｋ）＝ｘ

∧
（ｋ－１）＋δ（ｙ－ｙ

∧（ｋ－１））；

５．对ｙ（ｋ）每一小块ｙｊ根据式（３）计算Ｃｉ

令α
（ｋ）
０ ＝Ｄｉｙｉ，寻找相似分块集合Ｙｊ；

根据式（７）计算ｗ（ｋ）ｊ ；

根据式（８）计算α
－ｋ
ｘ；

根据式（１１）求得α
（ｋ）
ｉ

６．根据α
（ｋ）
ｉ 整合得出估计图像ｘ

∧（ｋ），返回步骤３。

４　仿真实验

为了验证上面提出算法的有效性，本文将算法应用到实

际的例 子 中，并 将 所 提 算 法 跟 其 他 经 典 的 算 法 （包 括

ＢＭ３Ｄ［１６］，ＬＳＳＣ［１７］，ＷＮＮＭ［２０］）作比较。本文训练ＧＭＭ 模

型的样本来自Ｂｅｒｋｅｌｅｙ数据集，从这些图像中提取了２＊１０６

个图像块。图像块的尺寸和很多文献一样设置为８×８，９×９
和１０×１０，分别针对σ≤４０，４０＜σ≤６０和σ＞６０。

表１　不同算法的ＰＳＮＲ（ｄｂ）比较（σ＝３０）

图像名
σ＝３０

ＢＭ３Ｄ ＬＳＳＣ　 ＷＮＮＭ　 Ｏｕｒｓ
Ｃ．ｍａｎ　 ２８．６２　 ２８．６３　 ２８．７９　 ２８．８３
ｈｏｕｓｅ　 ３２．０３　 ３２．４１　 ３２．４９　 ３２．１６
Ｐａｒｒｏｔ　 ２８．０４　 ２７．９１　 ２８．３３　 ２８．３５
Ｐｅｐｐｅｒｓ　 ２９．３０　 ２９．１６　 ２９．４９　 ２９．６１

表２　不同算法的ＰＳＮＲ（ｄｂ）比较（σ＝５０）

图像名
σ＝５０

ＢＭ３Ｄ ＬＳＳＣ　 ＷＮＮＭ　 Ｏｕｒｓ
Ｃ．ｍａｎ　 ２６．１０　 ２６．３５　 ２６．４２　 ２６．６６
ｈｏｕｓｅ　 ２９．６９　 ３０．０１　 ３０．３１　 ３０．０１
Ｐａｒｒｏｔ　 ２５．６１　 ２５．８１　 ２６．０７　 ２６．１３
Ｐｅｐｐｅｒｓ　 ２６．６５　 ２６．７８　 ２６．９５　 ２７．０６

表３　不同算法的ＰＳＮＲ（ｄｂ）比较（σ＝１００）

图像名
σ＝１００

ＢＭ３Ｄ ＬＳＳＣ　 ＷＮＮＭ　 Ｏｕｒｓ
Ｃ．ｍａｎ　 ２３．０７　 ２３．１５　 ２３．３５　 ２３．４９
ｈｏｕｓｅ　 ２５．５１　 ２５．７１　 ２６．７９　 ２５．９４
Ｐａｒｒｏｔ　 ２２．６１　 ２２．７４　 ２３．１９　 ２３．２１
Ｐｅｐｐｅｒｓ　 ２３．３１　 ２３．０２　 ２３．４４　 ２３．６８

　　　 （下转第２３６页）
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实验结果如表１－表３所列，对于Ｐｅｐｐｅｒ图片，图１给出

了所提算法在不同噪声下的去噪效果。从实验结果可以看

出，算法相对其他算法有优势，尤其在大噪声的情况下。

图１　所提算法在不同噪声下的去噪效果

结束语　本文对传统的基于稀疏表示的图像去噪模型进

行改进，将非局部自相似性和稀疏系数的权重融入到稀疏表

示模型中，提出了一种新的图像去噪模型，并给出该模型的优

化算法。仿真结果表明，所提模型在很多情况下较其他一些

先进的模型具有优势。
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