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基于闭算子的属性约简 

刘 静 米据生 

(河北师范大学数学与信息科学学院 石家庄 050016) 

摘 要 对于协调的信息系统，定义了其条件属性集的幂集上的两个闭算子 C(R)与 C(r)，讨论 了相应闭集族的性 

质，并证明了它们与不可辨识属性集族之间的关系。提 出属性约简的一种新方法，给出 Cr—CR的充要条件，并证明 

所定义的属性约简与文献[4，7]中约简的等价性。 
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Attribute Reduction Based Oil Closure Operators 
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Abstract For a consistent information system，the definitions of two closure operators C(R)and C(r)on the power set 

of conditional attribute set were first defined respectively，and then the properties of two closed set families C and CR 

were also discussed．The relationships among Cr，CR and the set of all discernibility attribute sets Q were examined，from 

which we provided a simple method to attribute reduction in consistent decision table defined in reference Eft]．Mean— 

while，the sufficient and necessary condition of C = was proved．Finally，we proved that under condition — ，the 

proposed method is equivalent to those in references[4]and[7]． 
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1 引言 在一定条件下简化了信息系统的知识发现。 

属性约简是知识发现的一个重要研究课题[1。]。所谓属 

性约简，就是在保持知识库分类能力不变的条件下，删除其中 

不相关或不重要的属性，由剩余属性确定的知识与全体属性 

确定的知识是相同的。通过约简，可以使信息系统的知识表 

示更加简洁，使隐藏的知识更加清晰。因此 ，国内外许多学者 

对多种信息系统的约简进行了研究，如近似约简、分布约简、 

分配约简、最大分布约简、口约简、相似关系下的约简[4-6]等 

等。这些约简都能通过可辨识属性矩阵与布尔表达式求得。 

这些新的思想为信息系统的知识发现提供了很多有益的思 

路。从另一个角度来讲 ，几乎所有的约简都是通过研究信息 

系统的对象集及其幂集上的等价关系来获得的。1992年，No— 

votny提出了依赖空间的概念[7 ]，在属性集而不是对象集上研 

究等价关系与等价类，使得属性约简在数学意义上更加清晰。 

文献[9，1O]利用其思想研究了信息系统上的属性约简问题。 

本文遵循此思路，在协调信息系统属性集的幂集上定义 

两个闭算子C(R)与c(r)，通过研究相应闭集族C、 的性 

质，得到它们与不可辨识属性集族 Q的关系，同时给出协调 

信息系统属性约简的闭算子方法。最后证明在一定条件下本 

文所定义的约简与文献[4，7]中的约简是等价的。该方法把 

对信息系统的对象集的幂集的研究转移到条件属性集上来， 

2 基本概念 

设(U，A，F，{d}，{gd))为 目标信息系统l_4]，B A，则RB一 

{(zf，乃)∈U×Ul (z )一 (zJ)，Val∈B)， ={(xl，xi) 

EUXUl ( )一 (蜀)}是U上的两个等价关系，从而产生 

U上的两个分划： 

U／RB一{[蕊]B l,72 ∈U} 

U／Rd一{Ix ]d lz ∈U} 

定义 1啪 设(U，A，F，{d}，{ga})为 目标信息系统。若 

-RA ，则称目标信息系统是协调的，否则称为不协调的。 

对于协调 目标信息系统 ，若存在 B A，使得 Re ，且 

对于任意6∈B，有RB--ib} Rd，则称 B是信息系统的一个约 

简。 

定义 2[ 设 A是非空集合，R是 A的幂集 B(A)上的等 

价关系，如果R满足条件：VX，Y，X1，y1∈B(A)，(X，X1)∈R， 

(y，y1)∈R (XUy，X1 U y1)∈R，则称R是B(A)上的一致 

关系。 

3 闭算子与闭集族的性质 

设(U，A，F，{d)，{gd})是协调目标信息系统。定义 

R一{(B，C)∈B(A)×B(A)f．‘RB 三Rd且Rc ”或“RB 
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一 Rc Rd”} 

r一{(6，c)EA×AlRb—R } 

则有如下结果： 

定理 1 r是 A 上的等价关系，R是 B(A)上的一致关 

系 。 

定义 3c 设 A是非空集合，称 C：B(A)一B(A)为闭算 

子，若 C满足以下条件： 

(1)V BEB(A)，B C(B)； 

(2)VB1，B2 EB(A)，B1 B2 C(B1) C(B2)； 

(3)V BEB(A)，C(C(B))一C(B)。 

由R得到B(A)上的一个分划： 

B(A)／R一{EB]R l BOA} 

其中，[B 一{0三AI(B，c)∈R}。 

同样地，由 r得到一个分划 ： 

A／r={Eb] lbEA) 

其中，[ ，一{cEAlR 一Rf)。 

定理 2 定义算子 c(R)：B(A)一B(A)： 

V B A，ccR cB 一{ ， B R’ ： 笔 
则c(R)为B(A)上的闭算子。 

同样地，算子 C(r)：B(A)一B(A)也是 B(A)上的闭算 

子。其中：C(r)(B)一U{El EnB≠D，E∈A／r}，V B％A。 

定理 3 设 VB≠A，则 C(R)(B)一B甘 Vc A，若 P,c— 

RB Rd，则 0三B。 

证明：由以上定义可证。 

记 CR一{BIC(R)(B)一B} 

Cr一{BlC(r)(B)一B} 

则 与C 分别是由闭算子C(R)与 C(r)产生的闭集族 ，且 

以下结论成立。 

定理 4 ， 与A／r有以下性质： 

(1)DEC ，A∈Cr； 

(2) ECR，A∈CR； 

(3)E∈A／r，VbEE，有{b)E[E]R； 

(4)EEA／r，V E1 E，E1 E[EJR； 

(5)A／ 三Cr； 

(6)C 一{UEIE∈A／r)； 

(7)EEA／r，EnB≠D，有 BUEE[B]R； 

(8)记 A一{m，⋯，a }，若 A／r={E1，⋯， )，即 E一 

{a )，则有 Cr—B(A)； 

(9)若 El EA／r，E2 EA／r，A—El UE2，且 R晶 ， 

R ，则 C(R)( )一E1，C(R)(E2)一E2，且此时 C尺= 

Cr。 

证明：(1)一(8)略。 

(9)由定理 3知，要证明 C(R)(E )一E ，只需证明满足 

R 一R E． Rd的任意属性集 C A都是 E 的子集，即 C 

E】。 

假设存在 c ，Rc 一R E_ Rd，但 C1( E1，则 C —E ≠D。 

又A—E1 UE2，所以 C1一E1 E2，从而 Rc 日一R马。故 

Rc1UE】一RE1 u E2 。又 Rcl—RE1 Rd，所 以 Rcl UEl 

R E1。从而 R E1一RA ，矛盾。所以满足 Rc=RE Rd的 

任意属性集 C A都是 El的子集，从而 C(R)(E )一E ，同 

理可证 C(R)(E2)一 。 

下面证明 =Cr，我们设法证明 CR— 一{D，E ，E2， 

A}。先证 C尺一{ ，E ， ，A}。由以上证明过程知 E ，E2∈ 
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。 再由性质(2)得 A，OE 。以下证明 C尺中除此 4个元 

素之外不含其他元素，即除此 4个集合之外，A的任何真子集 

均不属于CR。显然，满足CCE1GA与满足CC A的A 

的两类真子集均不属于 CR。 

下面只需说明由 E 中的部分元素和 E2中的部分元素 

组成的A的任意真子集 C也不属于C 。不妨设 C一{a，b}， 

其中 n E El，b∈E2。由 R㈨一RE 和 R{6}一R岛得 R 6)一 

RE【J ，即Rc—RA。从而 C(R)(c)=A≠C，即 c CR，所以 

CR一{ ，E ，E2，A}。类似地，可以证明 C一(D，E1，E2，A}。 

设(U，A，F，{d}，{g })是协调的 目标信息系统，定义其 

不可 辨 识 属性 矩 阵 力一 (Co) × ，i，J≤ n。其 中 — 

fD， ga(xi)一gd(xj) 
( 【{a

f 

l (z )一 (乃)}， gd(Xi)≠gd(≈) 为 z 与 j的不 

可辨识属性集。为方便起见，我们记不可辨识属性集合的全 

体为 fl={CJ l1≤ ， ≤ )。则有以下性质： 

定理 5 Q 。 

证明：先证 Q ，即对任意 BEQ，有 C(R)(B)一B。 

由于C(R)为闭算子，因此 C(R)(B) B，下面证明C(R)(B) 

B。 

因为 B∈Q，若 B—D，则 C(R)(D)一0。显然 C(R)(B) 

B。若 B≠ ，则存在 32 ，≈ 使 B一 {az E A l (五)： 

( )}，且 ( )≠ga(而)。显然 RB Rd，所以C(R)(B)一C 

(R)({a l (五)一 (xi)})。由VCE[B二lR有RB=RcC／ZR 。 

由(五， )ER日得 (Iz ，∞)ERc。因此 VnEC，有 (z )一 

(Iz，)。于是aEB，即C B。这样U[B]尺 B。从而 c(R) 

(B) B。 

再证 Cr。即对于VB∈ ，有 B∈ 成立。 

若 B∈cR，则 C(R)(B)一B。 

(1)若 B—A，则 BECr。 

(2)若 B≠A，B A，则 C(R)(B)一B≠A。由闭算子 

c(R)的定义知R Ra。则c(R)(B)一U EB]R—B。所以由 

VCE EB]R，有 C B，且 RB—Rc Rd。VEEA／r，当 EnB 

≠ 时，由定理 4的性质(7)可知，EUB∈EB] ，所以 B E 

UB B，从而 眶 B。因此 C(r)(B)=U{E∈A／rlEnB≠0} 
一 U{E∈A／rlE B)C_B。又VbEB， EEA／r，使得bEE， 

故ENB≠0。这样，bE E C(r)(B)，从而 B C(r)(B)。因此 

B—C(r)(B)，即 B∈ 。综上可知 C。 

定理 6 QU{A)=CR。 

例 1 表 1是一个协调的 目标信息系统 (U，A，F，{d}， 

{gd})。 

表 1 

a3 

3 

1 

2 

3 

2 

2 

X1 

X2 

X3 

X4 

X5 

X6 

该目标信息系统的不可辨识属性集由表 2给出。 

表 2 



 

由此可得 n：{ ，{a )，{az))。 

= {D，{口 }，{a2}，A}。 

另外 ，易知 A／r=({a }，{nz))。因此 由定理 4的性质 

(8)可得 Cr—B(A)。 

于是得到 CR C ，且 nU{A}一 。 

4 属性约简的闭算子方法 

一 般来讲， 与c，不同。例如，例 1所给的目标信息系 

统中， 一{D，{吼}，{a2}，A}，Cr—B(A)，显然CR≠C。 

下面给出这两个闭集族相等的充要条件。 

定理 7 CR—Cr∞对于任意的 a， C_A／r且a≠ ，记 B 

— U E ，C— U E ，当B≠C时，有(B，C) R。 

证明：需证明如下逆否命题： 

C尺≠Cr㈢存在 a， A／r，且 a≠ ，记 B— U E ，C— U 
量 ∈口 Ei∈p 

E ，有 B≠C，但(B，C)ER。 

必要性 若 ≠C ，由定理 5可知，存在 B∈C ，但 B 

C尺，即 C(r)(B)一B，C(R)(B)≠B。由于 B∈ ，根据定理 4 

的性质(6)，B可写成 B— U E ，ac~ 4_／r。记 C—C(R)(B)，则 

由于C(R)是闭算子，因此 C(R)(C)一C。所以 CE C旯 C，从 

而c— U E ， ~_A／r。显然 口≠ ，B≠C。但 C—c(R)(B)。 

由c(R)的定义可得c—c(R)(B)一{ ， B] R月RB ~ Ra，若 
R C_R ，则 C=A，Rc—RA R 。若RB R ，则 c—U Es]R。 

VDE~-B]R,RD RB R 。所以Rc R ]R一
。∈ 

。 一  

RB Rd。 

综上可知，(B，C)ER。 

充分性 若存在a，l9CC_A／r，且 a≠ 。 

记B— U E ，C— U E ，且当B≠C时，有(B，c)∈R，则 
E

。 ∈a Ei∈口 

B、CECr。若 RB—Rc Ra，则 RBuc—R日一RC Rd。若 

R 且＆ R ，则 RRUc—RB n＆ 。故 (BUc，B)E 

R，(BUC，C)ER。所以 BC_BUC C(R)(B)，C BUC 

C(R)(C)，也就是 B、C CR，因此 CR≠Cr。 

例 2 考察表 3所列的协调 目标信息系统(U，A，F，{d)， 

{ })。 

表 3 

Xl 

x2 

x3 

x4 

x5 

x6 

容易计算 A／r={{a ，a2)，{∞)}。记 E1一{a1，a2}，E2一 

{口。}。则 A／r的子集共有 4个，分别是 D，{E1}，{ }，A／r。 

满足定理 7的(a， 组合共有 6种： 

(1){ ，{E })。此时 B— ，C—E 。 

(2){D，{ }}。此时 B— ，C—E2。 

(3){D，A／r}。此时 B—D，C—A。 

(4){{E1}，{E2})。此时B=E ，C 。 

(5){{E1)，A／r)。此时 B—E1，C—A。 

(6){{E2)，A r}。此时 B—E2，C—A。 

通过计算 ，以上 6种情形都有(B，C)∈R。 

定理 7的条件成立 ，故在本例中CR：Cr。 

对定理 7进行分析易知，若 CR—C ，则可 以对条件属性 

集 A进行约简。具体方法是 ：在每个 E EA／r中任选一个元 

素，这些元素组成的集合就是A的一个约简。 

定理 8 当 — 时，记A／r={E1，⋯，E )。则 B为A 

的约简㈢B一{e1，⋯，e }，其中 EEi( 一1，⋯，n)。 

证明：(必要性)若 B为A 的约简，则 。所以(A， 

B)∈R。假设 B≠{e “，e }。不妨设 B不含 中的元素， 
"一 1 一 1 

并记 B一{e ，⋯， )。则 Re R ，一 R 一
。O1REi一 

一

1 "一 1 

_l 。因为 ，所以(B，UEi)ER。因此(A，UE)E 
i 1一 1 1 

”一 l "一 1 

R。但 A—UE≠ UE，由定理 7得(A，UE)(壬R，矛盾。所 

以 B一{P1，⋯， )。 

(充分性)若 B一{e ，⋯，en}，则 Re—R 0 一 n R．一 

R  ̂ =RaCRd。假设 B不是 A 的约简，则存在 B1 CCB且 
f 1一 

B ≠B，使 B 为 A的约简。所以 R且 ，且 (B ，A)∈R。 

令B 一 ，⋯， )，则 Re R
， 

n1R 一 01RE~5一 

R ，所以(B ，U E，)∈R，因此(U E，，A)ER。但 U E，≠ 
： 1 J；1 。 J=1 ，一1 

UEi—A，由定理 7得(U E，，A)∈R，矛盾。所以 B为A 的 

约简。 

下面给出协调 目标信息系统(U，A，F，{d}，{gd})的另一 

种属性约简方法。 

定义 4 设(U，A，F，{d)，{gd})为协调的目标信息系统， 

B A。R一{(B，C)∈B(A)×B(A)l‘‘RB Rd且Rc 尺d”或 

“RB—Rc(z=Rd”}。 

称 B为A 的约简当且仅当 B是M 一{D A，D nD≠ ， 

VD∈C尺}的极小元。其中C尺一{DclD∈C尺，D≠A}。 

例 3 (续例 2)在表 3所示的协调 目标信息系统中，由 

例 2得 C尺=Cr一{D，{al，a2}，{a3)，A)，A／r一{{n1，n2)， 

{n。})。记 E 一{a ，a。}，E2一{a。)，则由定理 8知，该 目标信 

息系统的约简为{a ，∞}，{az，铂)。 

文献E73给出了属性约简的另一种形式： 

定义 5E 设(U，A，F，{d}，{gd})为协调 目标信息系统。 

R一{(B，C)EB(A)×B(A)l‘‘RB Rd且Rc Rd”或“RB— 

Rc ”)。则B是A的约简当且仅当B是A所在的R等价 

类 B∈B(A)／R的极小元。 

例 4 (续例 3)应用定义 4和定义 5分别对表 3所示的 

目标信息系统进行约简。 

由例 3得 — 一{ ，{a1，口2)，{n3)，A)，A／r一{{a1， 

a2)，{口3})。 

应用定义 4。由于 ：{{a ，az)，{as}，A}，M一{A，{a ， 

a3}，{n2，a3)}，因此 M 的极小元为{a1，口3)，{a2，n3}，所 以A 

的约简为{a1，n3}，{a2，∞}。 

应用定义 5。因为 B(A)关于R的等价类为{D)，{{a )， 

{a2)，{a1，a2}}，{{口3))，{A，{口1，n3}，{口2，口3}}，而A所在的 

R等价类{A，{a1，n3)，{a2，n3))的极小元为{n1，n3)，{n2，a3)， 

(下转第 265页) 
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酉矩阵都可以作为参与人的策略，本文为了简化运算 ，将参与 

人的策略做了限定。策略矩阵不同，博弈终止态也会不同，从 

而影响收益和最后的聚类精度。所以可以尝试使用其它酉矩 

阵作为参与人的策略 ，以观察结果。 

(3)本文只考虑了两人两策略的最简博弈模型，后续研究 

可以考虑多人 同时参与博弈 的情形 ”]，如 3个邻居 同时参 

与。这样，在量子情形下，每个人的收益都将受到多个邻居的 

影响，博弈的收益矩阵需要重新设计，博弈终止态也将发生变 

化，从而得到不同的聚类结果。 
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故 A的约简为{n ，n。}与{nz，a。)。 

由定义 4和定义 5求得的约简与例 3的结论完全一样。 
一 般地 ，我们有以下定理。 

定理 9 当 CR=Cr时，由定义 1、定义 4和定义 5所定义 

的 3种属性约简等价。 

证明：我们只需证明下面 3个条件等价： 

(1)B一{e1，⋯，e }，ef∈E，E∈A／r(i=1，⋯， )。 

(2)B是A所在的R等价类的极小元。 

(3)B是 M一{D1 A，D1 nD≠O，VD∈CR}的极小元。 

其中CR一{DcID∈CR，D≠A}。 

(1) (2)：若 B一{81，⋯， }，则 RB—R 0
． 

一  R，一 

R 0 E=RA~Rd。所以(A，B)∈R。如果 B不是 A所在的R 

等价类 B∈B(A)／R的极小元，则存在 B B且 Bl≠B，使 

B 为 B 的极小 元。不妨设 B 一{e ⋯，e }。则 R且一 

R
， 】 

—

J n】R 一』nlR 一R 。又RA=-RB1 Rd所以 

(UEo，A)∈R。 
J一 1 

但 UE，≠ UEi—A，这与定理 7矛盾。故 B是A所在的 

R等价类 B∈B(A)／R的极小元。 

(2)∞(1)：若 B是A所在的R等价类 B∈B(A)／R的极 

小元，B一{el，⋯， )，则 RB 一R n =RA。所以(B ，A)∈ 
z三 1 

R，从而 B B1。假设 B≠B ，则 B为 B1的真子集。不妨设 

B一{ ，⋯， }，贝4 Rs—R —R 。 。 N PA(
』 
日 ，B)∈ 

R。又UE ≠ UE，由定理 7知(U ，A) R，所以(B，A) R 

。 这与已知条件矛盾，因此B—B 一{e 一，e }。 

(1) (3)：当 CR—Cr时，CR—Cr一{Dc l DE C，D≠A)， 

而 C一{UE JEEA／r)。于是 B一{e ”， )WB是{D1 Al 

DnE≠0}的极小元 管 B是{DI AlDn Dl≠0，VD∈G， 

D-C0)的极小元 VVB是 M={Dl AlDnE≠D}的极小元。 

结束语 本文另辟新径，对于协调信息系统 ，在其条件属 

性集而非对象集的幂集上定义了两个闭算子 ，讨论了由它们 

所生成的两个闭集族的性质，提出了属性约简的一种新方法。 

给出了C—CR的充要条件，并在此条件下了证明了本文所 

提出的新方法与已有的结论的等价性。利用这些结果，可以 

把对信息系统的对象集的幂集的研究转移到条件属性集上 

来 ，从而在一定条件下简化了信息系统的知识发现。 
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