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基于概念格的非数值型数据聚类稳定性分析 

智慧来 

(河南理工大学计算机科学与技术学院 焦作 454000) 

摘 要 概念稳定性的计算是一个NP_完全问题，且概念稳定性在聚类分析中具有十分重要的意义。概念格自身特 

点决定 了其适合作为概念稳定性分析的工具。为了获得一个形式化的计算概念稳定性的方法，定义了概念的核心对 

象集，并给出了计算核心对象集的方法，进而得到了计算概念稳定性的方法。另外，根据概念格的对偶原理，得到了一 

个计算类标签的方法。最后用例子说明概念稳定性在聚类分析中的应用。 
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Clustering Stability Analysis for Non-numeric Data Based on Concept Lattice 
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Abstract Stable concepts usually represent strong correlation with real world entities and the calculation of concept 

stability，which is proven as an NP-complete problem，plays an important role in clustering analysis．To precisely calcu— 

late concept stability，concept lattice was used as the analysis mode1．At first，the definition of kernel object set as well 

as the way to find the kernel object set of a concept was proposed，and then concept stability was calculated based on 

kernel object set．Meanwhile，the method of calculating kerne1 attribute set of a given concept was derived directly based 

on the principle of duality of concept lattice．At last，an example was given to illustrate the application of concept stability． 
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1 引言 

数据聚类是数据统计与分析中的重要技术，早在 2O世纪 

8O年代就已经在各个领域广泛应用_】]。通过聚类分析，可以 

将共同特征从一群事物中提取出来，并形成反映这些事物共 

同特性的思维单位，亦即概念。这一群事物构成了概念的外 

延，其共同特征构成了概念的内涵。概念稳定性体现了当外 

延或内涵缩小时概念保持不变的可能性。若一个概念的稳定 

性很强，则表明其外延中的对象具有极高的关联性[ 。概念 

稳定性已经在分类树 的建立和简化 中得到应用[ ，并已经 

证明度量一个概念的稳定性是一个 NP-complete问题[5]。在 

本文中，将以非数值型数据为研究对象 ，提出计算概念稳定性 

的方法。 

研究表明数值型对象聚类方法并不适合非数值型对象聚 

类[6,73。在数值型聚类分析中最常用的测距方式是使用曼哈 

顿距离，它相当于每个分量的绝对差值之和。在得到距离值 

之后，对象被联系起来 ，并通过分离和融合构建一个分类结 

构。 

若对象 a和b分别用向量表示为a=(m，az，⋯，a )，6一 

(6 ，bz，⋯， )，则曼哈顿距离的基本形式是： 

(1)d(a，6)=Ia1—61 l+la2—62 l+⋯+la 一bn l 

(2)d(Ⅱ，6)一乱1 Ia1—6l I+ 2 l02一b2{+⋯+ }a 一bn{， 

“1+ “2十 ⋯ 十‰ = 1 

曼哈顿距离的第一种形式不考虑向量中分量间的关系， 

各个分量互不关联且重要性相同。曼哈顿距离的第二种形式 

考虑了分量的权重，即各个分量的重要性。分量加权的方式 

在模糊聚类 、高维度数据聚类 、混合数据类型聚类 中 

频繁使用，计算分量权重的方法也得到了改进。 

曼哈顿距离不考虑分量之间的关系，而实际上各个分量 

往往都不是互相独立的，分量之间存在着大量的一对一或者 

多对一的蕴含关系l_1 。假如用 口，b，C，⋯等小写字母表示分 

量，则分量之间的蕴含关系可以表示为： 

n 6。f— ，⋯ 

nc 6．ac — e，⋯ 

由于采用曼哈顿距离没有考虑到分量之间的蕴含关系， 

距离的计算势必会出现偏差。 

例 1：考虑鱼、蛙、狗 3种动物 ：鱼是生活在水中、能运动 

且有四肢的动物 ；蛙是既能生活在水中又能生活在陆地、能运 

动且有四肢的动物；狗是生活在陆地、能运动、有四肢且能哺 

乳的动物。这里把鱼的腹鳍看作是四肢，表 1中的“生物与 

水”形式背景来源于文献[13]，同样也把鱼的腹鳍看做是四 

肢。 

若采用曼哈顿距离，容易得到 d(鱼，蛙)一d(蛙，狗)，这 

显然和我们的常识不符合(鱼和蛙的相似性远大于蛙和狗的 
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相似性)。 

这是因为在水中、能运动、有四肢、生活在陆地与能哺乳 

这些属性并不是互相独立的，而是存在着蕴含关系，比如对于 

任何一种动物 ： 

如果有四肢 ，则一定蕴含能运动； 

如果能生活在陆地也能生活在水中，则一定蕴含有四肢。 

认知科学中的原型理论是研究分级归类模式的理论，它 

将范畴解释为由一些不同状态元素所构成的集合，并衍生出 

范畴内层级的概念_】 。形式概念分析是研究知识表示的领 

域，与原型理论有许多共同之处，它的核心数据结构概念格是 

对概念以及概念之间关系的描述，由于它便于概念结构的开 

发和讨论，因此在某种意义上它已经变成了～种外部认知的 

手段~13,14]。 

概念格蕴含了对象之间以及属性之间的关联关系l_1引，能 

够克服曼哈顿距离的缺陷。基于上述考虑，本文将利用概念 

格作为度量距离 以及聚类稳定性分析的工具，提出计算聚类 

稳定性的方法，并基于概念格构造对象的分类结构。 

2 概念格的基本概念 

形式背景与形式概念是形式概念分析的两个柱石。下面 

将逐一给出形式概念分析 的基本概念，这些 内容均 出 自于 

Ganter R的著作“Formal Concept Analysis”r1 ，但表述形式 

有所不同。 

定义 1 一个形式背景是一个三元组 K一(G，M，D，G 

和M 是两个集合，IC__GXM是一个二元关系，我们将 G的元 

素称为对象 ，M 的元素称为属性， 表示对象和属性之间的关 

系，glm或(g， )E J表示对象g具有属性m。 

定义2 在形式背景K一(G，M，D中，A三G，定义 A)一{ 

EMlglm，VgEA}(A中对象共同属性的集合)；相应地，B 

M，定义 g(B)一{gEGlglm，VmEB}(具有 B中所有属 

性的对象的集合)。 

定义 3 在形式背景 K=(G，M，J)中，A G，B M，如 

果有 -厂(A)一B，g(B)一A，则称二元组 C一(A，B)是一个概 

念，A是概念C的外延，B是概念 C的内涵，并记 K的全体概 

念为 B(K)。 

定义 4 在形式背景 K：(G，M，I)中，概念 C1=(Al， 

B1)，C2一(A2，B2)E B(K)，定义 cl≤C2∞A1 A2∞B1 

Bz，并称 C2是 C 的父概念 ，C，是 C2的子概念，≤称为概念 

的层次序，B(K)中的所有概念用这种序组成的集合称为概念 

格，记作 L(G，M，J)。 

定义 5 一个形式背景(G，M，D称为净化的，如果任意 

两个满足 厂(g)一，( )的元素 g，hEG都有 g= ，̂而且对偶地 

任意两个满足g(优)一g(”)的元素m，nEM都有m一”。 

定义 6 一个净化的形式背景(G，M，D称为纯化的，如果 

满足对任意一个元素gE G都不存在AC_G使得naEA ，(a)= 

，(g)成立，而且对偶地满足对任意一个元素mEM都不存在 

BGG使得n 6∈Bg(6)一g( )成立。 

根据纯化形式背景的定义可知，表 1中的形式背景不是 

纯化形式背景，因为存在 g(a)一g(6)和 g(口)ng(6)ng(d) 

一g(e)。表 2中的形式背景是一个纯化形式背景。 

表 1 一个非纯化的形式背景 

表 2 一个纯化形式背景 

定义 7 在概念格 L(G，M，D中，如果一个概念具有形式 

(g(厂(g))，，(g))且 gEG，则称(g(，(g))，，(g))是一个对象 

概念，并称(g(厂(g))，厂(g))是对象 g所在的概念 ；若 A∈G 

则称(g(-厂(A))，，(A))是对象集 A所在的概念，若从分类的 

角度则称(g(，(A))，，(A))是类 A所在的概念。 
一 个对象概念的例子：在表2中的形式背景中，存在一个 

概念({1，4)，{a，d})，这个概念是一个对象概念，因为这个概 

念可以表示为(g(-厂(1))，f(1))。 

3 基于概念格的聚类稳定性分析 

在概念格中，每一个概念都对应了一个分类。对于不同 

的类，对象之间的紧密程度不同，类的稳定性也不同。从直观 

上看 ，如果在类中去掉一个或若干个对象后，若这个类保持不 

变，则这个类的稳定性相对较强；反之，这个类的稳定性相对 

较弱。根据这一思路，可以得到概念稳定性的度量公式，见定 

义 8。在原型理论中，一个类的典型对象具有这个类的典型特 

征，受此启发，我们定义了一个概念的核心对象集，见定义 9。 

定义 8[“] 对于概念格 L(G，M，，)中的一个概念 C一 

(A，B)，其稳定性为 s(C)=l{D Al_厂(D)一B}l／2 。 

定义9 对于给定的概念(A，B)，如果对象集合R满足 

厂(R)一B，且对于任意的R CR有 f(R )Df(R)，则称 R是 

概念(A，B)的核心对象集。 

核心对象集是这个概念外延中全体概念的一个代表，它 

具有这个概念的全部属性特征。另外，值得注意的是，与信息 

系统的属性约简类似，一个概念的核心对象集不一定是唯一 

的，可能存在若干个核心对象集。 

定理 1 在纯化形式背景中，对象概念是上确界不可约 

元，上确界不可约元一定是对象概念。 

证明：首先证明在纯化形式背景中对象概念一定是上确 

界不可约元，然后证明上确界不可约元一定是对象概念。 

(1)证明纯化形式背景中对象概念一定是上确界不可约 

元。反证法，假设对象概念(A，B)不是上确界不可约元，即对 

象概念有两个或两个以上的下近邻，其中的两个下近邻记作 

(A ，B )，t为指标集，tE丁。由于(A，B)是对象概念，因此存 

在对象gEA使得，(g)=B。根据概念格基本定理，有B— 

nB (t∈T)，又 因为 f(A )一B (t E T)，则 有 f(g)一 

n，(A)(tE T)，因此 g是可约简的，与纯化形式背景的前提 

矛盾 ，故定理成立。 

(2)证明纯化形式背景中上确界不可约元一定是对象概 

念。反证法，令概念(A，13)是一个上确界不可约元，假设(A， 

B)不是对象概念，则对于其概念外延 中的对象 g ，gz，⋯， 
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glal不存在一个 1，2，⋯，JAl的排列 pl，p2，⋯，PiAl使得 

f(g ) -厂( z) ⋯~f(gPla1)成立，这意味着至少存在两个 

对象g 、g ，使得f(g )~--f(gj)和，(函)Df(g )都不成立，则 

必有 f(g )n，(g7)一厂(A)成立，这意味着(A，B)至少有两个 

子概念，其中一个概念的外延 中包含 g ，另一个概念的外延 

中包含 g，，这显然与上确界不可约元只有一个下近邻矛盾， 

故定理成立。 

值得注意的是，若一个形式背景不是纯化形式背景 ，那么 

对象概念和上确界不可约元没有必然的联系，也就是说此时 

对象概念不一定是上确界不可约元。 

定理 2 若某个概念是一个对象概念，则其核心对象集 

是这个概念的标签对象。 

定理3 若某个概念不是一个对象概念，则它的一个核 

心对象集为任意两个子概念的核心对象集的并集。 

证明：令 P一(A，B)为一个非对象概念，P有子概念 P 一 

(A1，B1)，P2一(A2，B2)，⋯， 一(A ，t3．)，这些子概念的核 

心对象集分别为C ，c2，⋯， ，那么根据概念格的基本定理 

有 A—UA。又 ，(A)一n，(G)，当 ≠ 时，(G)n，( ) 
= J ￡一 l 

nf(A )一，(A)，现在证 明仅等号成立。(反证法)假设 
f— I 

“二=)”成立，令 B 一厂(c_-)n，(G)，那么存在一个概念(g(B )， 

B )使得(A，B)>(g(B )，B )>只(i一1，2，⋯， )，这与(A， 

B)是 P ( 一1，2，⋯， )的父概念矛盾。所以有当 睁 时，， 

(G)n，(CJ)一，(A)，P的一个核心对象集为 C U CJ( ，i， 

J∈1，2，⋯， )，定理成立。 

由定理 3可知，若一个非对象概念有若干子概念，通过任 

意两个子概念核心对象的并集可以得到一个核心对象集。 

概念的核心对象集的递归计算公式： 

(1)若一个概念是对象概念，则其核心对象集是这个概念 

的标签对象； 

(2)若一个概念不是对象概念，则其核心对象集是其任意 

两个子概念核心对象集的并集。 

在概念格上，从其中的最小概念开始层次遍历每一个概 

念，在遍历概念的同时使用上述递归公式就可以得到所有概 

念的核心对象集。 

定理 4 若一个类 C对应的概念为(A，B)，R是概念(A， 

B)唯一的核心对象集，则类C的稳定性为S(c)一2-IRI。 

证明：R是概念(A，B)的核心对象集 ，那么对于任意的R 

R，都有 f(R )一B。R 的取值范围是 ，A]，在这个区间 

里，存在 2l̂ 1个这样的对象集合，根据类的稳定性的定义， 

s(C)一2IAI—IRI／21 1—2一I ，定理成立。 

定理5 若一个类 c对应的概念为(A，B)，并且(A，B) 

有 个核心对象集，分别为R ，Rz，⋯， ，则类 c的稳定性 

证明：R ，R2，⋯，兄 是概念(A，B)的核心对象集，那么对 

于任意的A R R都有f(Ri')一B易知在区间ER,，A]中有 

2 p l 个对象集。又因为在区间 UR，，A]中有 2I l_f zu 

个对象集合，在区间[R UR uRk，A]中有 21 I—l u吩u 1个对 

象集，在区间 1 U U⋯UR，A]中有 21 卜I u lJ．_‘u 1个对 
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象集，根据包含排除原理的推广形式可知，一共有∑2 r Al—IR I— 
z= l 

∑ 21al一 u + ∑ 21AI l u弓u I+ ⋯ 4-(一 
1≤K ≤ l≤l< < ≤n 

1) 2IA IR1 u 2 U．． u 1个这样的集合 D，使得 D A，，(D)一B。 

根据类的稳定性的定义可知定理成立。 

推论 1 若一个类 C对应的概念为 (A，B)，(A，B)有两 

个核心对象集R 和R2，则类c的稳定性S(c)一(2 I + 

2IAf—R2 I--21AI—lR uR I)／2IaI。 

4 基于概念格的类标签计算 

一 个类的标签由这个类所在概念的内涵确定。内涵中的 

属性并不是互相独立的，属性之间存在蕴含关系，因此存在冗 

余的属性，可以对这些冗余进行约简。 

根据概念格的对偶原理，可以得到下列定义和定理 ，对定 

理不再进行证明。 

定义 10 在一个概念 格中，如 果一个概念具 有形式 

(g(m)，，(g(m)))且 m∈M，则称(g(优)， (g( )))是一个属 

性概念。 

定义 11 对于给定的概念(A，B)，如果属性集合 R满足 

g(R)一A，且对于任意的R1CR有 g(R1)二二)g(R)，则称 R是 

概念(A，B)的核心属性集。 

定理 6 在纯化形式背景中，属性概念是下确界不可约 

元，下确界不可约元一定是属性概念。 

定理 7 若某个概念是一个属性概念 ，则其核心属性集 

是这个概念的标签属性。 

定理 8 若某个概念不是一个属性概念，则它的一个核 

心属性集为其任意两个父概念的核心属性集的并集。 

5 算法分析与实例研究 

在文献[5]中，Kuznetsov S．O提出了一个计算概念稳定 

的算法，其主要思想是 ：对于一个给定的概念(A，B)，初始化 

其稳定性为 0，然后从小到大依次搜索 A的所有子集X(X 

A)并进行判断，若 -厂(X)一B，则增加这个概念的稳定性，否则 

搜索下一个子集。 

此外，Kuznetsov S．O还对提出的算法进行 了分析，指 

出：对于形式背景(G，M，D中的概念 (A，B)，若令 l{D A} 

，(D)一B)I一是，则算法的复杂度为 0({G Ml )。 

本文的研究是基于概念格模型的，在应用中首先需要考 

虑的是建立概念格的效率。Sergei O．Kuznetsov和 Sergei 

Obiedkov研究了 1O种最具有代表性的概念格构造算法，得 

到的结论是：对于一个形式背景(G，M，D，若采用插入对象的 

方式建立概念格，其时间复杂度是O(}Gf lMl L)，L表示概 

念格中概念的数量n 。在计算一个概念的核心对象集时，只 

需要对这个概念的子概念进行递归搜索，与搜索 A的所有子 

集相比，显然缩小了搜索范围。对于概念格中的任何一个概 

念，显然其子概念的数量小于 L，因此本文计算方法的时间复 

杂度为 O(1G}。lMIL。)。 

形式背景(G，M，D的概念数量L不仅和G、M有关，而 

且和关系 j有关，难以定量分析，因此可以采用实验的方法进 

行分析。随机生成形式背景，属性个数固定为 2O个，对象属 

性间存在关系的概率为 0．2、0．25、0．33。图 1绘出了概念总 
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数随着对象数量增加时的关系曲线(L1对应的概率为 0．2， 

L2对应的概率为 0．25，L3对应的概率为 0．33)。 

图 1 不同概率下概念格规模的变化曲线 

从实验结果可以看出，概念格的规模随着对象的增加而 

增大，L与 IGI显然不是指数关系，L远小于 21。I。由实验结 

果可估 算，假 如一个 概念 的外 延 中有 100个对 象，按 照 

Kuznetsov S．O的方法则需要搜索的子集有 2 。个(2”。约等 

于 1．2676506e+30)。而利用概念格，当对象属性 间存在关 

系的概率为 0．33时，搜索的概念数量在 1500个左右；当对象 

属性间存在关系的概率下降到 0．2时，搜索的概念数量下降 

到400个左右。显然，本文的方法缩小了搜索范围，能够提高 

计算效率。 

例 2：在匈牙利的一个科教电影“生物和水”中，存在 8种 

生物，分别是蚂蝗 (1)、鱼 (2)、蛙(3)、狗 (4)、水草(5)、芦苇 

(6)、豆(7)、玉米 (8)。同时，这个电影强调了 9种生物属性， 

即a(需要水)、b(在水中生活)、c(在陆地生活)、d(有叶绿素)、 

e(双子叶)、f(单子叶)、g(能运动)、h(有四肢)、i(哺乳)。这些 

生物构成的形式背景见表 3，其概念格见图 2。 

表 3 “生物和水”形式背景 

h 

图 2 “生物和水”形式背景的概念格 

判定一个对象与一个类的从属关系时，稳定性是聚类分 

析中的一条重要准则 。在例 2中，蛙和狗形成一个类 A (能 

生活在陆地 ，能运动，有四肢的生物)，蛙和鱼形成一个类 Az 

(能生活在水中、能运动、有四肢的生物)。在此粒度下，若蛙 

只能属于一个类 ，则需要分别计算类At和类 Az的稳定性： 

类 A1所在概念为(34，acgh)，s(A1)一s((34，acgh))一0．25； 

类 A2所在概念为(23，abgh)，s( )一s((23，abgh))一O．5。 

比较两个类的稳定性，蛙和鱼这一类的稳定性更高，应将 

蛙和鱼为归为一类，而不是将蛙和狗归为一类。 

根据概念格很容易建立对象的分类树，见图3。每个内 

部结点有两个部分，即类的编号和这个类的标签。 

图 3 “生物和水”形式背景中对象的分类树 

显然，上述结果分类层次清晰，且符合生物学中支序分类 

学的观点[1 。 

结束语 考虑到非数值对象的特点以及曼哈顿距离的不 

足之处 ，本文利用概念格作为度量对象间距以及聚类分析的 

工具。本文最重要的工作是提出了核心对象的概念，以核心 

对象为基础找到了计算概念稳定性的方法；然后，根据概念格 

的对偶原理，得到了类标签的计算方法。 

本文的研究对象是非数值型同构数据，但在实际应用 中 

往往存在大量的异构数据 (如表 4)。在下一步研究中，我们 

将本文的思路扩展到异构数据，建立面向异构数据的概念格 

模型，提出混合型异构数据的聚类稳定性分析方法。 

表 4 形式背景 K 

A 

el’e2 

el，e3 

e2 

e2 ’e4 
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有些是很难通过我们给出的形式化框架进行定量或定性表示 

的，比如行为的执行人员之间交换信息的次数。 

但有些我们是可以通过逻辑推理得到一个定量或定性的 

指标评价值的，比如并行执行的行为数，由于并行执行的行为 

之间不应该有互相的输入输出关联关系，而根据我们的定义， 

流程白盒中的流程之间是无序与关系，其中可能包含并行执 

行的行为，因此，生成 目标匹配的业务流程片段后 ，我们可以 

对流程片段的流程白盒中的各个流程包含的行为进行输入输 

出传递关系检查。若行为 A 在行为 A2的输入(输出)链上， 

则称 A 和 A2是间接依赖的。通过对行为进行两两间接依 

赖关系检查，可以得到那些不存在间接依赖关系的行为，亦即 

可以并行执行的行为。 

以上只以3种非功能 目标为例，简单探讨了对生成与客 

户 目标匹配的业务流程片段评估的指标，关于更深入的评估 

过程的形式化描述将作为我们后续的研究内容。 

结束语 本文提出了一个基于 目标的可重用的业务流程 

建模框架，根据目标一行为分层关系以及细化后的行为属性， 

自动构建分解后的所有目标对应的业务流程片段，实现业务 

流程片段的重用；并提出定性或定量地评估流程片段对功能 

目标的支持度，在为用户进行目标一流程片段匹配时提供决策 

指导；最后，本文也简要探讨了如何形式化地评估生成的业务 

流程片段对非功能 目标的支持度，增加了用户对业务流程模 

型的评价维度。 

基于本文的研究，也提出了一些在未来工作中需要深入 

探讨的问题，比如：目标一行为分层关系中的功能 目标一致性 

检查 ；根据细化行为 自动生成的流程片段集合后，如何去除其 

中没有任何业务意义的业务流程片段 ；如何根据行为对原目 

标的支持度自动推演出业务流程片段对相应目标的支持度等 

等。我们在未来的研究工作中将继续探索将其与其它研究领 

域的理论技术相结合，如人工智能、流程挖掘等，解决所提出 

的问题。 
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