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多粒化的模糊粗糙集代数 
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摘 要 众所周知，一个粗糙集代数是 由一个集合代数加上一对近似算子构成的。首先利用公理化的方法探讨经典 

的多粒化模糊粗糙集代数系统，可知经典的多粒化模糊粗糙集代数没有很好的性质；其次，引入具有最小(大)元的等 

价关系的定义，并给出了基于具有最小(大)元等价关系的多粒化模糊近似算子的概念，在此基础上讨论了模糊粗糙集 

代数的性质，并得到 了诸 多结果。 
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Abstract It is well known that a rough set algebra is a set algebra with added dual pair of rough approximation opera— 

tors．In this paper，on the one hand，we discussed the classical fuzzy rough set algebra of multi～granulation by axiomatic 

approach．It is shown that the classical fuzzy rough set algebra do not obsess good properties．On the other hand，we de— 

fined the concept of equivalence relations with minimum (maximum)element．Moreover，mult granulation fuzzy appro- 

ximation operators based on equivalence relations with minimum (maximum)element were defined．We discussed the 

properties of the fuzzy rough set algebra based on equivalence relations with minimum (maximum)element and got 

many excellent results． 
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粗糙集理论作为一种用于数据分析的理论自从被波兰数 

学家 Pawlak引入以来便引起了诸多学者的广泛关注。粗糙 

集理论已经被广泛并成功地应用在数据挖掘、模糊识别 、理疗 

诊断、股票分析和水文气象等领域。 

在 Pawlak粗糙集理论中，最基本的概念是由近似空间所 

导出的上近似算子和下近似算子。这两种算子一般是用两种 

方法来定义的：结构性方法[1 ]和公理性方法[8 。公理性方 

法是以满足某些公理的近似算子作为基本的概念来定义二元 

关系，使得由二元关系通过构造性方法定义的近似算子及粗 

糙集代数系统刚好是给定的近似算子和粗糙集代数系统。姚 
一 豫用公理性方法给出了诸多经典的粗糙集代数系统并进行 

了讨论l_1 。之后，各种模糊粗糙近似算子和粗糙模糊近似算 

子也被吴伟志用公理化的方法给予了刻画和研究_】 。 

另一方面，我们知道经典的 Pawlak粗糙集是单粒化的， 

这使得粗糙集理论在实际应用中受到了很大的限制。因此， 

钱宇华提出了多粒化的粗糙集理论[14,15]。多粒化粗糙集理 

论一经提出便吸引了从事粗糙集理论研究的众多学者的关 

注 ，并得到了许多漂亮的结果[16q8]。 

本文试用公理化的方法建立并探讨多粒化意义下的模糊 

粗糙集代数系统 ，得到了一些有意义的结果。 

1 预备知识 

设(U，R)是一个近似空间，其中， 

U一{ ，o272，⋯， }是一个非空有限集； 

R一{R ，Rz，⋯，R }是等价关系的集合。 

设R ，记[ R：{yl(z， )ER}；同时记U／R={[ I 

xEU)；对任意 ∈U，记 [U／R] 一 {[ ]R．，[35"] 。，⋯， 

[-z]R }。 

定义 1 设 (U，R)是一个近似空间，R R，对任意的 

X U，称 

R(x)={xEUl[ ]R x} 
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R(x)={xEUl[ ]RNX≠O} 

分别为 X的关于等价关系R的 Pawlak下近似和上近似。 

定义2 设(U，R)是一个近似空间，R ，R2，⋯，R∈R是 

等价关系。对VxEU，如果存在某个[ ] E[u ] (或者 

]R— E[U／R] )，使得对V[z] E[U／R] ， =1，2，⋯，s， 

都有[ ] [z (或者[ ]Rf [ ] )，则称R1，Rz，⋯， 

Rj为具有最小元(或者最大元)的等价关系。 

令F(U)表示所有定义在U上的模糊集的全体。 

定义 3[14,15] 设(U，R)是一个近似空间，R1，R2，⋯，R∈ 

R是等价关系，则对 VX，YEF(U)，定义 ： 

OR壹R(x)(z) { {x( Rl})
i 

A lyeI-x] 

OR
∑s R

i
(x)( ) 1̂{V{x( )I yE[x] }} 

称0R壹R
i

(X)和OR壹
兄
(x)分别为 X的关于等价关系R ， 

! 1‘ 

尺2，⋯，R 的乐观多粒化粗糙下近似和粗糙上近似。分别称 

OR 壹R
i

和0R圭
R
为F(U)上的关于等价关系 R1，Rz，⋯，R

i i 1 

的乐观多粒化粗糙下近似算子和粗糙上近似算子。 

定义 ： 

PR ∑s R．(x)( )一
î
l{A{x( )I yE[x] }} 

： 

PR∑s R(x)( ) V1{{x( ) ))i i V I yEIx]R, 

称PR圭R|(X)和PR∑s R(X)分别为 X的关于等价关系 R ， 
— — —  

i 1 

Rz，⋯，R 的悲观多粒化粗糙下近似和粗糙上近似。分别称 

PR壹
R
和PR壹 为F(U)上的关于等价关系R ，Rz，⋯，R

i Ri 

!= 1 

的悲观多粒化粗糙下近似算子和粗糙上近似算子。 

对偶算子和粗糙集代数的定义在文献[19]中有所论述， 

但是文献1-19]对这些定义的描述是建立在集值算子的基础上 

的。为了讨论模糊的粗糙集代数系统的性质，必须对这些定 

义在模糊集值算子的情形下进行推广。正是基于这样的一种 

考虑，于是有如下的定义 ： 

定义 4 算子 L，H：F(U)一F(U)称为对偶的，如果对 

VX F(U)，它们满足： 

(Lo)LX一～ H～x 

(Ho)HX=～L～X 

定义 5 设 L，H：F(U)--~F(U)是一对对偶算子，如果 L 

满足公理 (L )和 (Lz)，或者等价 地，H 满 足公理 (H )和 

(Hz)，则称系统(F(U)，N，U，～，L，H)为模糊 的粗糙集代 

数。 

其中，对 Vx，l 三F(U)，有 

(L1)LU=U 

(L2)L(XNY)一LXnLy 

(H1)H0=0 

(H2)H(XUy)一HXUHy 

如果 系统 (F(U)，N，U，～，0R壹Ri，0R壹
R
)(或 者 

!三 1 

(F(u)，n，U，～，PR圭R．，P尺圭R
i

))满足定义5，则称之为乐 

三 

观(或者悲观)的模糊粗糙集代数。 

2 基于等价关系的多粒化模糊粗糙集代数 

2．1 基于等价关系的乐观多粒化粗糙集代数 

定理 1[ 设(U，R)是一个近似空间，R ，R2，⋯，R 是 

等价关系，对 V X，YEF(U)，有 

(1)OR (U)一OR (U)一U 
∑R ∑ R 

— — —  = 二 z 1 

(2)OR (D)一OR (D)：0 ∑
R ∑ R 

I二 1 

(3)oR∑s R
i

(X) X oR壹
R
(X)

i 
— — —  三l_一 l=1 

(4) oR ∑s R
i

(X) OR ∑s R
i

(Y) 

— —  三l_一 

(5)X ∑s R
i

(X) 0尺∑s R
i

(y) 

(6)OR ∑s R
i

(XNY)~OR壹R
i

(X)NOR壹R(y) 

— —  二l_一 ——二三L一 !三 

(7)OR壹R
i

(XUY)~_OR圭
兄
(X)UOR壹R

i

(y) 

(8)0R∑s R
i

(～X)一～ ∑s R
i

(X) 

— — —  三I_一 t=1 

(9)OR ∑s R(～X) ～ 
∑

(X)
i 

s 

Ri 
1 

由定理 1不难发现，若 R-，R2，⋯，R 是等价关系，则系统 

(F(LD，N，U，～，OR圭R，OR圭
R
)不构成模糊粗糙集代数。 

1 ’ 

2．2 基于等价关系的悲观多粒化模糊粗糙集代数 

定理 2[ 设(U，猥)是一个近似空间，R1，R2，⋯，R 是 

等价关系，对 VX，YEF(U)，有 

(1)PR (【，)=PR (U)一U 
∑R． ∑ R． 

= = 

(2)PR壹R
i
(D)一PR ( )一0 

— —  三 L  

(3)PR妻
R
(X) X PR圭 (X)

i Ri 

— — —  

z一 1 

(4)x[ PR ∑s R
i

(X) PR壹
Ri
(y) 

— — _三= 一 ——_三三 一 

(5)X 职  s 
Ri
(X) PR圭R

i

(y) 

(6)PR壹R
i

(XNY)=P尺∑s R
i

(X)nPR圭R
i

(y) 

— —  三L一 != 

(7)PR壹
Ri
(XUY)一PR∑s 

E
(X)UPR壹R(y) 

(8)PR壹
Ri

(～X)一～脉 ∑s R(X)
i 1 

(9)PR
∑S R

i

(～X) ～PR ∑s R
i

(X) 

t一 1
— — _三三 一 

由定理 2和定义 5，显然有下面定理 3。 

定理 3 设(U，R)是一个近似空间，R ，Rz，⋯，R 是等 

价关系，则(F(U)，N，U，～，PR圭Ri，PR圭
Ri
)构成模糊粗糙 

— —  一  

1 

集代数。 

3 基于具有最小(大)元等价关系的多粒化模糊粗 

糙集代数 

3．1 基于具有最小元等价关系的乐观多粒化模糊粗糙集代数 

定理 4 设 (u，R)是一个近似空间，R1，R2，⋯，足 是具 

有最小元的等价关系，对 VX，YEF(U)，有 
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¨OR 
．

~ffl(XOY)=OR 
：

~
l

Ri
(X)nOR y 

(2)OR (XUY)一0R妻R(X)UOR弧 (y) 

证明：(1)( )：由定理 1显然可得。 

(々 )：对VxEU，由定义 3，有 

OR壹R
i

(x)( )= 
1

{̂ {x( )lyE Ex-]R }) 

一 ^{x( )lye[z]Rmi } 

同理，有 

OR ∑s R
i

(y)( )= {A{y(y)lyE Ex]R 

一 ^{y( )IyE[z]R } 

从而可得 

(OR壹
Ri
(X)NOR壹R

i

(y))(z) 

= 

一 OR圭R(X)( ) 壹 (y)( )
i 

AOR 
Ri 

= {A{x( )lyE X]Rmi )}̂ {A{y( )lyE[z] }} 

另一方面 

OR毒 (XNY)(z) 

三 ： 

一 V{A{(XNY)( )lyEIx]R：}} 

一 {A{(XNY)(j，)lye[z]Rmin}) 
一 {̂ {x( )AY(y)lye[ ]R )) 

{A{x( )l ∈[ ] i )}A{A{y( )lye[ ]R }} 

一(OR (X)NOR (y))( ) 

综上所述 ，(1)成立 ；(2)仿(1)的证明可得。 

定理 5 设(U，R)是一个近似空间，R ，Rz，⋯，R 是具 

有最小元的等价关系，则 (F(【，)，N，U，～，0R壹R
i

，OR壹
Ri
) 

构成模糊粗糙集代数。 

证明：由定理 1，定理 4和定义 5可得。 

根据定义 2，不难证明有以下引理成立。 

引理 1 设(【，， )是一个近似空间，R ，R 一，R 是具 

有最小元的等价关系，对V yE[z]R ，有[ ]R 一[ ] 和 

[ ]R⋯C[ ] ， 一1，2，⋯，s。 

定理 6 设(U，R)是一个近似空间，R1， ，⋯，R 是具 

有最小元的等价关系，对VXEF(U)，有 

(1)OR (OR (X))=OR (X) 

(2)OR (OR (X))一OR (X) 
∑ R。 ∑ R． ∑ R， 

证明：(1)对 VxEU，由定义 3有 

OR (OR (X))(z) 
∑ R． ∑ R． 

— —  三l_二_ 

V
l

{̂ {OR壹R
i

(x)( )lyeI-x]R )} 

= A{OR壹
．
R (X)( )lye[z]R } (*) 

由引理 1有 

OR ∑s R
i

(x)( )= 
1
{̂ {x(z)l ∈[ ]R }} 

=A{X(z)l ∈[ ]R } 

一 A{x( )1yE[ R一) (**) 

结合(*)和(**)两式，可得 
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ORR1+ 2(ORRl+ 2(X))( ) 

一 A{ORR1+R2(x)( )lyE[z]R } 

一 {A{x( )lyE[ ]R }) 

一 V{̂ {x(3，)lyEIx]R．}) 

一 oR 1+ 2(X)( ) 

(2)仿(1)的证明可得。 

定理 7 设(【，， )是一个近似空间，R R --，R 是具 

有最小元的等价关系，则(F(U)，N，U，～，DR∑s R 壹 ，
i 

OR 

I二  

OR ∑s R ∑ )构成模糊粗糙集代数。
i 

OR s 
Ri 

证明：首先 ，根据定理 l，有 

(1)OR ∑s R
i

(0R壹
Ri
(～X)) 

— —  i 一 

一

OR壹R
i

(~ OR ∑s R
i

(X)) 

!三 =1 

一 ～ 0R ∑s R
i

(0R圭R
i

(X)) 

(2) 一 ( 一 (～x)) 
E
1

R
l 

R
l 

— OR (～0R (X)) 
E
1

R
l 

I

E
1

R 

一 ～

0R壹R
i

( 壹R
i

(X)) 

— — _三三L —— 三 一 

因此 ， ∑s 
Ri 

OR ∑s R
i

和 D尺 ∑s 
Ri 

OR ∑s R
i

是一对对偶算 

子 。 

其次，根据定理 1，定理 4和定理 6，可得 ： 

(3)OR壹R 圭 (U))一oR∑ (U)一
i

(OR Ri s R

i 

U
R R ∑ ∑ ∑ 

— — _三三 一 —— 三L一 ——_三二 一 

(4)OR壹R
i

(OR壹R
i

(D))一oR∑s 
R

．

( )一D 

(5)OR (oR (Xny)) ∑
R ∑ R． ’’ 

= ： 三 

一 OR (oR (X)NOR (Y)) ∑
R

． 
∑ R， ∑ R 

一 OR壹R 壹 (X)) 壹 (。R壹 (y))
i

(OR 
Ri 

NOR R
i RiR R R R ∑ ∑ ∑ ∑ 

三 l二 —— 三L一 ．——三三L一 

(6)OR壹R 壹 (XUy))
i

(OR 
Ri 

— OR壹R 壹 (X) 妻 (Y ))
i

(OR 
Ri 

UoR R
iR R R ∑ ∑ ∑ 

一

OR壹R 壹 (X)) 壹 圭 (y))
i

(OR 
Ri 

UOR 
Ri
(OR 

RiR R R R ∑ ∑ ∑ ∑ 

由定义 5，可知定理 7成立。 

于是，仿照定理 7的证明，有下面的定理 8。 

定理 8 设 (U， )是一个近似空间，R ，R2，⋯，R 是具 

有最小元的等价关系，则(F(u)，N，U，～，oR∑s R ∑
i 

OR s 
Ri 

— — _三三 一 ——-三三 一 

⋯ OR壹R， 圭 ∑ ⋯ ∑ )构成模糊粗糙集代数。
i 

OR 
Ri 

OR s 
Ri 

OR s 
Ri 

i一 1 = l i一 1 i= 1 

3．2 基于具有最大元等价关系的悲观多粒化模糊粗糙集代数 

根据定义 2，不难证明有以下引理成立 ： 

引理2 设(U，R)是一个近似空间，R1，R 一，R 是具 

有最大元的等价关系，对VyE[z] ，有[ 一[-z] 一和 

[ ]R [ ]R一 ， 一1，2，⋯ 

定理 9 设 (U， )是一个近似空间，R1，R2，⋯，R 是具 

有最大元的等价关系，对 VXEF(U)，有 



 

(1)PR壹R
i

(P尺圭
Ri
(X))一PR∑s R

i

(X) 

— —  三 一 —— 三 一 —— 三 一 

(2)PR壹足(PR壹R
i

(X))一PR
∑s R

i

(X) 

证明：(1)对 VxEU，由定义 3有 

PR圭
R
(PR壹 (X))(z)

i Ri 

一  

1̂{̂{P尺 (x)( )IyE E．~R }} 

一 ^{PR萎 (X)( )lyE[ ] } (*) 
：三 ： 

由引理 2可得 

PR壹
Ri
(x)( )= {A{x(z)12∈[ ] }) 

一 A{X(z)l ∈Ey]R~ } 

=A{x( )lyE[ ]R～ } (**) 

结合(*)和(**)两式 ，可得 

PR壹R 壹 (X))( )
i

(PR 
Ri 

【三 

一 A{X( )lye[z] } 

一 A{̂ {x( )】yE[ R．)} 

=PR s
。
(X)( ) 

鱼： 

(2)仿(1)的证明可得。 

定理 10 设(U，R)是一个近似空间，R1，R2，⋯，R 是具 

有最大元的等价关系，则(F(U)，N，U，～，PR∑s 
R 
PlR壹R ，

i 
— —  三L ——_三三 二 

PR Es R
i 

PR
∑s R

i

)构成模糊粗糙集代数。 

证明：仿定理 7的证明可得。 

同理，还有以下定理。 

定理 l1 设(【，，R)是一个近似空间，R ，Rz，⋯，R 是具 

有最大元的等价关系，则(F(U)，N，U，～，PR∑s 
Ri 
PR ∑s R

i 
— —  三 一 ——_三三 一 

⋯ PR ，PR PR ⋯PR喜 )构成模糊粗糙集代数 。32 
1
R 

1 
Ri f 1 三1 f ⋯～ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 一 。 

结束语 经典的 Paw1ak粗糙集代数系统已经讨论得比 

较清楚，理论比较完善。徐伟华等在文献E]83中讨论了多粒 

化的模糊粗糙集的有关理论和性质，并得到了许多有意义的 

结果。而本文则在徐伟华等人工作的基础上进一步讨论了多 

粒化的模糊粗糙集代数系统。为了得到更为满意的性质，我 

们引入具有最小(大)元 的等价关系，讨论了基于具有最小 

(大)元等价关系的多粒化模糊粗糙集代数系统的性质，得到 

了诸多漂亮的结论，丰富和完善了相关的理论 。 
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