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摘 要 通过利用覆盖的邻域和补邻域构造了一个集族，并且证明其满足拟阵的独立集公理，从而建立了一种拟阵结 

构，并且对这种拟阵的相关集、极小圈、秩函数和闭包等表达形式进行 了研究。最后，给 出了此类拟阵的对偶拟阵的独 

立集、极小圈的等价刻画。 
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Abstract This paper constructed a matroidal structure by the neighborhood of a covering．At first，a family of sets was 

constructed through neighborhood and complementary neighborhood on a covering and the family of sets was proved to 

satisfy independent set axioms．Thus a matroidal structure of a covering was established．Then，we investigated some 

characteristics of this kind of matroid，such as dependent set，circuit，rank function and closure．At 1ast，we gave some 

equivalent characterizations of dual matroid of the matroid。such as independent set and cicuit． 
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1 引言 

粗糙集理论最早是在 1982年由波兰的 Pawlak提出的。 

它作为一种处理不确定性和不精确性问题的工具，能有效地 

分析不精确、不一致、不完整等各种不完备的信息，还可以对 

数据进行分析和推理 ，从 中发现隐含的知识，揭示潜在的规 

律。到目前为止，粗糙集已经成功地应用到许多不同的领域， 

如粒计算[ 、知识获取l_2]、决策分析[3 和其他领域E4]。众所周 

知，等价关系在很多的实际应用中具有很大的局限性。为了 

更好地将粗糙集应用于实践 ，许多学者将等价关系进行了延 

伸和拓展，比如将等价关系推广到相容关系l5]、相似关系_6 和 

覆盖 等。 

拟阵理论由Whitney提出，作为一个广义 的线性独立的 

向量空间，它是线性代数和图论的推广。许多研究学者将拟 

阵与经典粗糙集、覆盖粗糙集和模糊理论等结合起来。拟阵 

理论也在组合优化E 、算法设计l1 、信息编码El1]等领域有着 

广泛的应用。 

目前为止，已有很多关于覆盖粗糙集和拟阵结合的研究。 

Wang等[ J利用上近似数和横贯拟阵建立覆盖粗糙集的拟阵 

结构，得到了覆盖粗糙集中一些新的性质。 等E”]通过拟阵 

中的闭包算子建立粗糙集与拟阵之间的联系，用拟阵闭包刻 

画了经典粗糙集中的近似算子 ，并将其推广到覆盖粗糙集中， 

提出了基于拟阵的覆盖粗糙集模型。本文从覆盖的邻域的角 

度来结合拟阵。首先通过覆盖的邻域和补邻域建立了一个集 

族，证明它满足拟阵的独立集公理，由此得出一种拟阵结构 ； 

然后在这种拟阵结构的基础上讨论了拟阵的相关集、极小圈、 

秩函数、闭包等的表达形式；最后研究了此拟阵的对偶拟阵的 

一 些性质。 

2 基本概念 

本节主要介绍文中用到的一些有关覆盖粗糙集和拟阵理 

论的基本定义和一些重要的结果。令 u是非空有限集合，称 

为论域 。 

2．1 覆盖粗糙集的一些概念 

在覆盖粗糙集中，用一个集合来表示一个概念 ，用一个覆 

盖集族来表示人们所能掌握的全体基本概念，而其中心思想 

就是用基本概念来描述任一概念。 

定义 1 E ] 设 U是一个非空论域 ，C是 U上的一个子集 

族 ，称 C是 U的一个覆盖 ，如果 C中所有元都非空，且UC— 

U。称有序对(U，C)为覆盖近似空间。 

定义 2_J。](邻域、补邻域) 设 U是一个非空论域，C是 U 

上的一个覆盖，对于任意的 xEU，则 
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Nc( )一n{K∈C： ∈K} 

Mc( )一{yEU：z∈ k̂( )} 

N( (z)称为相对于C的关于 的邻域，Mc( )称为相对 

于 C的关于 的补邻域，在不引起混淆的情况下，省略下标 

C。 

2．2 拟阵的基本概念 

拟阵是图论和线性代数的推广 ，具有完备的公理系统，它 

可以从不同的但等价的角度来刻画。下面从独立集的角度来 

定义拟阵。 

定义 3(拟阵[1胡) 设 U是非空有限集合，J是 u的子集 

族。称(U，I)为一拟阵，常记为 M一(U，J)，如果它满足如下 

3个条件： 

(I1)O∈J； 

(I2)若 IEJ，且 J1 J，则 I。∈I； 

(I3)若 J ，J。∈J，且 J J J< I J。J，则存在 P∈ —J 使得 

I U{P}∈J。 

上面的拟阵的定义也被称为拟阵的独立集公理，用一个 

例子说明拟阵的概念。 

例 1 U一{1，2，3}，J一{ ，{1}，{2)，f3}，{l，2}，{2，3)}， 

那么(U，J)是一个拟阵。 

为了方便说明，对论域上的任意集族 ，定义如下的符号。 

U夕 (A)一{X U：jAEA S．t．A 三X}； 

Max(A)一{X∈A：VYEA，X X—Y}； 

Min(A)一{XEA：VYEA，Y 三X： X—Y}； 

Opp(A)一{X U：X∈A}； 

Corn(A)一{X U：U—X∈A}。 

根据独立集，给出拟阵基的概念。 

定义 4(基口 ) 设 M一(U，J)是一个拟阵，我们称拟阵 

的极大独立子集为 M 的基。记 B(M)为 M 的全体基的集合， 

则 ．B(M)：Max(I)。 

拟阵的极小圈与独立集具有很大的联系，根据拟阵的独 

立集来给出极小圈的定义。 

定义 5(极小圈㈨ ) 设 M一(U，J)是一个拟阵，若子集 

X∈Opp(1)一2 --!，则 X为M 的一个相关集。令 D(M)表 

示由拟 阵 M 的全 体相关 集组 成的集 合，则有 D(M)一 

Opp(1)。极小的相关集叫做极小圈。令 c(M)表示由拟阵 M 

的全体极小圈组成的集合，则有 c(M)=Min(Opp(I))。 

在拟阵中，秩函数是一个重要的概念 ，它往往会反映一个 

子集的性质和特征。以下借助独立集介绍秩函数的特征。 

定义 6(秩函数㈨ ) 设 M一(U，J)是一个拟阵，对于任 

意的 X U，有 ： 

P'M(X)一max{J J J：J 三 ，IEJ) 

其中，YM：P(U)-~Z是一个函数，我们称 rM是拟阵M 的秩函 

数。 

命题 1[ ] 设 M一(U，J)是一个拟阵，又设 是拟阵M 

的秩函数，则对任一个子集 X U，XEJ(M)的充分必要条件 

是 rM(X)一lXI。 

拟阵的闭包是拟阵理论中的一个重要概念。拟阵和它的 

闭包可以互相决定。用拟阵的圈来呈现闭包算子的定义。 
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定义 7(闭包[ ]) 设 M一(U，J)是一个拟阵，对任一个 

子集 X U，clM(X)一xU{PEU： C∈c(M)S．t．PEC 

XU{e})叫做 X关于M 的闭包。 

定义 8(对偶拟阵Ll6]) 设 M一(U，J)是一个拟阵，其基 

集族B=B(IVI)，以 Com(B)为基集合族的拟阵 M 为 M 的对 

偶拟阵。M 的极 小圈、独立集、基集族 有时也分 别记为 

C (M)，I (M )，B (M )。 

3 邻域和补邻域构造的拟阵结构 

本节主要介绍了一种通过覆盖的邻域和补邻域导出拟阵 

的方法，并且用粗糙集的知识来刻画拟阵的一些特征。首先 

用邻域和补邻域来构造一个集族，其次证明这个集族满足拟 

阵定义中的独立集公理，确定了一种拟阵，并给出了这种拟阵 

的极小圈、秩函数以及闭包的等价刻画。 

首先根据覆盖的邻域和补邻域定义一个集族。 

定义 9 设 U是一个非空论域，C是 U上的一个覆盖，定 

义一个关于邻域和补邻域的集族 ，如下： 

J(C)一{X U：V EX，N(z)≠M(z)} 

例 2形象地说明了集族 J(C)是如何 由邻域和补邻域构 

造的。 

例 2 设 U一{ 1， 2， 3， 4}，( 一{{ 1}，{ 2， 3}，{ 3， 

})是 U上的一个覆盖，那么可以得到 N(x．)一{z。}，N(x。) 

一 ( 2， 3}，N(x4)一{z3， 4}，N( 3)一 (z3}，M(x1)一 { l}， 

M(x2)一{35"2}，M(x4)一{ 4}，M(x3)一{ 2， 3， 4}。从而可 

以得出J(C)={0，{z2}，{z3}，{ }，{ 2，z。}，{ ，Iz }，{ 。， 

4}，{X2， 3， 4}}。 

由邻域和补邻域构造的集族J(C)满足拟阵的独立集公 

理，我们将给出证明。 

命题 2 设 C是论域 U上的一个覆盖，那么 J(C)满足 

(I1)，(I2)，(I3) 

证明：(11)由J(C)的定义，很显然 D∈I(C)。 

(I2)设 J∈ (C)且 I1 j。如果 Jl J(C)，那么存在 YE 

I1，使得 N( )一M( )。因为 CI，那么 yE I，这与 IEJ(C) 

矛盾。所以假设不成立。即 J EJ(C)。(I2)得证。 

(I3)如果 j ，J ∈J(C)，且 I< 1I。I，那么对任意的 E 

Il和yE 12，可以得出N(z)≠M( )和 N( )≠M( )。取 eE 

J2一J1，那么 N(P)≠M(e)，对任意的 tE I1 U{ }，N(t)≠ 

M(z)。所以 Jl U{ )EJ(C)。(I3)得证。 

上面的命题说明了 I(C)满足拟阵的独立集公理，即任一 

个覆盖可以经过以上方法导出一个拟阵。 

定义 1O 设 c是论域 U上的一个覆盖，则以 J(C)为独 

立集的拟阵定义为 M(C)一( ，J(C))，称 M(C)是由C导出 

的拟阵。 

拟阵的相关集是拟阵的一个重要性质，接下来的命题给 

出拟阵相关集的一种等价刻画。 

命题 3 设 C是论域 【，上的一个覆盖，M(C)是由C导出 

的拟阵。那么D(M)一{X U： EX，N( )一M( )}。 

证明：根据相关集的定义，仅仅需要证明 D(M)=Opp(I 

(C))。对任意的 X∈D(M)，存在 xE X，使得 N( )一M( )， 



那么 X∈ {X U： z E X，N (z)一 M (z))，即 X∈ 

Opp(1(C))。那么D(M) Opp(I(C))。相反，对任意 X∈ 

Opp(1(c))，即X I(C)={ U：V 37∈X，N(z)≠M(z)}， 

那么存在 ∈X，使得 N(z)一M( )，从而可以得出 x∈ 

D( ，即 Opp(I(C)) D(M)。综上可得 D(M)一{X U： 

EX，N(z)一M(z)}。 

极小的相关集是极小圈，那么借助上面的表达式给出极 

小圈的等价刻画如下。 

命题 4 设 C是论域 己，上的一个覆盖，M(C)是由c导出 

的拟阵，那么C(M)一{{x}：xEU，N(x)一M(z)}。 

证明：根据极小圈和相关集的定义，可知 c(M)=Min(D 

(M))并且 D(M)一{XGU： EX，～(z)一M(-z)}。那么直 

接可以得到 C(̂ 一{{ )：xEU，N(z)一M( )}。 

例3(继续例2) 根据例 2，已经得到了每个元素的邻域 

和补邻域，那么根据上面的表达式，可以得到极小圈c(M)一 

{z1}。 

拟阵的秩函数也是构造拟阵的一个重要的概念，我们给 

出此类拟阵的秩函数的表达式。 

命题 5 设 C是论域【，上的一个覆盖，M(c)是由C导出 

的拟阵。那么 rM(c (X)一f({z}：VxEX，N(z)≠M<z))I。 

证明：根据命题 1，需证 rM(c)(x)一lxl㈢x∈I(C)。当 

rM(o(X)一lXl时，可以得到 i{{-z}：YzEX，N(z)≠M(z)}I— 

lXl∞对任意的xEX，都有 N(z)≠M( )。根据J(c)的定义 

可知 XEI(C)。相反地，当 X∈I(C)时，据定义 6，rM( )(X)一 

max{J J1．j X，J∈I(C)}。那么可得 rM(c)(X)一 l Xf。综 

上，命题得证。 

拟阵的闭包是拟阵理论中的一个重要概念。拟阵和它的 

闭包可以互相决定。 

命题 6 设 C是论域 U上的一个覆盖，M(C)是由C导出 

的拟阵，那么 ClM(c)(X)=XU{zEU：N( )一M( )}。 

证明：根据闭包算子的定义，需要证 明{3gEU：N(z)一 

M(z)}一{eEU：jCEC(M)s．t．eEC XU{e}}。对任意 

xE{xEU：N( )一M( )}，根据 C(M)的定 义可知 -E 

C(M)，那么 z∈C(M) XU{ )，{xE U：N( )一M( )} 

{eEU： CEC(M)s．t．eEC XU{e}}。相反地 ，设 eE{eE 

U： CEc(M)s．t．eEC XU{e)}，那么 CEC(M)使得 

eEC XU{e)。因为 eECE{{Iz}：N(z)一M(z)}，所 以 eE 

{ EU：N(z)一M( )}。那么{eEU：jC∈C(』 )8．t．eE( 三 

xU{e}} {xEU：N(z)一M(z))。综上所述，命题得证。 

对偶拟阵是拟阵理论中相当基本而又重要的概念。接下 

来给出此类拟阵的对偶拟阵的一些表达形式。 

命题 7 设 C是论域 U上的一个覆盖，M(C)是由C导出 

的拟阵，M (C)是 M(c)的对偶拟阵。那么 J (M)一{X 

U：VxEX，N(z)一M( )}。 

证明：因为 J (M)一Low(Com(Max(J(C))))，而J(0一 

{X U：V EX，N(1z)≠A )}，所以 J (M)一{X 三U：YzE 

X，N( )一M (1z)}。 

上面给出了对偶拟阵的独立集的表达形式 ，下面来刻画 

对偶拟阵的极小圈。 

命题8 设C是论域U上的一个覆盖，M(C)是由C导出 

的拟阵，M (c)是 M(c)的对偶拟阵。那么 c (M)一{{x}： 

37∈U，N( )≠M( )}。 

证明：因为 C (M)=Min(opp(J ( ))，并且J ( 一 

{X U：V-zEX，N(-z)一M(z)}，所以 C (M)一 ({z}：zEU， 

N(z)≠M(z)}。 

为了更好地理解上面的表达式，用一个例子来说明。 

例4(继续例2) 根据例 2和上面的表达式，得到 J (M)一 

{0，{ }}，C (AD一{{zz)，{ 。}，{-z }}。 

根据上面的命题，很容易得到下面的推论。 

推论 1 设 C是论域U上的一个覆盖 ，M(C)是 由C导出 

的拟阵，M (C)是 M(c)的对偶拟阵。如果 C由覆盖退化为 

划分 ，那么 I(C)一{0}，c(M)一{{z}：37EU}，J (M)一2 ， 

C (M)一0。 

证明：根据 J(C)，c(M)，I (M)，C (M)的定义，很容易 

得到 J(C)一{0}，c( 一{{z)：xEU}，J ( 一2 ，C ( = 

0。 

结束语 本文建立了覆盖粗糙集和拟阵的联系。通过覆 

盖的邻域和补邻域，结合拟阵的特征，给出了一种建立拟阵的 

方法。在此基础上，讨论了此类拟阵及其对偶拟阵的一些性 

质。本文为从覆盖的角度构造拟阵提供了一种新 的切人点。 

今后，我们将继续研究此类拟阵的其他性质(如可图性、可表 

示性等)以及此类拟阵与由其他方法构造的拟阵的区别。 
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结束语 将参数集赋予亚 BCI-代数的代数结构，给出了 

新型软亚 BCI-代数的概念 ，探讨了它的一系列相关性质。进一 

步可引入亚 BCI代数的软理想的结构，并研究它的相关性质。 
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