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摘　要　协同过滤技术中的矩阵分解是推荐系统中的有效技术手段。而现在主流的矩阵分解算法假设推荐系统评分

数据服从高斯分布，因而受数据噪声影响，其鲁棒性达不到预期。为了解决这个问题，提出基于高斯混合模型的矩阵

分解算法。设定评分数据服从高斯混合分布，在此基础上应用基于贝叶斯概率的矩阵分解模型。同时，提出一种基于

半监督学习的数据实验方法，充分挖掘有标签和无标签数据。实验结果表明，基于高斯混合分布的矩阵分解算法对评

分噪声拥有更强的免疫力，同时可以提高预测准确率。
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１　引言

互联网已经和人们的日常生活紧密结合在了一起。近年

来，推荐系统广泛应用于以电子商务为代表的各种互联网应

用，以解决信息过载问题［１］。大多数推荐系统采用协同过滤

技术，这种技术通过分析用户过往的大量网上历史记录，学习

用户的网上行为模式并建立模型，帮助用户从海量信息中筛

选其需要的信息，并推荐给用户［２］。亚马逊、淘宝等国内外知

名网站的推荐服务大都是基于协同过滤的。

在推荐系统中，用户的历史行为数据被组织成评分矩阵

ＲＵ×Ｉ的形式，其中的数据项Ｒｕｉ代表用户ｕ对项目ｉ（如商品、

新闻、影音作品等）的评分。现实中，用户只会给极少数的项

目评分，相应信息系统的评分矩阵相当稀疏。因此，推荐系统

需要预测出缺失的评分，并将其按分值排序，将评分值最高的

项目推荐给用户［３－４］。

基于协同过滤的推荐系统通常采用矩阵分解算法实现。

具体而言，矩阵分解需要从评分矩阵ＲＵ×Ｉ中推导出一个低阶

近似矩阵ＸＵ×Ｉ（＝ＷＵ×ＤＶＴ
Ｉ×Ｄ），其中ＤＵ，Ｉ（低阶近似矩阵

ΧＵ×Ｉ的秩Ｄ 远小于用户ｕｓｅｒ的数目Ｕ 和推荐项ｉｔｅｍ 的数目

Ｉ），ＸＵ×Ｉ＝ａｒｇ　ｍｉｎ　Ｅｒｒ
Ｘ＊
（ＲＵ×Ｉ－Ｘ＊）；Ｅｒｒ（·）表示误差。

ＷＵ×Ｄ（ＶＩ×Ｄ）的每一个行向量Ｗｕ（Ｖｉ）表示用户评分矩阵的

一个特征向量。因此，缺失的评分数据可以由ＷＴ
ｕＶｉ（＝Ｘｕｉ）

计算得到。

然而，现实数据集中通常存在一些不真实的数据，评分矩

阵中存在一定量的数据噪声。用户会下意识地给出不当评

分，或者信息系统受到人为评分干扰攻击，因此真实评分数据

中存在很多噪声［５］。现在的矩阵分解算法大都使用 Ｅｕｃｌｉｄ
范数‖·‖２Ｅ 作为误差函数，因此在评分噪声环境下表现得

不够鲁棒。之所以选择Ｅｕｃｌｉｄ范数作为误差函数，是因为人

们假设评分数据服从高斯分布。高斯分布对离群点的敏感性

致使少量的评分噪声会使得推荐准确率显著下降。

高斯混合分布可以平滑数据噪声［６］，且利用统计方法分



析评分数据，发现高斯混合分布能更好地拟合评分数据。据
此，在基于贝叶斯概率的矩阵分解框架下构建高斯混合矩阵
分解模型。实验结果表明，基于高斯混合模型的矩阵分解算
法使推荐系统获得了良好的鲁棒性，可以有效对抗评分噪声，

提升推荐的准确率。

２　矩阵分解

有两种主流的矩阵分解算法：基于期望最大化的奇异值
分解算法［７］和基于贝叶斯概率的矩阵分解算法［８］。这两种方
法在预测准确率上都可以取得不错的效果。

基于期望最大化的奇异值分解算法在期望最大化的框架

下做矩阵分解：此时，要估计的参数就是低阶矩阵ＸＵ×Ｉ。每
一次迭代，该算法根据已有的评分Ｒ′Ｕ×Ｉ估算缺失值期望，并
将其填入矩阵ＸＵ×Ｉ，以此估算未获得评分的项目可能得到的
评分。收敛后，可以得到ＸＵ×Ｉ的局部最优估计。

基于贝叶斯概率的矩阵分解算法属于概率生成模型，它
通过贝叶斯推理将矩阵分解。该算法将Ｒｕｉ，Ｗｕ，Ｖｉ 看作参
数服从特定先验分布的随机变量。引入先验分布可以有效防
范过拟合。与基于期望最大化的奇异值分解算法不同，该算
法用吉布斯抽样估计Ｗｕ 与Ｖｉ，其样本服从后验分布ｐ（Ｗ，Ｖ｜
Ｒ′Ｕ×Ｉ）。

这两种算法的前提都是假设评分数据服从高斯分布，导
致了它们对评分噪声的弱鲁棒性。

３　基于高斯混合模型的协同过滤算法

３．１　高斯混合矩阵分解算法
为了消除评分噪声的消极影响，基于高斯混合模型的协

同过滤算法（ＧＭＣＦ）设定评分数据服从高斯混合分布。高斯
混合模型包括了两个均值相等、方差不同的高斯分布。不同
方差的高斯分布混合后可以平滑评分数据的噪声。图１示出
了基于高斯混合模型的矩阵分解算法的图形化表示。

图１　基于高斯混合模型的矩阵分解算法图示

图１也可看作该算法的贝叶斯网络，其中，Ｒｕｉ，Ｗｕ，Ｖｉ 等
分别表示参数服从给定先验分布的不同随机变量。图１中变
量的分布如下：

ｐ（Ｒｕｉ｜Ｃｕｉ，Ｗｕ，Ｖｉ，Ｔ）＝Ｎ（Ｒｕｉ｜ＷＴ
ｕＶｉ，Ｔ－１）Ｕｕｉ（１－Ｃｕｉ）·

Ｎ（Ｒｕｉ｜ＷＴ
ｕＶｉ，εＴ－１）ＵｕｉＣｕｉ （１）

ｐ（Ｗｕ｜Ｑｗ）＝Ｎ（Ｗｕ｜０，Ｑ－１ｗ ） （２）

ｐ（Ｖｉ｜Ｑｖ）＝Ｎ（Ｖｉ｜０，Ｑ－１ｖ ） （３）

ｐ（Ｂ｜α，β）＝Ｂｅｔａ（Ｂ｜α，β） （４）

ｐ（Ｃｕｉ｜Ｂ）＝Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ（Ｃｕｉ｜Ｂ） （５）

ｐ（Ｔ｜η，λ）＝Ｇａｍｍａ（Ｔ｜η，λ） （６）

ｐ（Ｑｔ｜ｖｔ，∑ｔ）＝Ｗｉｓｈａｒｔ（Ｑｔ｜ｖｔ，∑ｔ） （７）

其中，ε＞０，ｔ∈｛ｗ，ｖ｝。Ｕｕｉ表示评分数据Ｒｕｉ是否缺失：Ｕｕｉ＝０

表示评分缺失；Ｕｕｉ＝１表示评分不缺失。式（５）－式（７）分别
表示伯努利分布、伽马分布和维系特分布。

根据Ｗｕ，Ｖｉ，Ｔ，可得到式（１）中的Ｃｕｉ：

ｐ（Ｒｕｉ｜Ｗｕ，Ｖｉ，Ｔ）

　＝∑
Ｃｕｉ
ｐ（Ｃｕｉ）ｐ（Ｒｕｉ｜Ｃｕｉ，Ｗｕ，Ｖｉ，Ｔ）

　＝ｐ（Ｃｕｉ＝０）Ｎ（Ｒｕｉ｜ＷＴ
ｕＶｉ，Ｔ－１）Ｕｕｉ＋ｐ（Ｃｕｉ＝１）Ｎ

（Ｒｕｉ｜ＷＴ
ｕＶｉ，εＴ－１）Ｕｕｉ （８）

式（８）表示评分数据由高斯混合模型生成，参数ε是Ｔ－１

的比例因子。

３．２　变分推断

假设ψ
ｏ和ψ

ｈ分别表示基于高斯混合模型的矩阵分解算

法中的已知变量｛Ｒ｝和隐含变量｛Ｑｗ，Ｑｖ，Ｂ，Ｃ，Ｗ，Ｖ，Ｔ｝。因

为很难用贝叶斯推理将后验分布ｐ（ψ
ｈ｜ψ

ｏ）表示成正则形式，

所以采用变分贝叶斯方法［９］（假设各个变量之间相互独立）获
取相对简单的ｑ（ψ

ｈ）作为复杂的后验分布ｐ（ψ
ｈ｜ψ

ｏ）的近似。

ψ
ｏ的对数边际概率可由下式得到：

ｌｎ　ｐ（ψ
ｏ）＝Γ（ｑ）＋ＫＬ（ｑ‖ｐ） （９）

其中

Γ（ｑ）＝∫ｑ（ψｈ）ｌｎｐ
（ψ
ｏ∪ψ

ｈ）
ｑ（ψ

ｈ） ｄψ
ｈ （１０）

ＫＬ（ｑ‖ｐ）＝－∫ｑ（ψｈ）ｌｎｐ
（ψ
ｈ｜ψ

ｏ）
ｑ（ψ

ｈ）ｄψ
ｈ （１１）

ＫＬ（ｑ‖ｐ）表示不同分布ｑ和ｐ 之间的 ＫＬ距离（相对
熵）。因为ＫＬ距离是非负的，采用Γ（ｑ）作为ｌｎ　ｐ（ψ

ｏ）的下
界。当最大化Γ（ｑ）（Γ（ｑ）＝ｑ（ψ

ｈ））时，ｑ（ψ
ｈ）会向ｐ（ψ

ｈ｜ψ
ｏ）

逼近，因此ｑ（ψ
ｈ）可以看成变分后验分布。为了简化优化过

程，ｑ（ψ
ｈ）被分解为如下形式：

ｑ（ψ
ｈ）＝ ∏

φ∈ψ
ｈ
ｑ（φ） （１２）

对于任意φ∈ψ
ｈ，Γ（ｑ）的极大值可由式（１３）给出：

ｑ（φ）∝Ｅ－φ［ｌｎ　ｐ（ψ
ｏ∪ψ

ｈ）］ （１３）

式（１３）中Ｅ－φ［·］表示分布∏
φ′≠φ
ｑ（φ′）的期望，利用式（１３）

迭代地最大化Γ（ｑ）。

更进一步地，为了处理未知参数ε，将Γ（ｑ）表示成Γ（ｑ，

ε），并用变分期望最大化算法［１０］优化Γ（ｑ，ε）：

Ｅ－ｓｔｅｐ：ｑ（ｋ＋１）＝ａｒｇ　ｍａｘ
ｑ
　Γ（ｑ，ε（ｋ））

Ｍ－ｓｔｅｐ：ε（ｋ＋１）＝ａｒｇ　ｍａｘ
ｑ
　Γ（ｑ（ｋ），ε）

在Ｅ－ｓｔｅｐ中，先验和变分后验分布都属于同一分布族，

将其中一些变分后验分布表示如下：

ｑ（Ｂ）＝Ｂｅｔａ（Ｂ｜α＋∑
ｕｉ
Ｅ［Ｃｕｉ］，β＋∑ｕｉ

（１－Ｅ［Ｃｕｉ］）） （１４）

ｑ（Ｑｗ）＝Ｗｉｓｈａｒｔ（Ｑｗ｜ｖｗ＋Ｕ，（∑
－１

ｗ
＋∑

ｕ
Ｅ［ＷｕＷＴ

ｕ］）－１）

（１５）

ｑ（Ｑｖ）＝Ｗｉｓｈａｒｔ（Ｑｖ｜ｖｖ＋Ｉ，（∑
－１

ｖ
＋∑

ｉ
Ｅ［ＶｉＶＴ

ｉ］）－１） （１６）

ｑ（Ｔ）＝Ｇａｍｍａ（Ｔ｜η′，λ′） （１７）

ｑ（Ｗｋ）＝Ｎ（Ｗｋ｜μ，Λ） （１８）

ｑ（Ｖｋ）＝Ｎ（Ｖｋ｜μ′，Λ′） （１９）

其中：

η′＝η＋
１
２∑ｕｉＵｕｉ

（２０）

λ′＝λ＋ １２ ∑ｕｉＵｕｉＥ
［（Ｒｕｉ－ＷＴ

ｕＶｉ）２］·（１－Ｅ［Ｃｕｉ］＋

Ｅ［Ｃｕｉ］
ε

） （２１）
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Λ′＝Ｅ［Ｑｗ］＋∑
ｉ
ＵｋｉＥ［ＶｉＶＴ

ｉ ］·Ｅ［Ｔ］（１－Ｅ［Ｃｋｉ］＋

Ｅ［Ｃｋｉ］
ε

） （２２）

μ＝Λ∑ｉＵｋｉＲｋｉＥ
［Ｖｉ］·Ｅ［Ｔ］（１－Ｅ［Ｃｋｉ］＋

Ｅ［Ｃｋｉ］
ε

） （２３）

Λ′－１＝Ｅ［Ｑｗ］＋∑
ｕ
ＵｕｋＥ［ＷｕＷＴ

ｕ］·Ｅ［Ｔ］（１－Ｅ［Ｃｕｋ］＋

Ｅ［Ｃｕｋ］
ε

） （２４）

μ′＝Λ′∑ｕＵｕｋＲｕｋＥ
［Ｗｕ］·Ｅ［Ｔ］（１－Ｅ［Ｃｕｋ］＋

Ｅ［Ｃｕｋ］
ε

）

（２５）

在 Ｍ－ｓｔｅｐ中，对Γ（ｑ，ε）中的ε求偏导数，并令其等于０，

可以得到：

ε＝Ｅ［Ｔ］
∑
ｕ，ｉ
ＵｕｉＥ［Ｃｕｉ］Ｅ［Ｒｕｉ－ＷＴ

ｕＶｉ］

∑
ｕ，ｉ
ＵｕｉＥ［Ｃｕｉ］

（２６）

这两个步骤收敛后，预测评分为：

Ｒｕｉ＝Ｅ［Ｗｕ］ＴＥ［Ｖｉ］ （２７）

最终，根据式（２７）完成整个用户评分矩阵的估算。

４　实验

４．１　半监督学习过程
推荐模型建立完成之后，为了进一步解决数据稀疏性问

题，提出一种基于半监督学习的数据学习方法，将有标签数据

和无标签数据都纳入推荐过程，以提升推荐系统的准确性。

如图２所示，将数据集分为３个数据子集，不同的子集中

包含差异化的数据样本。因为当数据子集少于３个时，数据

多样性不足；而数据子集多于３个时，会导致过拟合。差异化
的子集中包括有评分（有标签）的数据和无评分（无标签）的数

据。在不同子集的有标签数据上应用上文提出的基于高斯混

合分布的矩阵分解算法，标记各个子集中的无标签数据。这
些被标记的原始无标签数据组成不同的教练集（教练集即训

练集，但数据是被ＧＭＣＦ算法标记的原无标签数据），用于迭
代更新其他子集中的原始无标签数据的标签。最后，通过“组

合”把获得不同标记的子集合并到一起。

图２　半监督数据学习过程

不同数据子集的构建至关重要，数据子集间的差异性决

定了半监督学习方法的有效性。其差异性主要取决于子集中
的有标签数据。以数据置信度为标准，从有标签数据集Ｌ中
筛选样本分配给不同子集。对协同过滤推荐系统而言，用户

ｕ越活跃，项目ｉ被评价的频率越高，相关数据样本的置信度
越高，基于此类数据的推荐准确率也越高［１１］。数据子集Ｔｎ
中样本ｓｕｉ的置信度定义如下：

ＺＴ（Ｓｕｉ）＝
ｄ（Ｔ）ｕ ×ｄ（Ｔ）ｉ

τ
（２８）

其中，τ是正则化系数，ｄ（Ｔ）ｕ 表示数据子集Ｔｎ 中用户ｕ的活

跃程度；ｄ（Ｔ）ｉ 表示项目ｉ的被评分频率。

用基于置信度ＺＴ（Ｓｕｉ）的轮盘赌算法Ｒｏｕｌｅｔｔｅ　ａｌｇｏｒｉｔｒｍ
来选取各个子集中的有标签数据，选取样本ｓｕｉ的概率为：

Ｐｒ（Ｓｕｉ，Ｔ）＝
Ｚｒ（Ｓｕｉ）
∑

Ｓｕｉ∈Ｌ
Ｚｒ（Ｓｕｉ）

（２９）

具体而言，包括以下步骤：

Ｓｔｅｐ１　输入有评分的样本训练集Ｌ和未评分样本集合

Ｕｎ；

Ｓｔｅｐ２　初始化各个数据子集，设其为空集：Ｔ１＝，Ｔ２＝
，Ｔ３＝；

Ｓｔｅｐ３

　Ｓｔｅｐ３．１　通过式（２８）为所有样本计算置信度：

Ｆｏｒｅａｃｈ　ｄｏ

获取置信度ＺＴ（Ｓｕｉ）＝
ｄ（Ｔ）ｕ ×ｄ（Ｔ）ｉ

τ
；

Ｅｎｄ

　Ｓｔｅｐ３．２　根据置信度ＺＴ（Ｓｕｉ），以概率Ｐｒ（Ｓｕｉ，Ｔ）＝
Ｚｒ（Ｓｕｉ）
∑

Ｓｕｉ∈Ｌ
Ｚｒ（Ｓｕｉ）

，用轮盘赌算法选取有标签数据进入子集Ｔｎ；

Ｓｔｅｐ４　用Ｂａｇｇｉｎｇ方法从无标签数据中随机抽取样本，

完成子集分组；

Ｓｔｅｐ５　在不同子集上分别应用基于高斯混合分布的矩
阵分解算法，标记各个子集中的无标签数据：

Ｒｕｉ＝Ｅ［Ｗｕ］ＴＥ［Ｖｉ］

获得各个教练集Θｎ；

Ｓｔｅｐ６　将教练集中被标记的原始无标签数据加入到其
他子集的有标签数据中，迭代更新其他子集中原始无标签数
据的标签：Θ１＝Θ１Ｔ２Ｔ３，Θ２＝Θ２Ｔ１Ｔ３，Θ３＝Θ３Ｔ１Ｔ２；

Ｓｔｅｐ７　组合Θｎ 并输出最终的推荐结果。

４．２　实验结果
基于国际公开数据集 ＭｏｖｉｅＬｅｎｓ获取实验结果。为了验

证算法的鲁棒性和效率，在４个大小不同的数据集上验证：

Ｍ１数据集包含４８９个用户、１４６６部电影和对应的５００００条
评分记录；Ｍ２数据集包含９４３个用户、１６８２部电影和对应的

１０００００条评分记录；Ｍ３数据集包含１４２９个用户、３２６６部电
影和对应的２０００００条评分记录；Ｍ４数据集包含６０４０个用
户、３９００部电影和对应的１０００２０９条评分记录。

推荐结果的准确性用均方根误差ＲＭＳＥ来表示：

ＲＭＳＥ＝ ∑
（ｕ，ｉ）∈ＴｅｓｔＳｅｔ

（ｒｕｉ－ｒ
∧

ｕｉ）２

｜ＴｅｓｔＳｅｔ槡 ｜
（３０）

其中，ｕ表示用户，ｉ表示推荐项，｜ＴｅｓｔＳｅｔ｜表示数据集容量，

ｒｕｉ表示真实评分，ｒ
∧

ｕｉ表示算法得到的预测评分。ＲＭＳＥ的值
越小，说明预测值与真实值的误差越小。

表１首先给出了３种经典的推荐算法的实验结果：基于
用户的Ｋ最近邻算法（ＵＢ　ｋ－ＮＮ）、基于项目的Ｋ最近邻算法
（ＩＢ　ｋ－ＮＮ）和经典协同过滤算法（ＣＦ）［１２］；接着给出了近期其
他学者提出的算法的实验结果：通过决策树提取用户偏好的
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功能矩阵分解算法（ｆＭＦ）［１３］和通过挖掘电影类型信息获取

更好推荐效果的优化协同过滤算法（ＬＦｆＭＧ）［１４］；最后给出文

中基于高斯混合模型的协同过滤算法（ＧＭＣＦ）的实验结果。

表１　不同算法推荐准确性的对比

算法 Ｍ１ Ｍ２ Ｍ３ Ｍ４
ＵＢ　ｋ－ＮＮ　 １．０２５０　 １．０２６７　 １．０２２４　 ０．９５２２
ＩＢ　ｋ－ＮＮ　 １．０７３３　 １．０７５６　 １．０７０９　 １．０１４３
ＣＦ　 ０．９３１０　 ０．９３００　 ０．９２６０　 ０．８５９０
ｆＭＦ　 ０．９５０８　 ０．９４３９　 ０．９４３２　 ０．９４１３
ＬＦｆＭＧ　 ０．９７６４　 ０．９６１７　 ０．９５１５　 ０．９５２０
ＧＭＣＦ　 ０．８９８２　 ０．８９６０　 ０．８９５３　 ０．８３３８

表１中的实验结果证明，基于高斯混合模型的协同过滤

算法（ＧＭＣＦ）的推荐准确率获得了较大提升。其中 Ｍ４ 数据

集包含最多的用户及其评分数据，相对地更加接近真实场景，

更具代表性。图３是Ｇ４ＭＣＦ算法在 Ｍ４ 数据集上的迭代效

果，可以看出算法在迭代大约２５次后可以达到稳定且较高的

推荐准确率；图４是包括ＧＭＣＦ在内的不同算法在 Ｍ４ 数据

集上加入人为噪声（即评分矩阵与随机矩阵相加）后的推荐准
确率，图中数据说明ＧＭＣＦ算法具有良好的鲁棒性，对评分
数据噪声有较强的抵抗力。

图３　ＧＭＣＦ算法在 Ｍ４数据集上的迭代效果

图４　不同算法在加入数据噪声的 Ｍ４数据集上的迭代效果

除了测试推荐算法的预测准确率，还探究了其在解决冷
启动问题上的表现。首先评测各个用户的活跃度，然后按活
跃度将用户平均分为５组，每组分别测评ＲＭＳＥ的值。通过

观察不同活跃度用户组的ＲＭＳＥ，可以判断该算法在解决冷
启动问题上的表现。其结果如表２所列。

表２　不同算法在冷启动环境下的推荐准确性对比

算法／用户组 组１ 组２ 组３ 组４ 组５
评分数＃ ３４０　 １４８　 ７７　 ４４　 ２６
ＵＢ　ｋ－ＮＮ　 ０．９８１６　 １．０１９１　 １．０６９６　 １．１０４３　 １．１３８１
ＩＢ　ｋ－ＮＮ　 １．０１５６　 １．０５３６　 １．１０４１　 １．１３９６　 １．１８５２
ＣＦ　 ０．８９２９　 ０．９１００　 ０．９７８９　 １．０２９１　 １．０７８６
ｆＭＦ　 ０．８７４９　 ０．８９７８　 ０．９２９２　 ０．９７０４　 １．００５８
ＬＦｆＭＧ　 ０．８７２３　 ０．９０１１　 ０．９３２６　 ０．９７２２　 ０．９９８７
ＧＭＣＦ　 ０．８６９１　 ０．８８２９　 ０．９２１１　 ０．９６８２　 ０．９９１０

表２中的组１是活跃度最高的用户群，组５是活跃度最

低的用户群。实验结果说明，该算法在解决冷启动环境下的
准确率比ｋ－ＮＮ等算法有了近１０％～２０％的提升。

结束语　本文提出了一种基于高斯混合模型的协同过滤

算法，有效地平滑了评分数据中存在的噪声；还提出了一种基
于半监督学习的数据训练方法，将无标签数据纳入推荐过程，

缓解了推荐系统中的数据稀疏性问题。实验结果表明，这项
工作不仅提升了推荐算法的准确性和鲁棒性，而且有效缓解
了冷启动问题。推荐系统是在线服务的，其实时性至关重要，

这将是未来工作的重点。一个可能的解决方案是通过ｄｒｏｐ－
ｏｕｔ［１５］筛选出具有重大影响力的关键用户以减小训练集规
模，通过并行化技术加速训练过程等。
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