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互连网络的m 层二进制图模型

师 海 忠 1 师 越 2
(西北师范大学数学与统计学院兰州730070)1 (图科技大数据研究中心兰州730070)2

摘 要 超 立方体、交叉立方体、M 6b iu s立方体以及折叠立方体等都是著名的互连网络。它们有一个共同的弱点：其 

结点度随着网络规模（结点数)的增大而增大。这意味着依此互连网络设计出的超级计算机的扩展性很差。能否构建 

出既能保持它们已有特性又能使结点度固定的互连网络呢？现提出互连网络的m层二进制图模型，并依此模型设计 

了分别由超立方体、交叉立方体、M 6b iu s 立方体以及折叠立方体等生成的m 层超立方体、m 层交叉立方体、m 层 

M 6b iu s立方体以及m 层折叠立方体。特别地，m 层超立方体有一个特点：结点度可以不随网络规模的增大而增大，而 

且具有超立方体的特性。另外，还提出了由已知图生成m层图的概念。
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Abstract A l l o f the hypercube,crossed cube ,M ob ius cube and Folded cube are famous in terconnection ne tw o rks. T hey 

have a common w eak： its degree o f node in H ypercube (crossed cube ,M ob ius cube o r fo lded cube) increases w ith  the in­

crease o f ne tw o rk scale (num ber o f nodes). I t means th a t the sca lab ility o f the super com puter whose in terconnection 

new ork is Hypercube is weak. Can we design the in terconnection n e tw o rk th a t has features o f H ypercube and fixed de­

gree o f nodes? In th is paper, we proposed m -laye rs b ina ry graph model fo r in terconnection ne tw o rks. F rom  the m ode l, 

we designed new in terconnection n e tw o rks—m -laye rs hypercube,m -laye rs crossed cube,m -laye rs m obius cube and m - 

layers fo lded cube. E spec ia lly,m -laye rs hypercube have a fea tu re： the degree o f node in m -laye rs hypercube can no t in­

crease w ith  the increase o f new to rk scale and i t alm ost has a ll features o f hypercube. In a d d itio n, we proposed the con­

cept o f m -laye rs graph generated by given graph.

Keywords M -la y e rs hypercube,M -la y e rs crossed cube,M -la y e rs M obius cube,M -la y e rs fo lded cube,M -la y e rs b inary 

graph

1 引 言

互连网络是超级计算机的重要组成部分。互连网络的性 

能在某种程度上决定着超级计算机的性能。互连网络通常被 

模型化为一个图，图的结点对应处理机，图的边对应着处理机 

间的通信链路/信道。高性能和低成本是设计者设计超大规 

模互连网络时所必须遵循的两大基本原则，也是网络设计者 

所追求的目标。但影响网络性能和成本的因素很多。王鼎兴 

和陈国良[1]阐述了结构因素。B e rm o n d和 P eym t[2]总结了这 

些原则。徐俊明[34]再 次 对 其 加 以 阐 述 。这些原则是: 

1)小的固定结点度(sm a lle r fixed degree) ;2)小的通信传输延 

迟（sm all transm ission delay) ;3)简单的路由算法（easy rou­

t in g a lg o rith m ) ; 4) 均勻性 (u n ifo rm ity) 或对称性 (sym m etry) ; 

5)高容错性 (m ax im um  fa u lt to llerance) ; 6)可扩展性（extend-

a b ility) ;7)可嵌入性（em beddebility o f other topologies) ;8)有 

效的布图算法（effic ien t layou t o f V L S I c ircu its)。

上面所列的原则相互之间也包含着矛盾，例如，小的结点 

度和大的连通度，等。因此，网络的最优设计是指对影响网络 

费用和性能的各种因素进行较好的权衡(t r a d e o ff)。

A n d r等[5]和 L e igh ton[6]设计出了著名的互连网络——  

超立方体(hypercube)。E fe[7_8]设计出了交叉立方体 (crossed 

cu b e )。 C u ll 与 Larson[9]设计出了 M 6bius 立方体（M 6bius 

cube)。E l-A m a w y 与 L a t if i[1。]设计出 了折叠立方体（folded 

cube)。徐俊明M 综述了这些互连网络。这些网络有很多优 

良的性能[1118]，但都有一个共同的弱点：网络的结点度随网 

络规模(结点数)的增大而增大。这给依此互连网络建造的超 

级计算机在扩展规模升级时带来了很大的困难。文中提出了 

互连网络的m 层二进制图模型，依此模型设计出了 m 层超立
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方体、m 层交叉立方体、m 层 M 6b iu s立方体以及m 层折叠立 

方体。特别地，m 层超立方体的结点度可以不随网络规模(结 

点数)的增大而增大。师海忠[19_22]提出了互连网络的多部群 

论模型和正则连通圈模型。

本文第2 节阐述了如何由已知连通图构造新图;第3 节 

由超立方体或其变种生成m 层 n 维二进制网络;最后总结

全文。

2 由 已 知 连 通 图 构 造 新 图

2 . 1 已知连通图的结点集为全体n 维二进制数的集合 

令：

A 2 =  U m „ |%€{〇，1}“= 1 ，2,…，tz且 为 偶 数 }i = l

B 2 =  …: 1% e  {〇，1} …，7Z且 为 奇 数 }i = l
已知无向连通图G (A 2 U B 2，£：)，其中，A 2 U B 2 为 G 的结 

点集，E 为 G 的边集。

令：

孩= {(2々 +1，& 工2…工《)卜1工2…工《 e b2 }，々e
其中，I 为模m 的剩余类。

V (m ，A 2，B 2) = C l(A i U B i)k = l
易知，对任意工，:y e  V (m ，A 2，B 2)，存 在 /?，g e  和

工2… M ：y2…％ e  A 2 u  B 2 使得：

(2) 户= 心工以2…工„以力…3；„同时属于A2或B2;
(3) | 户一 = 1  m od(2m )，：d ：c2 … 和 3^：y2 …：y„ 中一个 

属于A 2，另一个属于B 2。

定 义 1 给定连通图G (A 2 U B 2，£：)，构造图 G [m ，A 2, 

B 2]如下：

⑴结点集为 V (m ，A 2，B 2);

(2)结点工=(户，工1工2…心）和结点：y= (<?，：y i：y2…:y«)之间 

连一条边，当且仅当下述条件之一成立，则称 G [m ，A 2，B 2]为 

由 G (A 2 U B 2，£：)生成的m 层 tz维二进制图。

1) 户=心工1工2…心和:yi：y2…:y«同时属于A 2 或 B2 且在 

G (A 2U B 2，£：)中连一边；

2) I 户一 = l (m o d  和3^力…％ 中一个属 

于A 2，另一个属于B 2且在 G (A 2 U B 2，£：)中连一边。

2 . 2 已知图有偶数(2w)个结点的情形

设已知图G 的结点集V 划分为满足下列条件的两个子 

集 A 和 B :

Cl)A [j B = V ；

(2) A f ]B = 0 ；

(3) \A \ =  \B \ = n〇 

令：

A k =  { i 2k ,x ) | x ^ A }

Bk =  {(2k Jr l ,x )\x e B },k e Z m }0 

其中，厶 是 模 m 剩余类加群。

令 V (m ，A ，B ) =〇( A ^U f t )。k = i
易知，对任意工，:y e V (m，A ，B)，存在户，於22饥和工。，：y〇 € 

A U B ，使得：

(V X = ( p ,x〇),y = ( q,y〇)-f

(2) 户=心工。和 ：y。同时属于A 或 B ;

(3) | 户一= 1  mod(2m)，工。和:y。中一个属于A ，另一个 

属 于 B 。

定义 2 构造图G[m，A ，B] :

(1) 结点集为V(m，A ，B);

(2) 结 点 和 结 点 ：y=((?，：y。）之间连一条边，当 

且仅当下述条件之一成立，则称 G[m，A ，B]为由 G 生成的m 
层 n 维二进制图。

1) 户= 心工。，:V。同时属于A 或 B 且在G 中连一边；

2) | 户一= l(mod 2m)，工。和:y。，一个属于A 中另一个 

属于B 且在G 中连一边。

2 . 3 已知图为二分图G U ，B)的情形 

设已知图G 为二分图G(A ，B)，则：

(1) A U B = V-f

(2) A D B = 0 O 
令：

A k =  {(i 2k j x ) \x ^ A } j k ^ Zm 

Bk =  {(2k Jr l ,x )\x e B },k e Z m 

其中，Zm是模m 剩余类加群。

令：

V (m 9A 9B ) = \ J (Ak [j B k)
k=i

易知，对 任 意 x ， ：y e  V (rn，A ，B )，存在

x 〇 , y 〇

W X = Cp,x〇) ,y = Cq,y〇);

(2) /?=g，工。和 3;。同时属于A 或 B ;

(3) | 户一= 1  mod(2m)，工。和 。中一个属于A ，另一个 

属 于 B 。

定义3 给定二分图G(A ，B)，构造图G[m，A ，B] :

(1) 结点集为V(m，A ，B);

(2) 结点工= (/?，工。）和 结 点 (g，̂。）之间连一̂ 条边，当 

且仅当下述条件成立，则称 G[m，A ，B]为由二分图G(A ，B) 

生成的m 层 n 维二进制图。

|户一g l^ Kmoc^ m)，:?:。和:y。中一个属于A ，另一个属 

于 B 且在G(A ，B)中连一边。

3 由超立方体或其变种生成的m层 n 维二进制网络

3 . 1 由 n 维超立方体生成的m 层 n 维二进制网络

定义4 在定义1中，取G(A2UB2，£：)为超立方体f t ， 

其中：

A2 =  {沿：?：2"\^ |石 € {〇，1} …，7Z且 为 偶 数 }
i =  l

孩 ={：?：1：̂" ：̂|：̂€{〇，1}，纟= 1，2广 .，72且 |^为奇数 }
i =  l

那么，G[m，A2，B2 ] 称 为 由 超 立 方 体 生 成 的 m 层 tz维二 

进制网络，记为 a (m，A2，B2)。

3 . 2 由w维交叉立方体生成的m 层 w 维二进制网络

定义5 在定义 1 中，取 G(A2 U B2，£：)为交叉立方体 

说 ，其中：

A2 =  {沿：?：2"\^ |石 € {〇，1} …，7Z且 为 偶 数 }
i =  l

孩={工 1：̂ " ：̂| ：̂€{〇，1}，纟= 1，2广 .，72且 ^^为 奇 数 }
i =  l
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那么 G[m ，A 2，B 2] 称为由交叉立方体C f t 生成的m 层 n 维 

二进制网络，记为 C Q„(m ，A 2，B 2)。

3. 3 由w维 M6bius立方体生成的m 层 w 维二进制网络

定义6 在定义1 中，取 G (A 2 U B 2，£：)为 M 6b iu s立方体 

0-M Q J 1-M Q J ，其中：

4 2 =  {沿：?^"：̂|：̂€{〇，1}“= 1，2广 .，72且 ^^为偶数 }i = l

B 2 =  … 1% e  {〇，1} …，7Z且 为 奇 数 }i = l
那么 G[m ，A 2，B 2] 称为由M 6b iu s立方体0-M Q J 1-M Q J 生 

成的 m 层 tz维二进制网络，记为〇-M Q „(m ，A 2，B 2) (1-M Q „ 

(m，A2，B2))〇

3 . 4 由w维折叠立方体生成的m 层 w 维二进制网络

定义7 在定义 1 中，取 G (A 2 U B 2，£：)为折叠立方体 

F f t ，其中：

A 2 =  …:|石 € {0，1} …，7Z 且 为偶数}i = l

B 2 =  …: 1% e  {〇，1} …，7Z且 为 奇 数 }i = l
那么 G[m ，A 2，B 2] 称 为 由 折 叠 立 方 体 生 成 的 w 层 ^维  

二进制网络，记为 F a (m ，A 2，B 2)。

4 g „(m ，A2，B2)和 1 ^ (所 ，4 2，逆 ）的性质

引理1M  (D f t 是 n 正则二部图(A 2，B 2)，有 个 结  

点 和 条 边 。

(2) a 是 H a m ilto n可分解的。也就是说，当 tz为偶数 

时，0 «是 ^/2个边不交 H a m ilto n圈的并;当 tz为奇数时，〇„ 

是边不交的〃/2个H a m ilto n圈和一个完美对集的并。

(3) a 的连通度和边连通度都为I

(4) a 的直径为 I  

由引理1 易知如下定理1。

定理 1 (l )Q„(m ，A 2，B 2)有 个 结 点 和 7zm2w条边， 

是 2tz正则图。

(2) f t (m ，A 2，B 2)是 7Z个边不交H a m ilto n圈的并。

(3) 当 7Z为偶数时，Q„(m ，A 2，B 2)是边不交的2m (7z/2)个 

长 为 的 圈 的 并 ; 当 n 为奇数时，̂( 叫 ^ ^ 是 边 不 交 的  

2m ((/z —1)/2)个长为2W的圈和2W_1个长为2m 的圈的并。

⑷ ^ ^ 叫 ^ ”的连通度和边连通度均为加。

(5) a (m ，A 2，B 2)的直径为 m —l+TZo

(6) Q„(m ，A 2，B 2)是边不交的tz2w-1个长为2m 的圈的并。 

引理2M 设 n 为奇数，则：

⑴ 風 是 tz+ 1 正则二部图(A 2，B2)，有 个 结 点 及 (7Z+

I )”-1条边。

(2) F a 是边不交的U —D / 2个 H a m ilto n圈和两个完 

美对集的并。

(3) F a 的连通度和边连通度都为^ +  1。

(4) F a 的直径为h /21。

由引理2 易知定理2。

定理2 设 7Z为奇数，则：

2U + 1 )正则图。

(2)F a (m ，A 2，B 2)是边不交的 7Z—1 个 H a m ilto n 圈和

2"个长为2m 的圈的并。

(3)F a (m ，A 2，B 2)是边不交的 2m ((n —1)/2)个长为 

的圈和2W个长为2m 的圈的并。

(€^〇2(肌，# ，迕）的连通度和边连通度均为2(”+ 1 )。

(5)F a (m ，A 2，B 2)的直径为 m —1 + 「tz/21。

，B 2)是边不交的U + l )2«-1个长为2m 的

圈的并。

结束语 a (m ，A 2，B 2) 和 F a (m ，A 2，B 2) U  为奇数） 

是文中设计出的两类新的互连网络。它们除了分别具有超立 

方体 f t 和折叠立方体F Q „ 的性质外，还具有如下性质:结点 

度可以不随网络规模(结点数）的增大而增大，即具有更好的 

可扩展性。它们的其他性质有待进一步的研究。另外，还给 

出了两个新的概念—— 由已知图G (A 2B 2，£：)生成的m 层 tz 

维二进制图G [m ，A 2，B 2]和由已知图G 生成的m 层图G [m ， 

A ，B ]。这些图的性质有待进一步的研究。
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令 J 值为3,确定 K 的最优值，如表1(b)所列，可知当K 为 5 

时识别精度最高。从表2 可知，2D 距离法在所有的实验中精 

度最低;体积距离法在每类训练图较多时精度最高，一般性能 

随每个类的训练图数量的增加而增加;R〇w-K N N 算法在每 

个类训练数量较少时精度最好，成为了最有效的计算方法。

表 1 K ，J 的最优值计算 

( a ) K = 5时 Row-KNN的分辨精度/%

特征向量值
2 3 4 5

1 79. 5 74.5 69. 5 65. 0 63. 0
2 94. 5 93. 5 93.0 92. 0 93. 5
3 96.0 96.0 95. 5 95. 0 94. 5
4 96.5 97.0 98.0 95.5 95.5
5 96.0 97.5 96. 5 95. 0 95. 0
6 97.0 96. 5 97.0 94. 5 94. 0
7 97.5 96.5 97.0 95. 0 96.5
8 96. 5 96. 5 96. 5 95. 0 96. 0
9 96. 5 96. 5 97.0 95. 5 97. 0

10 96.0 96.0 95.5 95. 0 96. 0

( b ) J = 3 时 R o w - K N N 的分辨精度/%

特征向量值

K 值 1 2 3 4 5 6 7
1 44.0  55.0 58.5 67.0 69.5 72.0 72.5
2 84. 5 89. 5 92. 0 93. 0 93.0 94. 5 95. 5
3 90.0  9 2 .5 95. 0 96. 0 95.5 97.0 97.5
4 90.0  9 2 .5 95. 0 96. 0 95.5 97.0 97.5
5 94.0  96.0 97. 5 97. 0 98.0 97. 5 96. 5
6 94.5  96.5 97.0 96. 0 97.0 96.0 96. 0
7 94.5  96.5 97.0 96.5 97.0 96.0 96. 0
8 9 5 .5 96.0 96. 0 96. 0 96. 5 96. 5 96. 0
9 97.0  96.0 96. 0 95. 0 97.0 97.5 96.5

10 96.5  96.5 96. 0 95. 0 95.5 96.0 96.5

表 2 ORL数据库的实验结果

距离算法 精确度/% 特征数

2D测距 95. 5 366

列测距 96. 0 366

AMD测距 97. 0 366

体积测距 98. 0 366

本文算法 98. 0 149

3 . 2 应用于Yale数据库实验结果

Y a le数据库包含15个人的165幅灰度图像，尺寸为243X  

320,图像有不同的表情和光照，通常条件下，中心光线、无配

graphs [J] . Taiwan Journal of Mathematics, 2005, 9 ( 4 )： 661­

670.

[ 1 9 ]  师海忠. 互连网络的新模型：多部群论模型 [ J ] .计算机科学， 

2 0 13 ,4 0 (9 )：21-24.

[ 2 0 ]  师海忠. 正则图连通圈:多种互连网络的统一模型[C]//中国运 

筹学会第十届学术交流会论文集.2010:202-208.

[ 2 1 ]  张欣，师海忠.交叉立方体连通圈网络的Hamilton分解 [ J ] .软 

件，2015,36(8):92-98.

[ 2 2 ]  王海锋，师海忠. M6bius超立方体网络的Hamilton分解 [ J ] .软 

件，2015,36(10):85-89.

镜、左侧光源、右侧光源、配镜作为训练图像，困倦、眨眼、高 

兴、悲伤、惊讶等表情用于测试图像。从 表 3 可以看出，体积 

距离和R ow-K N N 方法的准确度最高，但 是 R ow-K N N 需要 

较少的特征数。

表 3 Y ale数据库实验结果

距离算法 精确度 特征数

2D测距 94.66 2000

列测距 97. 33 1000

AMD测距 98.66 1500

体积测距 100 500

本文算法 100 433

结束语合理地使用特征矩阵的乘法特性可以在准确 

性、处理时间和存储能力方面取得较好的效果。实验表明，在 

2D 矩阵中，本文提到的所有算法中，R o w -K N N 算法更具有 

可行性，当训练样本较多时，体积距离法的精确度要优于其他 

算法，但是当每类的训练样本较少时，本文提出的R o w -K N N  

算法在精确度和存储能力方面要比体积算法更好。该算法弥 

补了与P C A 算法相比2D P C A 需存储较多系数的缺点。该 

算法通过跳行的方法去除了行之间的冗余信息，但是 J 值不 

能应用于所有的数据库，其依赖于人脸图像的尺寸，因此，研 

究自动划分方法来确定特征行的最佳值将在后期工作中进 

行，进而可以提高本算法的适用性。
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