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一种基于搜索路径识别的 CDCL 命题逻辑求解器延迟重启算法
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摘 要 适当的重启有助于求解器跳出局部最优，但频繁重启会严重降低效率。为解决 COCL 求解器重启触发条件

随意性大的问题，提出一种基于搜索路径识别的延迟重启算法。该算法使用 Luby 序列触发延时重启判断，将当前搜

索珞径和己搜索路径转换为向量空间模型，通过计算向量空间相似度来判断当前搜索过程是否会进入重复搜索空间。

若向量空间相似度达到设定阅佳，则触发重启，否则延迟重启。采用 SAT 国际竞赛的实例，与两个主流的求解器进行

了对比实验。结采表明，所提算法能够有效规避重复搜索空间问题，并显著提高求解效率。
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CHEN Qing-shan1.2 XU Yang2 WU Guan-feng1.2 HE Xing-xing2 

CSchool of Information Science and Technology ,Southwest Jiaotong University ,Chengdu 611756 ,China)1 

CNational-Local Joint Engineering Laboratory of System Credibility Automatic Verification ,Chengdu 610031 ,China)2 

Abstract An appropriate restart is he1pfu1 for a solver to iump out of the 10ca1 optimization , but more frequent restarts 

will significantly reduce the efficiency. To address the arbitrariness of triggering conditions for the restart of COCL sol 

ver , the de1aying restart a1gorithm based on path identification was proposed in this paper. Specifically, the Luby se 

quence is uti1ized to trigger the de1aying restart decision , which converts current path and the searched paths to vector 

space mode1s (VSMs) such that the simi1arity of VSMs is ca1cu1ated to iudge whether the current search process will 

get into the repetitive search space. Once the under1ying simi1arity reaches a given thresho1d , the restart is triggered , 
otherwise it will be de1ayed. SAT internationa1 testing examp1e and two state-of-the-art solvers were adopted for com­

parison purpose. The experimenta1 results show that the proposed a1gorithm can not on1y effective1y avoid the repetitive 

search space , but a1so obvious1y improve the solving efficiency. 
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引言

布尔可满足性 (SAT) 问题是首个被证明的 NP 完全问

题目。工业领域中很多问题都可以被转化为 SAT 问题来求

解，相应的 SAT求解器被广泛应用于集成电路验证、模型检

验、软件验证和组合优化等领域。传统的 SAT求解器大多基

于 DPLL[2J (Davis Putnam Logemann Lo飞re1and) 算法框架。

在过去 20 年间，学者们在 DPLL 的基础上提出了很多启发式

算法和程序优化技术，如启发式分支决策四、非时序回溯町、

重启〔町、周期性学习子句删除、懒散数据结构[4J 等，它们逐渐

发展并形成了目前最为流行的 CDCL[3J (Conflict-Driven 

C1ause Learning)求解框架。

尽管如此，由于 CPU、内存等硬件条件和求解算法自身

的限制，在应对工业领域中的大规模复杂问题时，即使是当今

最先进的求解器也很难表现出完美的性能，其主要原因与

COCL求解器的搜索机制相关。 COCL 求解器的搜索过程实

质是基于虚拟二叉树的深度优先搜索。在此方式下，搜索过

程极易频繁地进入局部冲突和回溯状态，从而陷入局部最优，

进而无法跳出。文献[8J揭示了回溯搜索机制下的运行时间

服从重尾分布(Heavy-Tai1ed Distributions) ，即少部分变元的

正确赋值对快速得到结论起着决定性作用，并且在搜索中进

行的绝大多数回溯实际上毫无意义。在此基础上，作者提出

了随机重启策略，重启指通过随机重置搜索过程，即清除之前

的所有变元赋值状态，并从根节点开始选择决策变元来进行

到稿日期 :2016-11-28 返修日期: 2017-02-09 本文受国家自然科学基金项目 (61673320 ， 11526171 ， 61305074) ，中央高校基本科研业务费

项目 (2682017ZT12)资助。

陈青山(1982一) ，男，博士生，主要研究方向为智能信息处理， E-mail: qschen@home. s叫tu. edu. cn(通信作者) ;徐 扬(1956 一) ，男，博士，教授，

博士生导师，主要研究方向为自动推理;吴贯锋(1986一) ，男，博士生，主要研究方向为智能信息处理;何星星(1982一) ，男，博士，讲师，主要研究

方向为自动推理。



280 计算机科学 2017 年

重新搜索。实验证明，采用随机重启策略可以有效消除重尾

现象并跳出局部最优状态。变元赋值状态存储[9J 和赋值序列

复用口。]的提出显著减少了重复分支决策的次数，对求解工业

领域的问题(尤其是可满足问题)颇为有效。

在 SAT 问题求解中，根据重启间隔可大致分为静态重

启 [11 叫和动态重启 [15 町两类。文献口7J详细评估了静态重

启和动态重启策略的效率，证明了动态重启策略总体上优于

静态重启策略。然而，从本质上讲，重启是为了避免搜索过程

进入重复的冲突空间，即当前搜索路径不与巳搜索路径重复。

但从理论上说，识别重复路径需要惊人的匹配量，这显然是无

法完成的。

本文在 Luby[口]静态重启策略的基础上，结合动态重启

策略对冲突状态的评估，通过建立搜索路径匹配的向量空间

模型，提出了一种基于轻量级搜索路径匹配的延迟重启策略。

当搜索冲突次数达到 Luby 序列设定的阔值时，通过搜索路

径匹配，判断当前搜索与巳搜索路径的相似度，即进入重复搜

索空间的相似度，一且相似度达到设定条件即重启，以规避进

入相同冲突空间。对比实验表明，所提算法显著加快了求解

速度。

2 基本原理

2.1 SAT 问题

给定一组有限变元集合 x={工1 ，足，… ， Xn } ， Xi 可以被

赋值为 1(真)或 O(假 )0 SAT 问题可表示成以合取范式

(Conjunctive Normal Form， CNF) 的形式给出的公式~，~由

多个子句合取而成，于句 C 由文字析取而成。文字 li 是对应

变元 Xi 或其否定寸码，有 Xi=寸寸Xi 且矶和寸均不能同时

为 1 或 0。如φ=(寸X1 V X3) 八 (X1 V X2) 八 (XZ V寸工3 V X5) 八

(寸工2V寸X4 V 寸Xs) ， 即是一个有 5 个变元和 4 个于句的

CNF公式。若子句中任意文字被赋值为真，则子句值为1，或

被满足;若子句中所有文字同时被赋值为 0，则称指定赋值使

得子句为假，或指定赋值使得子句不被满足。公式￠是可满

足的当且仅当所有于句同时被满足。

SAT 问题指寻找 X上的所有变元赋值x':x→ {O ， 1 }，使

得￠为真。若存在这样的赋值，则￠是可满足的;否则￠是不

可满足的。对于公式 ~o ，存在 x'={ 工1 = 1 ,X2 = 1 ，均 =1 ，

工4 =O ,Xs =O} ，使得件的所有子句为1，因此￠。是可满足的。

2.2 CDCL 框架

CDCL[町的搜索本质是基于完全工叉树的非时序回溯搜

索。该算法在每个决策层挑选一个未赋值变元作为决策变

元，并确定一个分支方向，即将决策变元赋值为 1 或 0。用石

表示决策层 d(d注O ， dεN)的决策变元 ， L(Xi)表示 Xi 所在

的决策层，有 L(Xi) =d。利用布尔约束传播规则(Boolean

Constraint Propagation , BCP) 可推导出必须赋值的变元。

BCP规则可返回推导过程是杏出现冲突，即某个变元的两个

分支必须同时被赋值为 1 或 0。若出现冲突，则启动冲突分

析和非时序回溯，并清除当前决策层到回溯层之间的所有变

元赋值，从回溯层决策变元的另一分支开始搜索。若回溯层

为 0，则说明冲突发生在初始搜索位置，可以直接判定原公式

是不可满足的。若公式中所有变元都被赋值且无冲突，则说

明原公式是可满足的。不难看出，CDCL 搜索算法在最坏情

况下拥有与变元个数相关的指数级复杂度。

2.3 重启策略

静态重启是最简单的重启策略，该方法为总冲突次数设

置一个计数器，并设定重启周期，当总冲突次数达到周期阔值

时即重启。设 T= {t1 , t2 ， …，川 (k二三O ， k εN)表示重启时的

总冲突次数阔值序列 ， ti (0ζiζk)表示第 i 次重启时的总冲

突次数阔值，则静态重启可大致分为以下 4 类。

(1)固定间隔重启。其序列状态 T为等差数列，即 ti=

ti-l 十 !::，.t (i二三1)，其中 !::，.t 为间隔次数。在 Chaff[4J 中 !::，.t 为

700 , Berkmin[7J 为 550 ， Siege[叫为 16000 。

(2) 固定几何增长因于重启。其序列状态 T 为等比数

列，即 ti =γ • t;-l (i二三1)，其中 γ为几何增长倍数。如 Minisat

v 1. 14[18J 设置 ti = 1. 5ti-1 (i二三1)， Walsh[22J 设置 ti= γ • ti-1 

(i二三1， 1<γ<2) 。

(3)嵌套几何增长因于重启。 PicoSAT[21J 首次提出了这

种重启控制方式，在搜索过程中设置短周期间值 znn旷和长

周期阔值 outer 嵌套的计数器，初始值均为 100 ，用 znner 控制

重启开关。当 znner二三 outer 时 ， outeγ 增大1. 1 倍，并重置

znner为 100;否则 znneγ 增大1. 1 倍。

(4)叠加几何增长因子重启。 Luby口3J序列是该类序列中

的代表，是公认的解决随机问题的最佳调度策略问。其序列

在几何增长的同时叠加前序所有阔值，其序列状态 T= {1,1, 

2 ， 1 ， 1 ， 2 ， 4 ， 1 ， 1 ， 2 ， 1 ， 1 ， 2 ， 4 ， 8 ，…}，可由如下公式给出:

但是 1 ， if i=2k -1 

82= 以沪 1-1' if 2k-1~i<2是 1
由于&间隔较小，在实际应用中无意义，因此通常需要

乘以一个放大系数 γ，即 ti= γ • ði 。在 Minisat 2. 2口1J 中， γ 被

设置为 100 。

静态重启算法存在一个明显缺陷，即无论间隔周期设置

得多大，-__I=L搜索过程接近得出的结论(可满足或不可满足)

时就触发重启，则前面所做的搜索将被重置，求解器不得不重

新开始搜索。为弥补该缺陷，学者们提出了动态重启策略，该

策略研究冲突状态并引人评估算子，当冲突状态到达临界状

态时重启。

动态重启策略体现了冲突原因与重启的相关性。文献

口5J提出了文字块距离 (L出ral Block Distance , LBD) 的概

念，即学习子句中包含的决策层的个数。通过监控学习子句

的 LBD，设置重启触发条件: 1) LBD 的短期平均值大于长期

平均值 25% ，且上一次重启至今冲突次数大于 50;2)最近学

习子句的 LBD太大。文献口创为每个决策层设置 c(d)来记

录对应的总冲突次数。当搜索发生冲突并回溯到决策层 d

时，计算总冲突次数 g 与 c(d) 的差值 h=g-c(d)。其中 ， h

反映了在决策层d 对应决策变元的冲突规模，若 h 大于某个

临界值，则重启。 Glucose[町首先计算区间 LBD 移动平均值

SMA 和累积移动平均值 CMA ，然后比较区间移动平均与累

积移动平均的偏离程度，若 SMA>c' CMA(c> 1) ，则重启。

文献[12J提出了一种基于敏捷度的延迟重启策略，即通过动

态观察搜索过程的敏捷度来决定是否需要重启。若大部分变

元已保存的极性都被翻转过，即很多变元的两个分支均被搜
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索，说明很快得出不可满足结论的可能性在增大，则暂缓重

启;若仅有少部分变元的极性被翻转，说明搜索过程可能已陷

入局部最优而无法跳出，则重启。文献[2日在 Glucose 的基

础上提出了一种基于平均决策高度的延迟重启策略，若平均

决策高度小于(不超过 70%)平均 LBD，则跳过重启。

3 重复搜索路径识别

重复搜索路径识别指当前搜索出现冲突并达到 Luby 序

列设定的重启阔值时，将当前搜索路径与巳搜索路径进行匹

配，若当前搜索路径与某条巳搜索路径达到一定的相似度，则

停止当前搜索(即不再在本条路径上回溯) ，并调用重启程序，

开始新的搜索。

定义l(搜索路径) 设￠是 CNF公式，户7 是￠的对应搜

索树中的任意节点(即决策变元及其分支方向) ，则从根节点

到任意叶节点之间的决策分支构成一条搜索路径 γ={ρ1 , 

扣，…，户n} ，其中 n 为￠中的变元个数。

定义 2(搜索路径集合) 设￠是 CNF公式，η 是￠的一

条搜索路径，则求解￠的所有可能搜索路径可表示为 R=

{rl ,rZ ， …，η) (1ζhζ2仆，其中 n 为￠中的变元个数。

定义 3(路径相似度) 设￠是 CNF 公式，R 是￠的可能

搜索路径集合，对于 V r, E R, V r2 E R, r， 和 η 的路径相似度

可表示为 S(r"r2) 。

3. 1 精确路径匹配

精确路径匹配是较简单的一种匹配方法，即逐一比较两

条路径上对应的决策变元，一且出现不一致即停止比较，并返

回相似度。图 1 给出了两条搜索路径，其中，η 为当前搜索路

径，η 为待匹配的己搜索路径，每一个决策层的第一个变元为

决策变元，决策变元及其推导变元所在决策层用 level 表示。

r， 王[王王]王
」一「γ一一__)I 飞」…γ

level: 1 I level: 2 level: 3 level: 4 

r丁

图 1 搜索路径示例

用 H(γ)表示路径 γ 的长度，有 H(r，) =14 , H(r2) = 16; 

用 C(r"r2)表示到和 η 中连续相同的决策变元个数 ， r， 和

η 在第一决策层的决策分支一致，因此 C(r" η) = 40 r， 与

η 的精确相似度为 z

C(γ， , r ,) 4 
S( r, ， r，)=一一ι」一=一句0.29

1 ， ζ H(r，) 14 

但在大多数情况下，重启后的搜索路径从根节点处即选

择了不同的决策变元，相应的路径相似度为 0。因此，在实际

应用中这种匹配模式的意义不大。

3.2 基于向量空间模型的路径匹配
回顾图 1 所示的搜索路径，虽然 r， 与 η 的精确匹配度不

高，但在相同的决策层存在重合的决策分支，因此实质上它们

是具有关联性的。

定理 1 设 φ 为 CNF公式#的搜索空间，存在搜索路径

r , = {X1'足，工汁，η={工3 ,X2 ,Xl } ，分别对应搜索空间 φI r， 和

φ|γ; ，{固定也和 φ2元冲突，则也和岛是等价的，记为<þ，丰丰岛。

证明:由 CDCL决策过程可知，搜索路径们对应的决

策分支为 X， =1 八 x2=1 八 x3=1 ， 等价于 x3=1 八 X2 =1 八

工1 =1 ，即等价于 η 对应的决策分支。假定心和 φ2无冲

突，则说明 n 和 η 为有效赋值路径，有 φ| 叫 =1 八

工'=1 八 x"=l样φ| 品 =1 八 x， =l 八 ε=1 ，即 φ1 悖。。

定理 1 体现了决策分支的无序性，因此可建立向量空间

模型口9] (Vector Space Model , VSM)来测算内与 η 的相似

度。 VSM是一种用于评估文本信息相似度的代数模型，因其

简洁、高效而被广泛应用于文本信息检索中。在 VSM 中，文

档 D 由互不相关的特征项(即词条)Ti (1ζi~η)构成，其中 n

为D 中的特征项总数，每个特征项 Ti 按照重要程度被赋予

一定权重帜，有 I; W; = 100。文档 D 可表示为 n 维向量

D(T, ,W , ;T2 ，W2 ; … ;Tn ，Wn ) 。给定两个文档 A(TA1 ， W A1 ; 

TA2 ， WA川… ;1'，岛 ， WAn ) 亲口 B(Tj且 ， W B1 ; TB2 , W B2 ; …; TBn , 
W Bn ) , TAi必须与 TBiJÆ一对应，即 TAi =TBi (1ζz运时，则 A

和B 的内容相似度可表示为A 和 B 空间夹角。的余弦值 2

Z WAkWBk 

S(A ,B) =cos(8) = 卢二二L 卢一一一 (1) 

代 I; WÃk • 代 I; Wßk

CDCL搜索路径可转化为向量空间，由定理 1 可知，搜索

路径 r， 与 r2 中包含的决策变元的并集构成向量空间特征

项，即 T=r， Uη 。对于 Vρz 巨~ Tr1 , r2 ' 其权重由户z 在搜索路

径中对应的决策层决定。从深度优先搜索过程来看，搜索过

程越深入，剩余搜索子空间越小，即越接近根部的决策分支，

对搜索空间的剪枝能力越强。设 r， 和 η 对应的向量空间分

别为乱和丸，则户7 在R，中的权重 WR， i可由下式给出:

η L(户i)十 1 200(n-L(ρi) 十1)
WR咽赞100= (2) 

C(到·士是 C(户i) • (nL 十n)

其中 ， L(户i)为决策变元户7 在 γ1 中所属的决策层，η 为 γ1 中

的总决策层数 ， C(户i)为 r， 中与乡处于同一决策层的变元个

数。因此，搜索路径 n 与 η 的相似度为:

I;WR， 是WRok
S(r"r2)= ~二L一 二一一一 (3) 

、 :EWAK· 、主WÆ2 k
由 WR， i 的定义可知，同一搜索路径中具有相同决策层的

变元的权重相同。

对于图 1 所示搜索路径 n 和 η ，其特征项 T为 r， 和 η

中所有出现的决策变元，即:

T(寸x， ， 寸X2 ， 功 ， X4 ， 岛，寸X6 ， 工7 ，功，岛，工11' 工12 ，工13 , 

X14 ,X15 ,X16 ,X17 ,Xzo ,X22 ,X28) 

由式(3)可知 ， r， 中第一决策层中变元均对应的权重为:

2OO(n-L(众)十1) 200(4-1 +1) 
=10 

R,3 c(n2 十n) 4(42 十的

以此类推 ， r， 的空间向量为 z

R, (~工1 ， 3. 3;~码， 10; 工3 ， 10; 丑， 10; 工5 ， 5;~工6 ， 10;

x7 ， 10; 工8 ， 10; 工9 ， 3. 3; 工11 , 10; 工12 , 0; 工13 , 0; 工14 ， 0;

X'5 ， 3.3; 工曰 ， 5; X'7 , 5; X20 , 5; X22 ,0; X28 ,0) 

η 的空间向量为:
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Rz (~町，O;~码， 7.5;巧， 10; 工4 ， 7.5;巧， 6. 6;~矶， 10;

工7 ,10; Xs , 10; Xg , 0; Xn , 7. 5; X12 , 6. 6; X13 , 2; X日， 2;

工15 ， 2; 工16 ， 0;工17 ， 2;工20 ， 6. 6;工22 ， 7. 5;工28 ,2) 

γ1 与 η 的相似度为 z

E=WR寸是WRek
S(r1 ， η)= 厅主_1__ 斤「一

~22WLh· 、王W主2 k

计算结果表明，η 与 η 具有高度相似性，若 n 继续在本

路径上回溯搜索，则可能会进入与 η 相同的搜索空间。如果

此时重启搜索过程，则在很大程度上可避免重复搜索，从而加

快求解速度。

4 实验结果

本文在 Minisat 和 MapleCOMSPS 求解器的基础上分别

实现了基于路径识别的延迟重启策略，相应的改进版分别称

为 Minisat PI 和 MapleCOMSPS_PL Minisat 是国际上知名

的 C配LSAT 求解器，近几年 SAT 国际竞赛中很多具有优

异表现的求解器都是 Mir山川的改进版，且 Minisat 中未集成

更多的优化技术，在对比测试中容易看出改进算法的性能差

异。 MapleCOMSPS是 2016 年 SAT 国际竞赛 Main Track组

的冠军，与之对比能够更好地体现本文算法的能力。实验测

试实例来自于 2015 年 SAT-Race 的 main track 组 (300 个实

例)和 2016 年 SAT Competition 的 m且in track(Application) 

组(300 个实例) ，涉及密码验证、多机器人路径规划等领域。

每个测试实例无预处理且限时 2000s o 硬件环境为 Intel i7 

6700 3. 4GHz CPU , 16G 物理内存， Red Hat Enterprise 7. 3 

操作系统。

动态重启间隔阔值采用 Luby 序列，放大系数为 100 ，即

T={100 ,100 ,200 ,100 ,100 ,200 ,400 ,100 ,100 ,200 ,100 ,100 , 
200 ， 400 ， 800 ，…}。为减少路径匹配量，实验中设置当前搜索

路径 n 与已搜索路径 η 的长度比大于 0.8 时才开始匹配，即

n (H(r1) ,H(rz)) 
二三0.8，否则继续选择下一条己搜索路径

(H归) ,H(r2)) 

进行匹配。为比较不同相似度阔值对求解效率的影响，分别

设置了 n 与 η 的相似度阔值贝贝，η )=0.5+0.05i(iεN ，

0ζiζ的，对应 Minisat_PI 和 MapleCOMSPS 的不同版本。

对比测试结果分别如表 1 和表 2 所列， Minisat PI 和

MapleCOMSPS_PI 均能正常运行，且求解结果正确。对于

2015 年的竞赛例， Minisat_PI 的 10 个改进版中有 8 个改进版

的求解总数优于 Minisat 原版，尤其是对不可满足实例， 10 个

改进版本的求解个数均不少于原版。 MapleCOMSPS 的 10

个改进版中，有 7 个改进版优于原版，对于不可满足实例，有

8 个版本的求解个数不少于原版。对于 2016 年的竞赛例，

Minisat 的 10 个改进版中有 9 个版本的求解实例数不少于原

版山rIapleCOMSPS 的 10 个改进版中有 7 个版本的求解实例

数不少于原版。

表 1 Minisat嵌入路径识别延迟重启策略前后求解个数的对比

测试集 类别 Minisat 
Minisat PI(使用不同相似度阂值)

0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 。.95

SAT 111 120 111 105 119 117 112 115 110 120 106 
SAT Race 2015 

UNSAT 59 65 61 62 63 61 61 60 61 65 59 
ι1ain Track 

TOTAL 170 185 172 167 182 178 173 175 171 185 165 

SAT ÜJmpetition 2016 SAT 49 59 59 57 57 57 56 54 58 55 53 
Application of Main UNSAT 58 58 58 60 58 57 59 59 59 56 52 

Track TOTAL 107 117 117 117 115 114 115 113 117 111 105 

表 2 MapleCOMSPS嵌入路径识别延迟重启策略前后求解效率的对比

测试集 类别 MapleCOMSPS 
0.50 0.55 

SAT 147 142 
SAT Race 2015 

UNSAT 75 75 
Main Track 

TOTAL 222 217 

SAT ÜJmpetition 2016 SAT 63 61 
Application of Main UNSAT 68 63 

Track TOTAL 131 124 

对比测试结果表明，基于路径识别的延迟重启策略在规

避重复搜索空间中发挥了作用，减少了重复冲突。但从表中

也可看出，相似度越高并不代表可求解的实例越多，这也说明

设置过高的延迟重启条件也可能导致搜索陷入局部最优，从

而无法跳出。在实际应用中，建议路径相似度 S(r1 ， η)取

[0. 65 , 0. 90J ，可得到较好的优化性能。

结束语本文对 SAT 问题求解中的重启技术进行了深

入分析，指出了现有重启策略的不足:对于静态重启方式，无

论间隔周期设置得多大，一且求解器在趋近于得出的结论时

便会触发重启过程，则已有的搜索将前功尽弃。动态重启虽

143 

74 

217 

61 

65 
126 

MapleCOMSPS_PI(使用不同相似度阅值)

0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 

149 148 152 152 151 150 149 136 

76 75 75 78 76 75 78 71 

225 223 227 230 227 225 227 207 

63 58 64 64 64 63 64 62 

68 75 68 71 67 70 70 66 

131 133 132 135 131 133 134 128 

不考虑间隔周期，但反复评估当前搜索状态，容易陷入局部最

优。本文引人信息检索中的向量空间模型相似度刻画方法，

在 L由y静态重启策略的基础上，结合动态重启策略对冲突

状态的评估，提出了一种基于轻量级搜索路径匹配的延迟重

启策略。实验结果表明，延迟重启策略可有效规避重复搜索

空间，并显著提高求解效率。
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