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基于 Euclid算法的广义猫映射构造方法及在图像置乱中的应用 
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摘 要 基于欧几里得算法求乘法逆元的思想，提出了两种构造广义猫映射的简单方法。一种基于 Fibonaeei序列， 

一 种基于 Dirichlet序列；还给出了结合这两个序列的构造方法。仿真实验表明广义猫映射的变换周期是可变的并且 

相对于猫映射更大，从而有较好的置乱效果，这也使得它的安全性优 于猫映射和 Fibonacci等置乱变换。在 图像信息 

隐蔽存储与传输中，这类图像变换具有重大的应用价值，为图像置乱提供了更坚实的理论基础。 
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Abstract Based on the idea of multiplication inverse of Euclid algorithm，two easy construction methods for generalized 

cat map were presented．One iS based on the Fibonacci series and the other iS based on the Dirichlet series．Moreover， 

one construction method was presented combined with these two series．Simulation experiments show that the period of 

generalized cat map is alterable and greater compared with that of cat map，thus they have better scrambling effect and 

also make them much securer than cat map and Fibonacci transforr~ In practice they can find great value in practice in 

image information hiding for storage and transmission and provide a much solider theoretical foundation for image 

scrambling． 
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信息安全已成为当前学术界和产业界关注的热点，图像 

版权保护就是其中一个重要的课题。而传统的保密方法对于 

图像信息保护的研究远远不能满足用户的需求。随着计算机 

技术与数字图像处理技术的发展，对图像信息的处理已有一 

些成果[ l，如数字水印技术、图像信息隐藏l_2 ]，而图像置乱是 

信息隐藏的基础[2]。Arnold变换，或者说猫映射具有很好的 

混沌特性[ ]，将它引入到图像的置乱处理获得了良好的效 

果。但由于猫映射有周期性l_2。]，且参数仅有 4个 ，用于数据 

加密时容易受到攻击。文献E8]将猫映射进行了推广，但在图 

像加密系统中密钥所要求输入的参数较少，广义猫映射的形 

式也只有 4种，尽管系统也具有置换、替代、扩散等加密系统 

的基本要素，但抗明文攻击的能力较弱，这就带来了不安全。 

文献[9]提出了基于拟仿射变换的数字图像置乱加密算法，研 

究了 QATLIC的性质及构造方法。受此启发本文提出了两 

种使用欧几里得算法 构造广义猫映射的简单方法。 

1 猫映射及广义猫映射 

猫映射最早由Arnold引入，因经常用一张猫脸进行演示 

而得名l6]。设有单位正方形上的点(z ，Y )，将点 (z ，Y )通 

过下式变换为另一点( +1， +I)： 

( 一( )( )cmo㈣ ㈩ 
对任意z有 rood 1=x--Ix]，其中[z]表示 的整数部分。 

猫映射具有保面积性、实数上的一一映射性和混沌性。文献 

[8]将猫映射推广为广义猫映射。首先将相空间推广为Z × 

ZN(Z ={0，l，2，⋯，N一1))，即只取 0到 N一1的正整数。 

其次将方程推广为最一般的二维可逆保面积方程： 

(X n+ 1)一(：：)( )cm。d N， cz， 
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式中，n，b，c，d， ,yn， + ， + 均为整数，且△一i。 f— l c d I 

土1和 O≤ ， ， +】， +】<N。 

广义猫映射具有保面积性、整数上的一一映射性，但不再 

具有严格意义上的混沌性。此外它具有周期性。一幅图像经 

若干次迭代之后又恢复到原来图像，所以广义猫映射在选择 

迭代次数时要注意其周期性。 

2 两种广义猫映射的构造方法 

2．1 使用 Fibonacci序列构造广义猫映射 

对于整数序列 a ，如果 a 一0，az一1，当 k>2有 a 一 

77h2H +n 一2，其中m为非零的整数 ，则称 a 为广义 Fibonacci 

序列。当 一1时a 即为经典的 Fibonacci序列。 

定理 1 任意给出广义 Fibonacci序列中连续的两个整 

数。 ， + ，其中k>l，都可以构造出一个整数矩阵f。 1， 、
c ， 

使得 ad--bc=±1。 

证明：当a 和a川 不同时为 1时，使用欧几里得算法m 

求乘法逆元的计算方法，对 a 和a +。组成的列向量进行以下 

初等行变换 ： 

(； )( a州k)一( a—k )一( ) (3) 
不断重复式(3)的过 程 ，最后 这 两个 数将成 为 1和 0，即 

有 

(； ) a k+)一( ( ) ㈤ 

显然矩阵( )的逆矩阵为Q ( )一 
／口 盘 、 

【 。)，Q 的行列式为lQ l一一1。由于 

( )( )一( )( ：：)一(： ) 
用递推法，很容易得出 有以下重要性质： 

一 ak+2 1̈ 
＼ak+l ak ， 

上式两边取行列式得 I l—I Q，l l 一(一1) ak+ a 一 

+ ，，J~ffijak+ 一 + 一± ，令(；三)一( amk+ )，即 
完成了广义猫映射的构造。 

2．2 使用 Dirichlet序列构造广义猫映射 

若口，6互素，序列{a }满足 â=(k--1)a+b，其中忌为非 

零的整数 ，称这个序列为 Dirichlet序列m]。实际上它是一个 

特殊的等差序列。 

引理 1 任意给出两个互素的整数 。，c都可以构造出一 

个整数矩阵(：三)，使得n 一 一±1。 
证明：分 3种情况证明。 

当日一f一1时，6，d取两个连续的整数即可。当 口，f仅有 
一 个为 1时，不妨设 。一1。任取一个整数作为 6，取 d为bc± 

1。当口，C均不为1时，为简化讨论，不妨设口>c>1。下面使 

用欧几里得算法[”3求乘法逆元的计算方法，对 a，C组成的列 

向量进行初等行变换： 

f 一『-旦 )一( )一( ) ㈣ L L C-J J 
显然 c>a >1成为类似 a~c>l的情形 ，继续重复式(5) 

的过程，最后这两个数将成为 1和 0。根据欧几里得算法可 

以知道，所需的矩阵个数不多于 2log。C[ ]，记这一序列的矩 

阵为A ，很显然 JA {一一1。定义 A—IIA ，显然 {A J一一1， 

上述变换过程可表示为： 

A(；)一( ) (6) 
现在 任 取 一 个 整 数 2和 ，兵 中 一 ± 1，构 造 向量 

( )。现在对矩阵( )按式(6)所示的变换进行逆变换， 
最终得到的矩阵为： 

( )一(； ( )) (：三) 

显然J：三I—p A-1( )J—I A-1 I l( )f一± 。 
至此完成了式中口，6，c，d的构造。 

定理 2 任意给出 Dirichlet序列中连续的两个整数 ， 

m+ ，其中k>l，都可以构造出一个整数矩阵 1使得。d一 、
C ， 

bc= ± 1。 

证明：当a，b同时为 1时，Dirichlet序列退化为 自然数序 

列，很容易构造出一个满足条件的矩阵( ； )，其中是 
为任意正整数。 

当n，b不同时为 1时，使用欧几里得乘法[ 求乘法逆元 

的计算方法，对 Dirichlet序列中的两个整数 a ，口⋯ 组成的列 

向量进行以下变换： 

( 1 )( )( ) 
= ( 0 --志1)( 志 6)一(6a) 

由引理知对f?1可完成广义猫映射的构造。 ＼，，， 

事实上，从上式证[j⋯ ⋯ ,e a
。k+ )一Ql 一 (：)，其 

中a一( (fill m= 时的 一( D )。 
在实际构造时，n，6可以取经典 Fibonacci序列中的两个 

整数 ,an+l，由此可以构造出一个矩阵Qil—fan 州)一 、 
+ 1 a ／ 

(。 6：)。那么由Dirich1et序列中连续的两个整数 ， 
ak+l构造的满足条件的矩阵可以表示为： 

Q 一 Qr一( )(愚 )(。 6；) 
一 ((k-- 1 ＼ )(口+6)+口 口̂／ 一 

例如当a=5，b=3时，k=3，5，10所对应的矩阵分别为： 

( ； )，( ；i 8／~(s，；ii)。或者愚，，z分别取大于z 
的正整数，计算Ql 一 Qf得到对应的矩阵。例如k=3，n=6 



对应的矩阵为( ；)， 一4， 一5对应的矩阵为 

( )。 
3 仿真实验与分析 

本文对 512×512的 Lena图像进行了仿真实验。不失一 

般性 ，只对其局部进行了实验。首先给出 3个基于猫映射的 

图像变换实例。当图像大小分别为 124×124，144×144， 

89×89时，猫映射的变换周期分别为 15，12，22，对应的猫映 

射图像状态如图 1所示。接着给出3个基于广义猫映射的图 

像变换实例。当图像尺寸分别为 95×95，144×144，121× 

121时，它们的广义猫映射变换的图像状态如图 2所示。 

(a)大小为124×124的局部陶像 

(b)大小为 144×144的局部图像 

MaoO Maol M ao2 M ao3 Mao4 M描  Mao6 M ao7 

Mao8 M ao9 Mao10 M aoll M aol2 M ao13 Mao14 Mao15 

Mao16 Maol7 Maol8 M ao19 Mao20 Mao21 Mao22 

(c)大小为89×89的局部图像 

图 1 猫映射的图像变换状态 

(a)95×95的局部图像，k=3，n-5，州期2O 

014 D15 D16 DI7 018 D19 D20 

(b)144×144的局部罔像，k=3，n=6，周期 72 

(C)12l×l2l的j口j部 像，k=3，n=6，周期22 

图 2 广义猫映射的图像状态变换 

图像置乱的功能是扰乱图像的像素位置，将原始图像变 
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换成一个杂乱无章的新图像，如果不知道所使用的置乱变换， 

就很难恢复出原始图像。通常图像置乱是图像信息隐藏、图 

像信息分存和数字水印等任务的基础性工作，置乱方法的优 

劣将直接影响其它任务的效果 。而基于猫映射的图像置乱效 

果较差。从图 1中可以直观地看出，当变换次数为 1～3时置 

乱的效果都差。因为图像变换在有限域中是有周期性的 一， 

所以对不同的图像大小来说，猫映射的周期是不同的，有时它 

的周期很小，在工程中是无法使用的。相对于以上不足，基于 

广义猫映射的图像置乱变换的置乱效果很好。从图 2中可以 

直观地看出，即使只有一次变换，图像的置乱效果在统计上和 

视觉上都具有服从均匀分布的白噪声的特性。 

其次，广义猫映射的周期可以选择较大的。例如当图像 

大小为 144×144时，猫映射的变换周期为 12，而使用 k， 一 

3，6的广义猫映射时，它的变换周期为 72，它的周期是猫映射 

的变换周期的 6倍。当局部图像的大小为其它值时，结论是 
一 致的，猫映射和广义猫映射对应的周期如表 1所列。广义 

猫映射可以通过计算 Q1 得到，由于 k， 的取值范围 

大，因此算法具有很好的适应性，也就是说对任意大小的图像 

总可以选出一个周期比较大的广义猫映射，从而解决了猫映 

射图像置乱效果差的问题，而两者的计算复杂性是一样的。 

表 1 猫映射和广义猫映射的周期比较 

再次，在图像加密时，可以让用户输入k，，z及叠代次数作 

为密钥 ，由于输入的参数可多选，密钥空问大，真正可以做到 

一 次一密，彻底解决文献E8]中广义猫映射的形式只有 4种选 

择的困境 ，增了加图像加密系统的安全。 

结束语 本文分析了猫映射和广义猫映射在图像置乱处 

理中的效果 ，结果表明后者的周期可变，置乱效果更好。本文 

提出两种有效 的方法用于构造广义猫映射，一种基于 K— 

bonacci序列，一种基于Dirichlet序列。此外文章还给出结合 

这两个序列构造广义猫映射的方法。这些方法为图像置乱提 

供了更坚实的理论基础。广义 Fibonacci序列和 Dirichlet序 

列的一个突出性质是它们的任意两个相邻的元素互素，故广 

义猫映射中的参数a，c可任取序列中的两个相邻元素。在程 

序实现时，可以将用户的自行输入作为加密的密钥，可以做到 

一 次一密，从而大大增加了图像加密系统的安全性。 
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但针对不同的QBF公式所得结果并不稳定 ，对于某些问题仍 

然会花费较长时间，但这种非 CNF的思想是值得深入研究 

的。 

基于 QBF的规划方法的求解性能依赖于 QBF编码的构 

造和求解两个方面，不同 QBF编码的选用很大程度上依赖于 

对应的 QBF求解器的性能。可以考虑两种解决策略：设计与 

具体求解器完美匹配的有效编码或者设计求解具体编码的最 

佳性能的 QBF求解器。显然，区别于 QBF求解技术的研究， 

有效的 QBF编码设计是基于转换的规划方法的核心问题。 

随着各种复杂规划问题的提出，并进一步参与规划系统性能 

的衡量，迫切要求为其设计新的对应编码方式，使得 日趋成熟 

的 QBF技术得以在智能规划领域中得到利用。 
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