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摘 要 熵理论是信息系统中不确定性研究的有效工具之一。首先给出了集值信息系统的拟序关系，在此基础上i 

入了粗糙熵，讨论了粗糙熵的最大、最小值，并证明了粗糙熵的单调性。 
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Abstract Entropy theory is an effective tool for studying uncertainty．Based on a pre~order relation defined on an set- 

valued information system，rough entropy was proposed．The maximum and minimum values of rough entropy were 

shown．And the monotony of rough entropy was also proved． 
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1 引言 

粗糙集理论L1]是波兰数学家 Pawlak 1982年提出的一种 

处理不精确、不确定及模糊性知识的软计算工具。该理论由 

于能够分析处理不精确、不协调及不完备等信息而引起人工 

智能工作者的广泛关注，目前已被成功应用到机器学习与知 

识发现、数据挖掘、决策支持分析、过程控制、模式识别等领 

域 。 

熵的概念最早被用于度量热力学系统的无序性和紊乱 

性，1948年 Shannon借用熵 的概念度量系统的不确定性_6]。 

之后很多学者利用熵的概念研究粗糙集理论 中的不确定性。 

苗夺谦等人[7 ]从信息角度，给出了知识的粗糙性与信息熵 

之间的关系，证明了熵与互信息基于知识的粗糙性的单调性。 

王国胤等人研究了信息论观点和代数观点下的属性约简关 

系_g]，并提出了基于条件信息熵的决策表约简算法_1 。梁吉 

业等人口 讨论了完备及不完备信息系统中知识熵和粗糙 

熵之间的关系，并研究了完备及不完备信息系统中信息粒度 

与熵之间的互补关系l】 。 

本文将熵的概念引入到集值信息系统中，在集值信息系 

统中引入了拟序关系，给出了拟序关系下覆盖集的性质；建 

立了粗糙熵的概念 ，研究了粗糙熵的极值性，证明了粗糙熵随 

着信息粒的减小而单调减小。 

2 集值信息系统 

定义 1 称(【，，A，F)为集值信息系统，其中，U一{32 ，zz， 

⋯ ，-z )是非空有限对象集合，称为论域 ；A一{a ，a 一，a } 

是非空有限属性集合；F一{ ：VaEA}是 U到A上的函数 

集合，其中， ： +P0( )(Va∈A)称为信息函数， 是属 

性a的值域，Po( )是 上非空子集的全体。 

定义 2 设(U，A，F)为集值信息系统。对任意的 B A， 

定义 U上的二元关系 

RE一{( ， )： ( ) ( )(VaEA)) 

称R 为集值信息系统(U，A，F)上的拟序关系。 

显然，R吾是 自反、传递的，但不是对称的，故不再是等价 

关系。 

记 R ( )一{yEU：(z， )∈RE}，称 R吾(z)为包含 -z的 

信息粒，则全体信息粒L，／脂 一{ (z)：：rEU}构成 u的一个 

覆盖。即对于每一个 zEU，都有 蹯 (z)≠0，且 UR (z)一 
∈ U 

U。 

性质 1 设(U，A，F)为集值信息系统，则对任意的 BE 

A，37，Y∈U， 

(1)若 BC_A，则 R吾且 R吾一nR ； 

(2)若 B A，贝0RE( ) R (z)且 R (z)一nR (z)； 

(3)若 YERE( )，贝0 R ( ) R吾(z)且 R (-z)一U 

{R旨(j，)：yE ( )}； 

(4)RE( )=RE( )甘 V口EB， ( )一 ( )。 

记C一{U／R-~：B A}是基于拟序关系 构成的 U上 

覆盖的全体。在C上定义一个二元关系 ： 

U／R吾 U／腊 甘 Vz EU，都有 脂 ( ) (五)，其中 
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尺 (z )∈U／R吾，R ( )∈U／R手，简记为 B C。 

选一步，Uf蹯 一‘Uf 错 xi EU，南 (I )一 

(-z )，简记为 B一<C。U／脂 <U／ ∞ V五E U，都有 胨  

( ) R (五)，简记为 B<C。 

定理 1 (C， )是一个偏序集。 

证明：设 B，C，D A。对任意的五EU，都有 尺吾(五)一 

R (五)。于是 B B。假设 B C且C B，则对任意的∞∈ 

U，都有 R (五) j (五)且 磁：(墨) R{ (五)。于是对任意 

的z ∈U，都有 ( ) R手(-z ) R吾(z )，即 R吾(矗)一j 

(xi)。从而 B一<C。若 B C且 C D。则对任意的 xi∈ 

U，都有R (五) 磁；(五)且 磁；(丑) 蹯 (五)。故对任意的 

EU，都有 R吾(五) R (z ) R (z )，即 R吾( ) j 

(z )。所以B D。综上即得(C， )是一个偏序集。 

显然，{ (置)一{丑}：五∈U}是(C， )中最小的覆盖， 

{R吾(z )一U：37 ∈U}是(C， )中最大的覆盖。 

定理 2 设(U，A，F)为集值信息系统，则 

B A=》A B 

证明：设 BC_A，则由性质 1知硒 Rl 。故对任意的五E 

U，都有j (z ) 脂 (五)，从而有U／ U／ ，即A B。 

例 1 表 1给出了一个集值信息系统( ，A，F)，其中U一 

{371， 2，⋯ ，z }，A一{al，a2，⋯，a }。 

表 1 集值信息系统(U，A，F) 

由表 1知，对任意的属性 aEA，属性值域 一{1，2，3}， 

且对任意的 xEU， (-z)∈Po( )。由定义 2，蹯 一{( ， )： 

(-z) 厂d( )(VaEA)}，故由属性集 A对 U的分类所得的 

信息粒为 

R (z1)一{z1，x2，x5，z6} 

R ( 2)一{ 2， 5，z6) 

醑 (x3)一{x2，x3，．2 4，x5，轧} 

R (-z4)一{z4，z6} 

簖 (z5)一{z5) 

(X6)一{35"6) 

若记 B一{a ，az，口 )，则可得属性子集 B对 U的分类所 

得的信息粒为 

R ( I)一f l， ， 5，砧 } 

R吾( 2)一{z2，z5，z6) 

R吾(z3)一{ 1，z2， 3，x4，z5，z6} 

皤 (x4)={．／72，x4，375， ) 

R吾( 5)一{ 5) 

R ( 6)一{ 2，,175，x6} 

从而对任意的xi∈U，婿 (xi) 威 (五)。即A对 的 

分类细于B对 U的分类。于是 A B。 

3 集值信息系统上的粗糙熵 

定义 3 设 (u，A，F)为集值信息系统，U／ ={ 

(五)：x EU}。则 A的粗糙熵定义为 

E (A)一一
i = 1 

l。gz 

式中，IXI表示集合 X的基数。 

例 2 例 1中给出了集值信息系统(U，A，F)。则由属性 

集 A对U的分类所得的信息粒及定义 3可求 A的粗糙熵 

Er(A)一一
i = l

上 l。gz 

一  log： ．27i)I 

=

4

b 

1。g24+ 3 1。g

23+詈l。g25+21。g22+百1 

log2 1+÷logz 1 

一  

4
十  
1 l。g23+百5 l0g25+1 =4

． 394 

定理 3(极小性) 设(U，A，F)为集值信息系统，BG．A。 

则 

V Jci∈U，脂 (五)一{五}甘E (B)一O 

证明：因为对任意的 五EU，信息粒 R (z )都包含 ， 

故蹯 (z )一{xi}舒 lR吾(z )I一1。由定义 3即得 Er(B)一O。 

反之，设 (B)一O。则 

E，(胪  l。g2 I ( =o 

因为对任意的x ∈U，都有 五∈R吾(z )，于是 1R吾(五)l≥1 

且 >o，故对任意的 xi 6U，l。gz I尺吾(五)I：o，所以 

对任意的 ∈U，IR吾(丑)I一1，即V aT ∈U，R吾( )：{ici}。 

定理4(极大性) 设(u，A，F)为集值信息系统，B A。 

则 

Vx EU，R (五)=U甘E (B)一lUIlog2 IUl 

证明：设对任意的XlEU，j爵(五)一U成立。则I皤 (五)f— 

IUI。由定义 3得 Er(B)一IUl loga IUl。反之，若 Er(B)一Iul 

lo＆IUI，则 

log ( )l=luI1。g~[UI= 1 g~IUI 

因为对任意的xi∈U，都有R (五) u，所以对任意的五E 

U，有 

lR (z )llogzI脂 (z )l：1UIlogzIU1 

若存在 zoEU使得R (五) U，则 1≤ lR吾(xo)l<IUl 

且 logz J (x0)J<log~lUj。于是J (Xo)J10g2 J蹯 (xo)I< 

IUllog2 IUI矛盾。从而对任意的五EU，脂 (置)一U。 

定理 3说明，当取到最小覆盖时，粗糙熵达到最小值 0。 

定理 4则表明，当取到最大覆盖时，粗糙熵达到最大值 I U J 

logz lUI。故定理 3及定理 4给出了粗糙熵的极值性。 

O≤Er(B)≤lUI logz lUl 

定理 5 设(U，A，F)为集值信息系统。则对任意的 B，C 

A，若B C，则 Er(B)≤Er(C)。 

证明：由B C知对任意的z ∈U，R吾(五) R8(丑) 

故{蹯 (xi)I≤J胯 (xi)I且 logz{焉 (嚣)l≤logz』眨 (五)f， 

于是1R (z )Ilogz lR (z )l≤ 1R (-z )I logz lR手(z )l。由 

定义3即得 Er(B)≤Er(C)。 

定理 5说明若集值信息系统中知识的分类能力增强，则 
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信息粒减小，使得粗糙熵随之单调减少。 

推论 1 设(U，A，F)为集值信息系统，B，CVGA。若 B一<C， 

则 E(B)一E，(C)。 

但定理 5和推论 1的逆命题不一定成立。 

由定理 2及定理 5易得： 

推论 2 设(U，A，F)为集值信息系统。则对任意的 B 

A，有 E (A)≤Er(B)。 

定理 6 设(【，，A，F)为集值信息系统。则对任意的 B， 

C A，若 E (B)一E(C)且 B C，则 B一<C。 

证明：由B C知对任意的 ∈U，RE(五) (五)。 

假设B一<c不成立，则 ≠眨 。于是存在2／0∈U使得R吾 

(xo)(==醑 ( o)，所 以 

E (B)一～
i =1i 1 i 

l。勘 
Xi U I I“  ， 

一 蓦 lOgz iRE(1rI)l 
一  

。 

⋯  ·+ 

{R (xi0)I 

~ig-x 

z + 

I ( 。)l 

log2 

log2 

<墨 话 j胯c∞，)+ 嗯 

I一蓦 loa I~( 一E(0 
这与 E(B)一E，(C)矛盾，所以 B一<C。 

由定理 6的证明及定理 5可得： 

推论 3 设(U，A，F)为集值信息系统，B，C A，若 B< 

C，则有 Er(B)<Er(C)。 
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结束语 熵理论是信息系统中不确定性研究的有效工具 

之一。本文在集值信息系统中定义拟序关系，在此基础上给 

出了覆盖集的性质，引入了粗糙熵的概念，研究了粗糙熵的极 

值性，证明了粗糙熵随着信息粒的减小而单调减小。 
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