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变焦佳点集遗传算法 
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摘 要 通过使用数论佳点集理论与方法构造出佳点交叉算子，佳点集遗传算法(GGA)具有更快的收敛速度和精 

度，且避免了常见的早期收敛现象，但是二进制编码的佳点集遗传算法在位 串长度确定的情况下无法克服二进制与实 

数之间的映射误差。针时二进制编码遗传算法存在从最高位到最低位依次收敛的多米诺现象，提 出含有变焦因子的 

佳点集遗传算法来变相增加位 串编码长度以期缩小该映射误差，提 高搜索效率和求解精度。通过不同雏数 下的 

Benchmark测试函数的仿真结果表明，改进的算法具有全局收敛、求解精度和搜索效率高的优点。 
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Abstract Good point set genetic algorithm has superiority in convergence speed，accuracy and overcome premature ef— 

fectively by using the good point operator which is based on the principle of set in number theory．However，when the 

length of chromosome is fixed，the discretization error is inevitable．Aiming at the domino phenomenon of convergence 

from the highest position to lowest position of binary coding in good point set genetic algorithm，a zooming factor was 

proposed to lengthen the length of chromosome indirectly to minimize the discretization error，SO the search efficiency 

and solution accuracy are improved as a result．The simulation results based on Benchmark test function of different di— 

mensions verify that the proposed good point set algorithm with zooming factor has the advantage of global conver— 

gence，high precision solution and search efficiency． 
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进化算法(EAs)是一种模拟 自然进化过程的全局优化算 

法。作为进化计算方法中的一种，遗传算法同传统的优化算 

法相比，对优化目标函数的形态，如可导、连续性等没有要求， 

其适用范围广，鲁棒性强，易于编码实现和并行化，已经成功 

地应用于解决各种优化问题。近年来，对遗传算法理论及其 

在优化问题中的应用一直是研究的热点，针对该领域存在的 

诸多问题，提出了一系列性能优秀的进化算法，佳点集遗传算 

法就是其中的一种。2001年，张铃和张钹老师基于数论佳点 

集理论与方法，将实分圆域均匀分布的佳点映射到求解问题 

的搜索空间，使得所构造的个体能在搜索空间内均匀分布，比 

采用随机方式更加均匀，并在二进制编码条件下构造了佳点 

交叉算子，进而诞生了“佳点集”遗传算法，为遗传算法的理论 

研究开辟了一条新的路径_1 。为了增强佳点集遗传算法的普 

适性，肖赤心提出了一种实数域下的佳点交叉算子，并将其用 

来解决约束优化进化问题和神经网络的前端处理算法[2。 ， 

取得了满意的结果。佳点集遗传算法由于具有收敛速度快、 

精度高等特点而得到广泛关注 ，并成功地运用于解决不同领 

域的优化问题 ]。 

对于二进制编码的遗传算法 ，如果位串长度固定，由于不 

可避免地存在实数域(问题的求解域)到二进制域的映射误 

差，因此即使遗传算法能够搜索到最优的二进制模式串，也将 

因为映射误差的存在而损失精度；并且，如果目标函数对这种 

“损失”是敏感的，那么算法的精度就会大打折扣。然而，二进 

制遗传算法具有一个共同的特点：最高位先收敛，其次是次高 

位，第三位等依次收敛，也即“多米诺现象”。这就使得在使用 

定长染色体编码时可以通过变焦算法来提高遗传算法的搜索 

效率和解的精度[7 。本文将变焦因子嵌入佳点集遗传算法， 

构造了均匀的初始化种群。改进的算法具有更快的收敛速度 

和更高的解精度，适合于实际求解工程问题。通过对函数优 

化问题的仿真测试，并和已有的算法进行比较，结果表明本文 

提出的改进算法是有效的。 

1 佳点集遗传算法 

1．1 佳点集基本定义与性质 
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(1)设 G 是S维欧式空间的单位立方体，即 -z∈G ，z一 

( 1， 2，⋯， )，其中 O≤z ≤1， 一1，2，⋯，s。 

(2) ( )一{( ( )， ( )，⋯， ( ))，1≤i≤7,／}为 

G 中含”点的点集，其中O≤ ≤1， 一1，2，⋯，s。 

(3)对 G 中的点 r一(F1，r2，⋯，rs)，令 N (rl，r2，⋯， ) 

表示 P ( )中满足 O≤ ( )≤Fi，i一1，2，⋯，s的点的个数。 

记 ( )一supI 一 l，其中 一 n r2⋯ ，则称点集 
’ figs ，f 

( )有偏差 ( )。若对任意 ，均有 ( )一0(1)，则称 ( ) 

在 G上是一致分布且偏差为 ( )。 

(4)令 rEG ，形为 ( )一{(n×i，F2×i，⋯， × )， 一 

1，⋯， }的偏差 ( )满足 ( )一C(r，￡)n ，其中C(r，￡)是 

只与 r，￡有关的常数，e为任意小的正数，则称 P ( )为佳点 

集 ，r为佳点。 

(5)取 rk一2cos(2~k／p)，l≤忌≤5，P是满足( 一3)／2≥s 

的最小素数，则 r为佳点。取 一ek，1≤忌≤s，则 r也是佳点 

(分圆域)。 

定理 1 令 P ( )(i一1，⋯，，2)具有偏差 妒( )，fEB ，则 

r 

l If(x)dx～ 1∑f(P ( ))l≤ (厂) ( )(*)，其中B 为 
若1 儿 = 

维囿变圆类， (_厂)是 _厂的全变差。 

定理 2 若(*)对所有 ．厂∈B 都成立，则 P ( )(i一1， 

⋯ ，，z)为有偏差不超过 ( )的点集。 
I 3f I 

定理3若-厂(z)满足l厂I≤L，J I≤L(i一1，⋯，s)， 

I I≤圳≤ ≤ ⋯．I l≤L，用给定的 
点的函数值构成的任何加权和来近似计算函数 ，l z l在 G 上 

的积分，误差都不能希望比O(n ’更小。这个性质正是上面 

点集称为“佳点集”的由来。 

因此，使用佳点集来进行近似积分，误差 的阶仅与 有 

关，而与空问的维数 s无关 ，这对高维的近似计算提供了一个 

非常优越的算法。若限定取 点，用这些点的函数值线性组 

合来近似对应的积分值，佳点集方法提供了一个最好的方法。 

钟开莱、Kiefer定理Es]提供了为什么用佳点集法能够更 

快收敛的理论依据。 

1．2 佳点集遗传算法 

张铃老师提出的经典佳点集遗传算法是在简单遗传算法 

中使用经佳点思想改造过的“佳点交叉算子”，在收敛性和解 

的精度方面均取得了很好的效果。 

这里继续利用佳点思想引入佳点交叉算子，并提出两点 

改进：一是利用佳点集思想构造均匀的初始群，以克服随机法 

生成种群的不确定性；另一点就是利用混合遗传算法交叉思 

想改造交叉过程，以期克服经典佳点集遗传算法交叉过程中 

染色体数目减少的不足[1 ]。 

编码和初始种群设计：设种群规模为 N的染色体集合为 

A，A 一{al，al，⋯，a }，i一1，⋯，N。首先在 S维欧式空间 

H 中取N点的佳点集P～( )一{{r ×i}，{re×i}，⋯，{ × 

i}}，i一1，⋯，N，其中 rk一{2cos(2~k／p)}，1≤愚≤S，P是满 

足( 一3)／2≥ 的最小素数，{a}表示 ＆的小数部分。 

根据实际问题的不同，可选的编码方式有 3种： 

(1)当a (走一1，2，⋯，s，i一1，⋯，N)为一位二进制时，取 

n 一[{rk×i}]'[a]表示 ＆的小数部分小于 0．5时取 0，否则 

取 1； 

(2)当nl(走一1，2，⋯，s，i一1，⋯，N)为 m位二进制时，取 

a 一 十{ ×i)×( 一 )，这里 g／k≤n ≤ ，然后根据二进 

制编码方法将 al映射为二进制； 

(3)当啦(晟一1，2，⋯，s，i一1，⋯，N)为实数编码时，取 磁一 

+{ ×i}×( 一 )， ≤a：≤ 。 

下面是用佳点集法和随机法生成的初始种群均匀性对 

比，佳点集法优势很明显，如图 l和图 2所示。 

图 1 佳点集法生成 N一400的 图2 随机法生成 N一400的二 

二维种群分布 维种群分布 

交叉算子设计 ：对染色体池中的每个染色体 A (1≤ ≤ 

N)，随机产生另一染色体 Aj(1≤i， ≤N and ire and mode 

( )≠mode(j))作为与A 交配的父本 ，若A 一{al，a；，⋯，a；} 

且 A，一( ， ，⋯， }，J是 A 和 AJ的分量不同位置集合 一 

{tl ≠ ，1≤ L}。记 -厂的元素为 t1， ，⋯， ，且 t1< 2<⋯ 

< ，S维空间取佳点 PN( )一{{ ×i}，{ 2×i)，⋯，{ × 

i})， 一1，⋯，N， 一{2cos(2~k／p)}，1≤是≤s，P是满足(夕一 

3)／2≥ 的最小素数，{a}表示 a的小数部分。 

令 Bk一{6{， ，⋯，皖)为交叉后产生的子代染色体，则 

一 ／n ， 硭-， 
I L{rt×k}]， 一￡，∈J 

式中，k一1，⋯，N，m一1，⋯，L， —I，⋯，s。 

简单来说 ，佳点交叉算子的意义在于：子代保持双亲共同 

的基因(认为双亲在同一基因位上持有的相同基因为优秀基 

因)、不同的基因将由取佳点法产生，使得子代能更好地继承 

父代的优秀特征。 

佳点交叉算子使得产生的新个体在局部搜索空间呈均匀 

分布 ，但是如果单位空间内的个体太稀疏(与种群规模设置有 

关)，搜索效率就不明显。实验证明，单纯采用佳点交叉算子 

在搜索空间较大而个体较稀疏的情况下效果并不理想[2]。那 

么，如何有效地缩小搜索空间，从而相对增加个体的分布密 

度，显得很重要。这里，引入改进 的预交叉算子(pre-cross— 

over operator)，对选中父代双亲 Pl，P2进行预交叉，并产生 

两个中间个体 Temp ，Tempz作为交叉算子的输入。经过预 

交叉算子的改造，由中间个体 Temp 和 Tempz之间的相同 

维(这里的维数取决于实际优化问题的变量数 目，如对单变量 

问题维数为 1)决策变量所确定 的长度空间是原个体决定的 

P 和 Pz所确定空间的 1／2(即在下面的算法 中，参数 r取 

0．5)。预交叉算子执行过程如下： 

Function~Temp1，Temp2]一pre-crossover(P1，P2)／／P1，Pz是从 

染色体池中选中的待交叉双亲，维数为 s，P1，P2，Tempi和 Tempz可 

分别表示为(z l， Pl，⋯， )，(zfe．_丁I，)2，⋯， P 2)，(z~P X，z 1， 
⋯

， 1)与(z 2， ，Temp2，⋯， P2)。 

For 一1 to个体的维数 5Do 
Tem 1

一 r× l+ (1一r)× 2； 
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2 变焦算法 

基于二进制编码的佳点集遗传算法解的收敛性遵从“多 

米诺”规律，即从高位到低位依次收敛，那么进化算法在迭代 

过程中，高 (1≤ ≤length(chromosorne))位出现某个一致模 

式(不妨用 mode—for—ZOOI12表示相同的高位基因)的染色体 

数目将越来越多。当数 目占种群规模达到一定比例时，可以 

认为最优解个体的高 n位属于该模式。这时，如果种群继续 

在全部区问内搜索，那么既不能提高解的表示精度，也不能提 

高搜索效率，同时这种搜索也是对资源的浪费。这时，为遗传 

算法加入变焦因子，将相同的高位基因 mode—for—ZOOm取 

出，带人解码公式，并给染色体补充新的基因，使得在染色体 

位串长度不变的情况下能提高算法的解的精度和搜索效率。 

下面简单介绍变焦算法的过程。 

定义 1 {0，1，*} 每个字符串称为{0，1} 的一个模式。 

例如：O1**1是{0，1) 的一个模式，将 *换成 0或 1后 

所得 01001，01011，01101，01111是与这个模式相匹配的样 

本，所以模式描述了一些(O，1)字符串在结构上的相似性。 

定义2 模式 H从左起连续有 P个确定位，则把此模式 

称为 H (S)，S表示P个确定的位串，z表示位串的总长度。 

例如：位串 1101***属于 Hr (1101)，*表示待定位 

(可以是 0或 1)，1101表示确定的位串。 

为表达方便，不失一般性，假设问题空间中变量 数值区 

间为[n， ，-z的编码为二进制位串，即x=h h一 ⋯hzh ，将每 

个位串的z个位置从右到左依次称为第 1位、第 2位、⋯、第 l 

位，在标准遗传算法中35的解码公式为 

—n+(∑h 2 )去 

表示精度为筹 。当h 位数值发生改变时，表示问题空间 

的一次迁徙。明显地，迁徙距离为 

9l～1 

(6一a) 

若高 位已确定，那么最优解的范围即可大致确定。设 

一 3，且 H (S)一 H (001)一001**⋯ *，那么 ．z的范围 

将确定在 001～O10，如图 4所示。 
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图4 寻优区间分解 

若最优解位于001～O1O之间，那么表示最优解 ．27 的模 

式为 H (001)(称为左模式_1。。)。这样，遗传算法经过多次迭 

代以后，适应度最大的个体将属于左模式。陆续地，适应度次 

高、第三高⋯的个体也将属于左模式。若将种群中个体按照 

适应度从高到低排列，则排在最前面且属于左模式的个数 M 

(gen)将随着迭代次数 gen的增加而增加。当gen达到或超 

过门限K且M(gen)占种群规模’N的比例超过a( 为阻尼因 

子)时，根据模式定理，个体适应度较高且属于左模式的个体 

将随着迭代次数的增加而增多，基本上可以断定最优解在 

001～O1O之间。此时若继续在整个[n，阳区间搜索，既不能 

提高解的表示精度，也不能提高搜索效率，同时这种搜索也是 

对资源的浪费。 

当断定最优解属于模式 H (S)时，可以实行变焦，其 目 

的在于把 -z的搜索范围缩小为原来 的 1／2p。具体操作过程 

为：选择最优的PN(b'称为吐故纳新率[1 ，0<口<a)，并将这 

些个体的相同最高 P位基因存储到编码公式中，其余各位的 

基因左移 P位，用随机数填满空出的位置。 

随着变焦因子的引入，势必导致原先解码公式的改变，这 

里将给出最一般情况下，也即进行 i次变焦后 的解码公式。 

关于解码前后数值的对应性，刘守生等已经在文献[1O]中给 

出了证明，不再赘述。 

设 H (s)为变焦的模式，则待变焦的 个个体的最高 

s位相同。设第 i次变焦前，待变焦的模式也即最优个体的 

前 P 位中第 位的基因记为 S ( —f，z一1，⋯，￡一P +1)， 

其中P 表示第 i次变焦的位数。并设 Q， 为第 i次变焦后个 

体在第k位上的基因。 

那么，经过一次变焦之后 ，解码公式为 

—n+(茎sl,l j+l2 多 +(言Qm2 
经过 i次变焦之后(变焦位数小于等于 z)，解码公式为 

L一 一 p1 

z一口+去 —“-(∑Sl'f—J+1 2 +∑S2-卜f+1 21-pl—J+⋯+ 

蚤Pi st
， 一 
+ z 

i 1

1pm一 +c言Q,k2k-1) 

如果变焦位数大于 Z，解 公式为 

z一口+ — ( s 一 + 2卜 + P2 S2
,
l--j+l 2l-Pl-j+ 

兰1 一1 

⋯

+∑Pi s 
一，+ 2 

i--
兰I 
)+(壹Q，̂2 ) 

h— n 

兰1Pm(2 一1) 

可以看出，经 i次变焦以后， 的精度为 D—n 

兰l (2l一1) 

也就是说 ，变焦因子能够使得在保持个体位串长度不变的前 

提下大幅提高解的精度。 

3 变焦佳点集遗传算法 

近年来，变焦算法已经被大量用来提高基于二进制编码 



条件进化算法的收敛速度和解的精度，取得了良好的效 

果 [10~12]。 

在佳点集遗传算法中嵌入变焦因子，可以进一步改善其 

收敛性能，提高解的精度。算法流程如图 5所示。 

佳点集法初始化k=O 

===>  
～ 了 —  

N 

执行佳点集遗传算法操作 

—一 判断变焦条件(k>K并且最优＼  
的aN个个体属于同一模式 

三 
． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ．  ．  ． ． ． 。 ． ． ． ．  ． ． ． ． ． ．!II：．：!!：．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．一  
实行变焦算法，选择最优的D N个个体 

按照模式H P(s)执行变焦并生成新种群 

开始 

终止 

图5 变焦佳点集遗传算法流程 

根据变焦因子的特点，合理选择变焦参数 K， 和口对算 

法取得预期效果显得很重要_?]。K和a用来保证最优解和种 

群中最优的aN 个个体属于同一个模式 ，如果 K和a选择过 

大，搜索效率不高；如果选取过小，最优解和种群中的最优个 

体属于同一个模式的概率变小；当K一+。。时，算法编程是纯 

粹的佳点集遗传算法 ，失去变焦的意义。变焦模式是由种群 

中最优的 N个个体决定的。参数 是用来保留种群的重要 

信息给下一代， 过大，种群多样性变差；卢过小，使得不能很 

好地继承父代种群的有用信息。 

4 算法测试 

4．1 一维函数优化问题测试 

选择文献[10]采用的两个测试函数。函数的描述如下： 

1)-厂1(z)一l 16一( 一6) sirLrf，zE[O，16]，最优解为 

_厂1( )一52．1666， 一14．3717； 

2)
．厂2(-z)一l cos(7nx)l一2(z—O．45)。，xE[O，1]，最优解 

为 (z )一0．9991，-z 一0．4287。 

定义全局收敛标准：给定 e，在一定迭代次数内算法的收 

敛值 32满足 I —z l≤e。 为全局最优解。 

测试 1 取 ￡一0．01，设定最大迭代次数为 100，通过 200 

次实验，比较不同算法的收敛性。 

测试 2 限定进化代数为 15，通过 1000次实验，比较不 

同算法解的精度。 

为了能够在相同的实验条件下做比较，编码长度 l和种 

群规模N以及K，a和口的选择与文献[1o]保持一致。具体 

参数的选择如表 1所列 ，其中 ZC43A表示变焦佳点集遗传算 

法 。 

表 1 变焦佳点集遗传算法参数设置 

里塾 竺 垒 
fl 12 30 5 0．3 0．2 

f2 12 30 6 0．4 0．2 

算法的测试结果如表2所列，其中TGA表示简单遗传 

算法[1 ，ZGA表示变焦遗传算法_]o_(即每次实行变焦仅针对 

个体位串的最高位进行)，EzGA表示改进的变焦遗传算 

法_1 (即每次实行变焦的基因位数随种群实际情况而定)， 

HA表示 PBIL(Population-Based Incremental Learning)算法 

和变焦算法相结合的混合算法l_1 。 

表 2 6种算法的性能比较 

实验结果表明，嵌入变焦因子的佳点集遗传算法在收敛 

速度和解的精度方面具有良好的效果。 

4．2 多维函数优化问题测试 

对于采用二进制编码的多维函数优化问题 ，一f(iF ， z， 
⋯ ，Xn)(xiE ， ])，其个体编码可采用累积二进制序列方 

式，即假设 五 由长度为Z 的位串h ( 一hi hi
．

一 1⋯h1)表示， 

那么整个染色体(z ，-zz，⋯，z )就可以表示为 

Î̂I一 ⋯ t1nz2 一 ⋯ ；⋯  ̂一-⋯h7 
— ———V————  、。———— ————  、。————、，————  

l̂ h2 hn 

对于多维变量函数的变焦问题，可对每个变量分别进行， 

其变焦过程完全类似于一维变量函数优化问题。 

采用文献[12]的4个 Benchmark测试函数，描述如下。 

1)Goldstein-Price函数 

F1(X)一[1+(丑 +z2+1) (19—14xl+3x{一14x2+ 

6xlz2+3x；)][3o+(2xI一3x2) (18—32x1+lgx}+48x2— 

36xlz2+27x；)]，95"1，z2 E[一2，2]，minF1(X )一3，X 一 

(-z ，z2)一(0，一1)，另有 3个局部最小值。 

2)Generalized Rastrigin’S函数 

F2(x)一∑[ 一10cos(27rx )+10]，五E [一5．12， 

5．12]，min F2(x )一0，x 一(1zl，X2)一(0，0) 

3)Branin函数 

(x)-[zz一 + 一6 10(1一 )c。s 

( )+10， ∈ [一5，lO]， 2∈ [O，15]，有 3个全局最小值 

点 0．397887，位于 (一 ，12．275)，(7c，2．275)，(9．42478， 

2．475)。 

4)Six-Hump Camel-Back函数 

F4(X)一4x}一2．1z{+z{／3+z1 2--4xl+4 ，五E [一 

5，5]，最优解为 F4(X )一一1．0316285，位于(一0．08983， 

0．7126)或(O．08983，一0．7126)。 

为了与现存算法进行比较，采用与文献[12]相同的变焦 

参数，具体设置如表 3所列。 

表 3 多维优化时变焦佳点集遗传算法参数设置 

函数 1 N K a 

注：2×10表示两个变量，每个 1O位二进制。 

其中，遗传算法的参数设置为 Pc一0．7，Pm一0．2。按照 

上面的参数设置，分别考查迭代 5O，100，150次后的函数最优 
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2  2  2  4  

0  0  0  0  

m 

0  0 0  0  ∞ ∞ ∞ ∞ 

如 ∞ 如 

× × × × 

2  2  2  2  

n 



解。独立实验 400次，统计各测试函数最优解的平均值和均 方差。算法测试结果如表 4所列。 

表4 F1 测试结果比较 

从测试结果知，嵌入变焦因子的佳点集遗传算法在收敛 

速度和解的精度方面明显优于目前各算法。与 PBII 算法相 

比，ZGGA算法无需通过复杂的测试来选择相关参数l1 ，鲁 

棒性较强。对测试函数 ，ZCKgA算法在 150次迭代时性能 

稍弱于 HA算法，但是解的稳定性很好。 

函数 在区间内部较小 区域 内拥有多个局部最小值 

点，这就要求算法在迭代过程中要有足够的能力跳出局部最 

优解，从而避免早熟现象。可能的做法就是利用佳点集遗传 

算法的快速收敛性，提高变焦的频率。另外建立合适的适应 

度函数 ，使不同的解之间拥有较 高的区分度，也是很重要 

的E”]。为此经多次实验，重新设置进化参数如表 5所列。函 

数 F|在修订的参数下测试结果如表 6所列。实验证明，新的 

参数设置是有效的。 

表 5 测试函数 F4优化参数设置 

注：min(F)表示每代中最小的目标函数值。 

表 6 函数 F4测试结果 

结束语 佳点集理论提供了一种在解空间均匀取点的方 

法，并且佳点集的构造具有与空间维数无关的优秀性质，以此 

形成的佳点集遗传算法相对传统遗传算法具有收敛速度快和 

精度高等特点。变焦算法针对二进制进化计算中存在的“多 

米诺现象”，能够在保持串长不变的条件下，不断地存储迭代 

信息，明显地提高了收敛速度和解的精度。本文将二者结合 

起来，提出了一种带有变焦因子的佳点集遗传算法。实验结 

果表明，该算法具有全局收敛、收敛速度快速和解的精度高等 

优点，是一种求解高精度优化问题的理想算法。 
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