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基于知识粒度的粗糙集的不确定性度量 

解 滨 李磊军 米据生 

(河北师范大学数学与信息科学学院 石家庄 050016) (河北师范大学信息技术学院 石家庄 050016)。 

摘 要 粗糙集的不确定性与其所在近似空间知识粒度的大小密切相关。提 出了近似空间中集合的相对知识粒度的 

概念。基于相对知识粒度的粗糙集的粗糙性度量既刻画了近似空间对粗糙集不确定性的影响，又去除了负域的干扰。 

从边界熵的角度提出了一种粗糙集的模糊性度量。随着近似空间知识粒的细分，粗糙集的粗糙度与模糊度均单调递 

减 。 
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Uncertainty M easures of Rough Sets Based on Knowledge Granularities 
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Abstract Uncertainty of rough sets has close relatives with the knowledge granularities of the approximation space．A 

concept of relative knowledge granularities was proposed．The roughness of a rough set based on relative knowledge 

granularities not only reflects the action of the approximation space，but also gets rid of the effect of the negative region 

of the rough set．A new kind of fuzziness of rough sets based on boundary entropy was designed．Both of the roughness 

and fuzziness are monotonously decreasing with the refining of knowledge granularities in approximation spaces． 
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1 引言 

粗糙集理论是为处理模糊和不确定性问题而提出的一种 

很有效的数学方法。近年来，关于粗糙集理论 中不确定性问 

题的研究越来越受到关注 】̈ ]。近似空间知识颗粒的大小直 

接影响着粗糙集的不确定程度。直观理解的话 ，知识粒越大 

信息含量越少，不确定性就越大；知识粒越小信息含量越大， 

不确定性就越小。Pawlak提出的精确度和粗糙度[6 可以很 

直观地反映出一个粗糙集的不确定性，但 当包含于一个集合 

正域中的知识粒被细分时，粗糙集的粗糙度将不再变化。为 

克服这个问题，有研究者提出了粗糙信息熵及粗糙熵等概 

念l7 ]，把近似空间本身的不确定性也考虑进来。如梁吉 

业l8 等定义了一种粗糙熵，将集合 x的粗糙度与近似空问中 

的知识粒度做积。这种粗糙熵是随着近似空间知识颗粒的细 

分而严格递减的，在一定程度上弥补了原粗糙度的不足。但 

是如果对集合 X 的负域的知识颗粒进行细分，粗糙度将不 

变，而粗糙熵却严格递减，这说明与集合 X无关的知识粒的 

变化也会导致 X的粗糙熵发生变化，这不符合人们对不确定 

性问题的直观认识。为此，本文提出集合相对知识粒度的概 

念，通过相对知识粒度与 Pawlak粗糙度共同对集合 X的粗 

糙性刻画，既兼顾了近似空间的不确定性和集合本身的不确 

定性，又去除了负域的影响。模糊集lg]自1965年由 Zadeh首 

次提出以来，被广泛用于不确定问题的研究。很多学者将模 

糊集理论应用于粗糙集的不确定度量[1 ”]。本文从边界熵 

的角度将粗糙集的模糊度加以推广，构造一种新的模糊性度 

量。这一度量不仅在知识粒度细化的过程中单调递减，同时 

具有许多符合人们认知规律的性质。 

2 基本概念 

设 K一(U，R)是一个近似空间，其中U一{-z ，z2，⋯，z } 

是一个非空有限集，称为论域；R是 U上的一个等价关系或 
r r 

不可辨识关系， 一{R ，R ，⋯，R )是 U的一个划分。一个 
』 、 

信息系统是四元组 S一(U，A，V，厂)，其 中A一{a ，az，⋯，l：1 ) 

是属性集， — U ， 是属性 a的值域，，d：U— 是信息 

函数。任意 B A都对应不可辨识关系 IND(B)一{(z， )∈ 

U~Ul Va∈B( ( )一 ( ))}，其产生的划分简记为 U／ 

BE 。 

给定 U的一个划分 U／R和 U的一个子集 X U，则 X 

的下近似和上近似定义如下。 

RX—U{R ∈L厂／RlR X) 

Rx=U{R ∈U／RlR nX≠D} 

到稿日期：2009—10—20 返修 日期：2009 12—30 本文受国家 自然科学基金(60773174，60963006)，河北省自然科学基金(F2009000316)资助。 

解 滨(1976一)，男，博士生，副教授，主要研究方向为粗糙集、模糊集、近似推理等，E mail：xiebin—hebtu@126．corn；李磊军(1985一)，男，硕士 

生，主要研究方向为近似推理、粗糙集理论等；米据生(1966一)，男 ，教授，博士生导师，主要研究方向为粗糙集、随机集、概念格、近似推理等。 

· 225 · 



 

集合 POSR(X)一RX 称为 X 的R正域；NEGR(X)一 

U— X称为X 的R负域；BNR(X)=RX--RX称为 X的R 

边界域。称 X为R可定义集当且仅兰宝RX= X，X为R粗糙 

集当且仅当RX≠ Xc“]。 

集合的不确定性是由于存在边界域而弓I起的，集合的边 

界域越大，其精确性越低。Pawlak_6]定义了集合 X的R近似 

精度为 

lRX l 
ae(X)一 

X的R粗糙度为 

1一 一 

式中，x≠D，l xl表示集合x的基数。精度 (x)反映了我 

们了解集合 X的知识的完全程度 ，而粗糙度 (X)则表达了 

集合 X的知识的不完全程度。显然，对于每一个 R和x 【，， 

有 O≤ R(X)≤1，O≤ (X)≤1。 

设U／P={P1，Pz，⋯，Pm}和U／Q一{Q ，0_2，⋯，Qf}是 U 

的两个划分，若VP ∈P，了QJ∈Q使得P Q ，则称划分 V／ 

P比划分U／Q细，记为 U／P L『／Q。若 U／P U／Q且 U／P≠ 

U／Q，则称划分 U／P比划分 UIQ严格细，记为 U／P<U／ 

。 

例 1 设 【，一{zl，-z2，⋯，z1。}，U的一个子集 X一{z1， 

2 ， 3， 4 ， 5}。给定 U的如下划分 ： 

U／Rl一{{321， 2，z3，z4}，{ 5，z6}，{ 7， 8，z9， l0}}，U／ 

R2一{{z1}，{ 2}，{ 3，．2124}，{ 5，z6}，{z7，328， 9，321o}}。易见 

集合 X的R z正域中的知识粒要比X的 正域中的知识粒 

严格细，而集合 X对于R 和Rz有相同的精度和粗糙度。这 

与人们的认知直觉不相符，其原因是这种度量没有反映出近 

似空间自身的不确定性。 

为了克服上述问题，梁吉业等定义了粗糙熵。 

定义 1[8] 设 K一(U，R)为一近似空间，L厂／R一{Rl，R2， 

⋯

，Rm)为 U的划分，则R的知识粒度定义为 

GK(R)一 善I R z I 

从定义可以看出，GK(R)是对知识粒大小的一种平均度 

量。 

定义2E ] 设 s一(u，A，V，，)是一个信息系统，Dcx 

U，R A，则 X的R粗糙性定义为 

RoughrlessR(X)一 (X)GK(R) 

在该度量下，例 1中的集合 X关于R 和Rz的粗糙性为 

RoughrlessRl(x)一 1(X)GK(R1)一(1一音 (4 + 
20+4 )一0．12 

Ro gh 55R2(x)一 2(X)GK(R2)一(1--音) (1 + 
1 +20+2 +4 )一0．09 

显然，Roughnesse (X)~RoughnessR。(X)，这是由于 U／ 

Rz比U／R 严格细。 

例 2 下面考虑例 1中U的另两种划分。 

U／R3一{{ 1，z2，z3，Iz4)，{375，．7c6}，{ 7)，{z8}，{Iz9， 

1o})，U／R4一{{Iz1，X2， 3，z4}，{ 5，-z6，z7)，{船}，{z9}， 

{ 10}}。 

经计算 ，RoughnessRa(X)一0．09，RoughnessR4(X)一0．12， 
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与例 1的结果比较，易见RoughnessR。(X)=Roughnesse (X)， 

RoughnessR (X)=RoughnessR (X)。 

集合 X的R 正域中的知识粒比X的R。正域中的知识 

粒严格细，这一点在上述度量中没有反映出来。X的R 正 

域中的知识粒与 X的R 正域中的知识粒相同而边界域的知 

识粒不相同，直观上 X在近似空间(U，R )下的不确定性要大 

于在(【，，R )下的不确定性，但是反映出的粗糙性却一样，这 

也是不符合人们的认知规律的。其原因在于度量中与 X无 

关的负域对不确定性也产生了影响。 

3 近似空间下集合的相对知识粒度 

经分析发现，对于集合 x，粗糙集的不确定度量应该是由 

集合本身的R粗糙度和近似空间(U，R)的不确定性两方面决 

定的。对于近似空间引起的不确定部分主要来 自集合 X的 

R正域和边界域知识粒的大小，而负域中的知识粒的变化与 

集合 X是无关的。 

为了能更合理地反映粗糙集的不确定性 ，下面给出集合 

X的相对知识粒度的定义。 

定义 3 设 U一{512 ，212 “， }是论域，R是 U上的不可 

辨识关系，划分 U／R={R ，R ，⋯， }。对 X U，X的R相 

对知识粒度定义为 

GKR(X)一卉  IR I 
称GKnms(x)一 { 为 的 正域知识粒度，

i 

R I X R 

GKgN(X)一 IR l 为X的R边界域知识粒度。 

易见GKR(X)一GK (X)+GK (X)。这说明 X的R相对 

知识粒度是由X的R正域知识粒度和X的R边界域知识粒 

度两部分决定的，X的R负域知识颗粒的大小对其不产生影 

响。 

当 X为精确集时，GK (X)一0，GKn(X)一GK (X)。 

从定义 3可以看出 ≤GKR(x)≤1，这是由于 R 满 
I U  l 

足 1≤IR l≤lul。对于给定的近似空间，GKR(x)也不是 

定值，而是随 X的变化而变化 ，因此具有相对性。 

下面定义一种粗糙集的不确定性度量为 

(X)一 (X)GK (X) (1) 

该度量由两部分组成 ：一是集合 X的R粗糙度；二是近 

似空间(U，尺)对集合产生的不确定性，该不确定性是集合 X 

的R正域知识粒度与R边界域知识粒度共同作用的结果。 

例 1与例 2中集合 X在各个近似空间下的不确定性 由 

式(1)计算得出，ER (X)一0．07，ER。(X)一0．03， (X)= 

0．07，ER
． (X)一O．11。不难发现度量 (X)的计算结果去除 

了负域的影响，因此更符合人们的认知规律。 

定理 1 设 P，Q为 U上的两个不可辨识关系，对于 X 

U，若U／P U／Q，则 E (X)≤Elo(X)。 

证明：设 U／P一{P ，P2，⋯，P }，U／Q一 {Ql，0_2，⋯， 

Q}。因为 P L『／Q，则有 户 x 国x，PX~QX及 ≥q，并 

且存在指标集 {1，2，⋯， )的一个划分{C1，C2，⋯， )满足 

Q— U P ， 一1，2，⋯，q，所以 
睡  

GKo(X)一 
加  

I QJ l 一 I 
，

Pt I。 



 

一  

加  ，

( 
．

『 1)。≥ 
(Pi

∑
CQX I ul J(o )、 ． I ul ) 

1 l。 

又因为GlKP(x)一 蚤 J P l。及Px 国x，有 

GKP(x)≤T 善取)l Pz I ，所以GKP(x)≤GK西(x)。 
由px 萄x，PX2QX，易知 I PXl≤I QX1，l Px l≥ 

I
_oX l )一 ≥ =aQ(X 『JPP( 1一 

口P(X)≤ 1一口。(X)一 (X)。 

综上，PP(X)GKv(X)≤阳(X)GKo(X)，因此， (X)≤ 

Eo(X)。证毕。 

对于任意给定一个信息系统 s一(u，A，V，，)，属性集A 

的幂集 P(A)与包含关系 构成一个格(P(A)， )。在其对 

应的 Hasse图中，从 D到 A的任一路径均构成一条属性链。 

同一属性链上的任意两个属性子集 BicB， A均满足U／BJ 

U／B [23。由定理 1易得如下推论。 

推论 1 设信息系统 S=(U，A，V，厂)，对于 XGU，任意 
一 条属性链 O—B。 B c⋯CBk—A，均有 E (X)≤ 

(X)≤⋯≤E月 (X)≤EB。(X)。 

4 基于知识粒度的粗糙集的模糊度 

对粗糙集的模糊性研究主要通过两个方面入手：一是在 
一 个近似空间下将一个粗糙集转化为一个模糊集；二是利用 

模糊集的不确定性测度研究粗糙集的模糊性。 

定义 4n 4l 设(U，R)是 Pawlak近似空问，对象子集 X 

【，，则对任意的 xEU，．27属于集合X 的粗糙隶属度为 

R(X)( )一 犁  (2) l LXJ
R I 

由式(2)不难发现，对于经典集 X，粗糙隶属函数 R(X) 

与 X在近似空间(U，R)下的粗糙集是密切相关的。当 E 

PQsR(X)时，R(X)(z)一1；当 zENEGR(X)时，R(X)(z)一 

0；当 ∈BNR(X)时，O<R(X)(z)<1。 

定义 5_】。] 设 是有限论域，记 F((【，)为u上的模糊集 

合全体，VAEF(U)，A的模糊度定义为 

E(A)一 ∑A( )(1一A(z)) (3) 
l u  l ∈u 

定义 4中的R(X)为 U上的一个模糊集合 ，记 ER(X)为 

R(X)的模糊度。由式 (3)计算其模糊度时，只有当 E BN 

(x)时 R(X)(z)(1一R(X)(z))≠O，即 X的R正域和负域中 

元素的隶属度对于R(X)的模糊度不产生影响。也就是说，R 

(X)的模糊性完全来 自于边界，但是式(3)定义的模糊度量并 

没有完全反映出边界知识粒的大小。为了解决这一问题，我 

们定义边界熵 

( (1一 ) 

用 

FR(X)一ER(X)(1一 (X)) (4) 

表示集合x在近似空间(U，R)中粗糙集的模糊性度量。这 
一 度量由集合本身的模糊性和边界知识粒度引起的模糊性两 

部分组成，其结果可更好地反映出不同知识粒度对集合的模 

糊性的影响。 

文献[-14]用拓扑特征刻画了集合 X在近似空间(【，，R) 

中粗糙集的不确定性： 

(1)如果RX≠0，RX≠U，贝4称 X是粗糙可定义的； 

(2)如果RX一0，RX：／=U，则称 X是内不可定义的； 

(3)如果RX≠0，RX=U，则称 X是外不可定义的； 

(4)如果RX一0，Rx=u，则称 X是全不可定义的。 

命题 1 由式(4)定义的模糊度满足如下性质： 

(1)FR(X)一0当且仅当 X为经典可定义集合； 

(2)对任意 X U，有 FR(X)一FR(～X)； 

(3)在信息系统 s一(u，A，V，_厂)中，B A，B2 A，x 

U，如果 U／B2~,U／B1，则 F82(X)≤FB (X)； 

(4)在信息系统 S一(U，A，V，厂)中，R A，X U，若 

(X)一1，则 X关于R是全不可定义的，并且 U／R={U)； 

(5)在信息系统 S一(U，A，V，_厂)中，B C_B2 A，X U， 

若 (x)一 (X)，则 pB1(X)一 2(X)。 

证明：性质(1)、(2)由定义易证。 

(3)设 U／B 一{Pl，P2，⋯，P U／B2一{Ql，Q2，⋯， )， 

显然有 l<m。因U／Bz<U／Bl，故 L，／B2对 U／B】一{P】，P2， 

⋯

，P }中至少一个元素进行细分。为简化证明，我们不妨设 

U／B 中只有 P 被细分成两个部分(与细分为多个部分的证 

明类似)，P 一Q U QJ(Q ，QJ EU／B。)，U／B 的其它元素不 

变(其它情况可 以依据此种情况类似证 明)。下面分情况讨 

论 ： 

1)当 P nX一0时，对于任意的x(xEP )，Bt(x)( )一 

一o。因为 P 一Q uQ(Q n Q 一0)，所以对于任 

意的zE~UQ,，Bz(x)( )一上午 Lf 一上午 一。。因 
此，EB】(X)一EB2(X)。此时，P1 BN日(X)，Q U Q『 

BN 。(x)，故 E (X)一 (X)。 

2)当Pl x时，对于任意的 ∈Pl，／31( ( )一 一 

l o鼾 任意的 ∈Q uQ )一 一 一 

1。因此，EB1(X)一EB2(X)。此时，P1 B (X)，Q U 

Q， BN月 (x)，故 (x)一E (x)。 

3)当P nX≠O，且 P nX≠P 时 ，可分以下 3种情况 

讨论： 

①如果Q f"lx—O，设l P1 nxI—n，I P I一}P nXI一 

6，则T B (x)( )(1一B，(x)(z))一T n(1一 )。
．rE l u l P1 l u l “ I f 

这里I Q nxl一。，I Q I—f Q nxl一￡<6，则 。
． 

B2(x)(z)(1一Bz(x)(z))一T a(1一 )o而T n(1 

一  

a  
一  一  一 > o。 

②如果Q x，则J Q nxI—s<a，l Q I—f Q nx J一 

6，则T JQ B 2(x)( )(1一B
xE 

z (x)(z))一T
I I 

s(1一 
l u l Q UQ． u 

)。而 一 a)一 一南 )一 

> o。 

③如果 

QnX≠0，Q nX≠Q，Q nX≠O，Q nX≠Q。令 
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I Q NxI一 ，̂l Q Nxl一 ，I Q l—l Qf NxI一仇，I Q I— 

l Q Nxl— 。此时，h+k=a，m+n=b。 

令 +̂m=hl，k+n=k1，则 n+b=h1+志1，而Tj ∑ B1 
l u }xC-P 

(X)( 1一B1(X)( 一 ( + 1一 )， 

．
Bz(x)(z)(1--Bz( )( ))一T ̂(1～-h)+r~7UO ∈q 

． 
1 u I 

(1一 )。因此，T 善 B (x)(z)(1一B (x)( ))一T 

x(- UQ．
B2( 1一 一 ／ 

21R1 17．1 1
≥ o， 

q ． I u l L 1_ 

当且仅当 一 时等号成立。 

综合①，②，③，有 EBz(X)≤EB (X)。此时， 

( 一 )+ ( 一 )一 

( 一 ) 
一  

( ～ )+ ( 一 )一 

( 一 ) 
一 >o 

故 (x)< (x)。因此，卜  (x)<卜  (x)。 

综合 1)，2)，3)，有 EBe(x)(1一E (x))≤EB (x)(1一 

E (x))，即 FB (x)≤FB (x)。而且，当边界域被严格细分 

时“<”成立。 

(4)由式(3)和式(4)易见 O≤ER(X)≤1，O≤ (X)< 

1，贝0FR(X)一ER( )(1一 (X))一1当且仅当 ER(X)一 

1，且 (X)一0。由 ER(X)一1，知 Vlz∈U，R(X)(-z)一 

0．5，故 一O，Rx=u，所以 x关于R是全不可定义的。而 

E (X)一0当且仅当存在唯一的R ∈U／R满足R 一BNR 

(X)，又~fl
—

RX一0，RX=U 知 BNR(X)一U，因此 U／R一 

{U)。 

(5)用反证法。因 B1C_B2 A，故 U／B2<U／B1，由定理 

1的证明知 PBe(X)≤PB (X)，假设 pB (X)≠ (X)，则 

(x)< (X)，说明边界域 B (X))比BNB (X))要“严格 

小”，即存在P (只∈U／B A Pl B~月1(x))在 U／Be中被“严 

格细分”，因此U／Bz<u／B 。由本命题性质(3)得FB (x)< 

F月 (X)，这与已知 2(X)一F日 (X)矛盾。因此，PB (X)一 

1(X)。证毕。 

结束语 粗糙集是用于研究不确定问题的有力T具 ，所 

以其本身就带有不确定性。粗糙度和模糊度从不同角度给出 

了粗糙集不确定性的度量，前者比较直观，而后者较为抽象。 

粗糙集不确定性来自集合本身及近似空间两个方面，将这两 

个方面合理地结合起来，才能更好地反映粗糙集的不确定性。 

本文定义了近似空问中集合的相对知识粒度，将其与Pawlak 

粗糙度结合，给出了一种新的粗糙集粗糙性的度量。该度量 

既刻画了近似空间对粗糙集不确定性的影响，又去除了负域 

的干扰，并且满足随着近似空间知识粒的细分粗糙集的不确 

定性单调递减。粗糙集的模糊度与近似空间知识粒大小也是 

密切相关的，边界域对于模糊度有决定性的影响。本文结合 

重新定义的边界熵 ，给出了新的粗糙集的模糊度量，它可以更 

合理地反映不同知识粒度对集合的模糊性的影响，同时具备 

符合人们认知规律的一些性质。 
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