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概率图模型表示理论 

刘建伟 黎海恩 罗雄麟 

(中国石油大学(北京)自动化研究所 北京 102249) 

摘 要 概率图模型结合概率论与图论的知识，利用图来表示与模型有关的变量的联合概率分布。近年它已成为不 

确定性推理的研究热点，在人工智能、机器学习和计算机视觉等领域有广阔的应用前景。主要研究概率图模型的表示 

方法，讨论如何利用概率网络中的独立性来简化联合概率分布的方法表示。首先介绍了单个节点上的条件概率分布 

的表示模型及其引起的独立性，包括表格CPD、确定性 CPD、特定上下文CPD、因果影响 CPD、高斯模型和混合模型， 

并把单个分布模型推广到指数分布族中。然后详细介绍贝叶斯 网络中的独立性以及 图与概率分布的关系，讨论 了高 

斯分布和指数分布族的贝叶斯网络表示理论。再详细描述马尔可夫网络的参数化问题及其独立性，也讨论高斯分布 

和指数分布族的马尔可夫网络表示理论。还给出两种局部有向图模型：条件随机场和链图。并且描述基于模板的概 

率模型表示，包括动态贝叶斯网络和状态观测模型这两种暂态模型，以及盘模型和概率关系模型这两种对象关系领域的 

有向概率模型，而且给出对象关系领域的无向表示。最后对概率图模型表示理论和方法所面临的问题及前景进行展望。 
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Abstract Probabilistic graphical models bring together graph theory and probability theory in a formalism，SO the joint 

probabilistic distribution of variables in the model can be represented using graph．In recent years，probabilistic graphical 

models have become the focus of the research in uncertainty inference，because of its bright prospect for the application 

in artificia1 intelligence，machine learning，computer vision and SO on．This work introduced the representations of proba— 

bilistic graphical models and discussed how tO represent the joint probabilistic distribution compactly using the indepen- 

dences in the network．First，models of the conditiona1 probabilistic distribution of single node and their independences 

were introduced，including tabular CPD，deterministic CPD，context_specific CPD，CPD of causal influence，Gaussian 

models and hybrid models。and a general framework called the exponential family that encompasses a broad range of dis～ 

tributions was defined．Then Bayesian network representation and its independence properties were described in detail， 

as well as the Bayesian network of Gaussian distribution and exponential family．This work also introduced Markov net— 

work representation，independence properties in Markov network and Markov network of Gaussian distribution and ex— 

ponential family．We also gave two partially directed models，conditional random fields and chain graph models．In 

ddition，this work discussed template-based representations，including temporal models that contain dynamic Ba yesian 

network and state-observation models，directed probabilistic models for obj ect—relational domains which contain plate 

models and probabilistic relational models，and undirected representation for object-relational domains．Finally，this work 

raised some questions that probabilistic graphical models face with and discussed its development in the future． 

Keywords Probabilistic graphical model，Bayesian network，Markov network，Dynamic bayesian network，Probabilistic 

relational model，Conditional random field，Chain graph，Exponential family，Local probabilistic model 
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的节点表示随机变量集 Z一{X ”， }中的变量，变量集的 

取值为 一{ 一，z }。边集 E表示两个变量间的概率关 

系，可以是有 向的或者无向的。图 1给出随机变量集 X一 

{X ，X ，X3，X4，X )上的一个网络结构图。 

参数模型是网络结构图的概率分布表示。整个网络结构 

图的概率分布为联合概率分布，即所有变量的联合概率分布。 

联合概率分布的显式表示难以得到且不便于推理。因此，通 

常需要把概率图模型参数化 ，即利用网络结构中的独立性，把 

高维联合概率分布分解为低维概率分布的乘积。例如，利用 

贝叶斯链式法则 ，图 1的联合概率分布可简单分解为 

P(X1，X2， ，X4，X5) 

一 P(X1)P(X2 lX )P(X3 lX ，X2)P(X lX ，X2，X3) 

P(X5 lXl，X2，X3，X4) (1) 

贝叶斯网络中隐含着局部条件独立假设 (G)，即已知 

父节点时节点条件独立于其非子节点，那么利用该独立性，联 

合概率分布可进一步简化为 

P(X1，X2，X3，X4， ) 

一 P(X1)P(X2)P(X3 lX1，X2)P(X4【 )P(X5 lX3) 

(2) 

因此，独立性在概率图模型的表示中十分重要 ，可以简化 

联合概率分布的表示。讨论概率图模型的表示，主要是讨论 

其网络结构中的独立性，以及网络结构与概率分布之间的关 

系 。 

P(xo P(X2) 

P(Xs[X3) 

图 1 简单贝叶斯网络 

根据边有无方向性 ，概率图模型可以分为 3类： 

(1)有向图模型 

有 向图模 型，也 称 贝 叶斯 网络 (Bayesian Network， 

BN)l1]，其网络结构图使用有向无环图，有向边表示节点间的 

有向条件依赖关系。其参数模型中，需要为每个节点定义条 

件概率分布(Conditional Probabilistic Distribution，CPD)，联 

合概率分布就是所有 CPD的乘积。 

(2)无向图模型 

无向图模 型，也称 马尔 可夫 网络 (Markov Network， 

MN)[2。]，其网络结构图为无向图，无向边表示相邻变量间的 

直接概率相互作用。其参数模型中，需要为图中每个 团定义 

势函数，或者叫做因子(Factor)，联合概率分布就是这些因子 

的乘积。 

(3)局部有向模型 

局部有向模型，即同时存在有向边和无向边的模型，包括 

条件 随机 场 (Conditional Random Field，CRF)[ ]和 链 图 

(Chain Graph)_5_。 

根据表示的侧重点不同，概率图模型又可分两类 ： 

(1)基于变量的概率图模型 

基于变量的概率图模型确定某个固定随机变量集 x 的 
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联合概率分布，如贝叶斯网络、马尔可夫网络、条件随机场和 

链图等。 

(2)基于模板的概率图模型_6] 

基于模板的概率图模型能够在结构丰富的、由多个不同 

类型且相互关联的对象组成的空间上定义联合概率分布，它 

构建的单个紧凑模型为同一类型的整个分布类提供模板。这 

类模型根据应用场景不同又可分为两种 ：暂态模型，包括动态 

贝叶斯网络(Dynamic Bayesian Network，DBN)E ]和状态观测 

模型；对象关系领域的概率模型_8]，包括盘模型(Plate Model， 

PM)和 概率 关 系模 型 (Probabilistic Relational Model， 

PRM )[。， 。 

概率图模型的发展给不确定性推理的研究带来空前的变 

化。早在 1979年 Duda等人开发的 Prospector专家系统，以 

及 1984年 Buchanan等人开发的 Mycin专家诊断系统就开始 

了进行不确定性推理的研究工作。但是这些体系使用产生式 

规则框架，缺乏正式的语义，在推理模式中也存在重大问题。 

另外，人工智能领域研究者提出的模糊逻辑、可能性理论和 

S可信函数[n,12]，也能较好地处理不确定性情况。然而，在 

Pearl等人开发的贝叶斯网络框架l1。 下以及在进行有效推理 

的概率模型推动下_1 ，概率图模型在不确定性推理上显示出 

很大的优势。 

贝叶斯 网络是 由路径分析 (Path Analysis)、因果模式 

(Cause Pattern)和影响图(Influence Diagram)[ ]等发展演变 

过来的。1988年，Pearl建立起贝叶斯网络体系，给出许多基 

本概念，如独立映射 (Independence-map，I-映射)、完美映射 

(Perfect map，p-映射)、d-分离(d-separation)、独立等价(Inde— 

pendence-equivalence，I-等价)等[16,17]。后来这些基本理论得 

到不断发展和补充[18-21]。早期的贝叶斯 网络主要应用在医 

疗专家系统中，如 David Heekerman及其 同事研究开发出的 

Pathfinder系统[22,23]。作为一个诊断工具 ，该系统的诊断效 

果超过了专业医师，这极大推动了概率图方法的发展，使得概 

率图模型在 2O世纪 9O年代成为研究的热点。目前，BN逐渐 

成为人工智能[ 、模式识别[。 ]和数据挖掘[ ]等领域的研究 

热点。Pearl指出贝叶斯网络是表示独立关系的最基本网络 。 

还存在许多贝叶斯网络的变种，它们使用非概率“参数化”的 

局部依赖模型，即节点上的参数模型，而不使用概率分布。这 

样的例子有逻辑微积分学I2 、D-S可信函数l2 、可能性理 

论[ 、定性数量级概率[。 ，以及区间约束概率L“]。 

贝叶斯网络的无环性约束，限制了它对变量相互作用的 

表示能力。而基于无向图的马尔可夫网络能解决相互作用的 

表示问题。Hammersley和 Clifford的研究工作解决 了无 向 

图表示和吉布斯分布之间的联系[3 ，使得马尔可夫网络的参 

数化得以实现。Pearl和 Paz深入研究 MN的独立性，推动了 

MN独立性研究的发展_3。 。MN在计算机视觉中的应用包 

括图像处理_3 、三维重构[3。 和目标识别[例等，这也极大推动 

了无向图模型的研究。近年来，还提出了可分解马尔可夫网 

络(Decomposable Markov Network)Ea8-4o]和马尔可夫逻辑网 

络(Markov Logic Network)[41． 2l等。 

基于变量的表示不能处理暂态过程和多个对象复杂关系 

的问题。8O年代末 出现的隐马尔可夫模型(Hidden Markov 

Model，HMM)_43_和动态贝叶斯网络㈨ 解决了暂态过程的概 

率表示问题。后来的研究工作根据这两种模型开发出更丰富 



的表示 语 言，如 混合 记忆 马 尔 可夫模 型 (Mixed-memory 

Markov Mode1) 、因式化 HMM(Factorial HMM)[46,47]、层 

次 HMM(Hierarchical HMM)I4 等。HMM 与 DBN之间 

有着 密 切 的关 系，在 一 定 情 况 下 HMM 可 用 来 表 示 

DBN[so-52]
。 对象关系领域的概率模型则能处理多个不 同类 

型对象的复杂关系，它起源于 90年代提出的基于知识的模型 

构建理论。对象关系领域的概率模型包括盘模型[s3]和概率 

关系模 型[54,55]。Heckerman等人还基于有依赖 的 PRM 表 

示，定义了一种使 PM 和 PRM 相一致的表示语言_5 。近几 

年的研究焦点主要是为结构不确定性建模，包括为关系不确 

定性和对象不确定性建模。其中，对象不确定性的对象身份 

推理已经在多个领域中应用 ，包括数据关联[57,58]、自然语言 

文本中的共指消解l5 以及 引文匹配_6 。 等。Milch等人定 

义了 BLOG(贝叶斯逻辑)_6 3J来为对象数量不确定性建模。 

本文首先从单节点的局部概率模型人手，第 2节先介绍 

节点变量的概率分布表示；第 3节一第 6节再从整体上讨论 

概率网络的性质，其中第 3节说明贝叶斯网络的相关基础概 

念和在多种情况下的表示，第 4节讨论马尔可夫 网络的参数 

化 、独立性以及其在多种情况下的表示 ，第 5节分析条件随机 

场和链 图这两种局部有向模型，第 6节描述基于模板表示的 

概率图模型；最后给出总结与展望。 

为了表示的统一性，先约定文中所使用的符号。由于节 

点表示随机变量，因此文中提到的节点也即随机变量。随机 

变量集为 一{x 一， }，变量集的取值为 一{z z }。 
一 般而言，节点为大写体，其取值为小写体。某个节点 X 的 

所有取值为其值域R(X)。节点 X的父节点为Fx，非子节点 

为Cx，邻结点为 ，边界节点为 。离散概率分布用P表 

示，连续概率分布用 P表示。满足某一独立性的分布 ，如满 

足(X上yIZ)的分布 P表示为 Pl一(X上ylZ)。 

2 概率图中节点变量的概率分布表示 

概率图模型的参数化是利用全局结构中的独立性把高维 

联合分布分解为低维 CPD或因子的乘积。节点变量的 CPD 

或因子的概率分布表示，称为局部概率分布表示。由于 CPD 

比因子带有更多的约束条件 ，下面选择根据 CPD来表示局部 

概率分布。 

离散节点变量的概率分布表示，包括表格 CPD、确定性 

CPD、上下文说明CPD和因果影响 CPD。连续节点变量的概 

率分布表示，主要是高斯模型。同时带有离散节点变量和连 

续节点变量的概率分布表示，主要使用混合模型。前述局部 

概率分布都是单个分布的概率表示 ，而指数分布族可表示一 

类分布族的概率分布。下面详细介绍这些局部概率分布模 

型 。 

2．1 表格 CPD 

表格 CPD，也称为条件概率表 (Conditional Probability 

Table，CPT)，它把条件概率分布 P(Xl )编码为一个表格。 

变量 x和Fx的每个联合取值的条件概率分布都对应表格中 

的一项，表格中的每一项都不为负，并且 ∑ P(xI )一1。 

几乎所有离散 CPD都可以用表格 CPD来表示 ，在推理 

算法中也可以很自然地使用表格 CPD，因此它是贝叶斯网络 

的一个重要部分。但是表格 CPD有两个显著的缺点 ：(1)当 

节点随机变量的值域为无穷时(节点为连续随机变量)，不可 

能在一个表格中存储所有CPD。即使节点为离散随机变量， 

描述表格CPD所需的参数个数是X和Fx联合取值的个数， 

即IR(Fx)1．1R(X)l，该参数个数随父节点个数的增加呈指 

数增加。(2)表格 CPD忽略了 CPD内部的结构，没有利用 

CPD内部结构的规律性来减少参数个数。 

2．2 确定性 CPD 

2．2．1 表 示 

确定性 CPD中变量 X是其父节点Fx的确定性函数，即 

存在函数 l厂：R( ) R(x)，使得 

㈤ 一 ㈣ 

确定性 CPD比表格 CPD更加简洁，在计算机中占用更 

少空间。在很多领域的建模 中都会用到确定性关系，而且确 

定性变量也有助于简化复杂模型的变量上下文依赖性。 

2．2．2 独 立性 

定义 1 令 G为网络结构图，x1∞⋯㈢Ẍ 为G 中的一 

条迹。令 z为观测变量的一个子集。已知 z时，如果满足下 

面的条件，迹 X 甘⋯㈢ 是活动的： 

(a)当有一个 v-结构 X一 一X 一X 时，即两个父节点 

指向同一子节点时，X 或它的一个子节点属于Z。 

(b)此迹上没有其他节点属于 z。 

定义 2 令 x、l，、z为 G中 3个节点集。如果已知 z并 

任意节点 x∈x和YEY之间不存在活动迹，则称已知z时x 

和y是d一分离的，表示为比 (x；l，Iz)。用 J(G)表示与d一分离 

对应的全局独立集 ： 

(G)一{(xJ_Y{z)：如 (x；ylz)} (4) 

定义 3 令x、y、z为G中3个节点集，其中z不仅包含 

所有观测变量 ，而且包含可由观测变量确定的所有变量。如 

果已知 z时任意节点 X∈x和 Y∈y之间不存在活动迹，那 

么说已知 z时 x和Y是确定性分离的。 

定义4 令x、y、z为两两不相交变量集合，c为某个变 

量集合(可能与 XUYUZ重叠的集合)，并令 cER(C)。如果 

P(XIy，Z，c)一P(XIZ，c) (5) 

其中，P(Y，z，c)>O，则称已知 z和上下文C时x和y是特定 

上下文独立 的(Context_specmc Independency，CSI)[64]，表示 

为(XJ_ l，lz，f)。 

图 2 带有确定性 CPD的网络 

考虑图 2的例子，C是A 和B的确定性函数。已知 A和 

B时 ，C的值也确定了，因此 D和 E是独立的，即(D上ElA， 

B)。但是 ，Pearl提出的 d一分离概念并不能发现该独立性。 

Geiger等人把d_分离的概念扩展到带有确定性 CPD的贝叶 

斯网络中，这称为确定性分离_6 。令 G为网络结构，并令 D、 

x、l，、z为变量集合。若已知z时x与l，是确定性分离的，那 

么对所有 Pl： (G)的分布 P来说，其中每个 X∈D时P(X 

lFx)都是确定性 CPD，则有 Pl一(x上l，lz)。 

只已知图结构和确定性CPD的集合时，只能发现当变量 
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为其父节点的确定性函数时的独立性。但是 ，某些特殊确定 

性函数可能隐含着其他的独立性，这类独立性只有当某些变 

量取特殊值时才存在，如 CsI中的情况。 

2．3 特定上下文CPD 

2．3．1 表示 

在特定上下文 CPD中，已知子集 UCFx的特定取值为“ 

时，其余父节点的取值与 CPD是不相关的，即． 取不同值时 

分布 P(Xlfx)是等价的。发现这种特定上下文独立的表示 

有两种 ：树 CPD和规则 CPD。 

(1)树 CPD 

Boutilier等人提出使用完全划分的树 CPD来编码上下 

文和参数之间的映射E。 。为了避免混淆，与BN中使用的节 

点和边相对比，对树CPD使用 t_节点和箭头来描述。树CPD 

是一棵有根树，它表示变量 X 的 CPD。树 中的 卜节点有两 

种：树叶 t一节点和内部 卜节点。树叶 t_节点表示分布 P(X)， 

内部 t一节点表示某个变量 ZffFx。每个内部 t_节点有一组向 

外的箭头指向其子节点，对 ∈R(Z)而言，每个箭头都与唯 

一 赋值 Z一≈相关联。 

2=1 

由规则 lD 和 f02可以看出，已知 z 一0时 X。与 X 是特 

定上下文独立的。 

前面把规则看作 CPD的分解 ，我们也可以把规则看作整 

个联合分布的细粒度分解。令B为贝叶斯网络，假设B中的 

每个 CPD P(Xl Fx)都表示为一组规则 Rx。令 R定义为并 

集 Ux∈ x，变量集 x的任意取值 x的概率计算如下： 

P( )一 II P (7) 
(c； )∈R， 

2．3．2 独立性 

定义 6 令 ．D一(c；p)为规则，C—C为上下文。如果 C 与 

C相容，则称．0～c。此时，令 一c <DEc ]--DEc]>，即 的定 

义域为DE12 ]-DEc]，而 DE12 ]一DEc]中的变量与 C 中该变 

量的取值一致。定义简化规则为p[c]一( ； )。对一组规则 

R来说，简化规则集合为R[c]一{pEc~：lD∈R，10～c}。 

定义 7 令 P(Xl Fr)为 CPD，YEFx，并令 C为上下文。 

如果 P(Xl )满足(x上 yl 一{Y}，C )，其中 C 一c(Fx)， 

即 Fx中变量的取值要与 c中该变量的取值一致，则称已知 

上下文 C时边 y_+X是虚假的。 

定义 8 令 x、l，、z为 G中 3个节点集 ，c为上下文。如 

果消去已知上下文 C时的所有虚假边之后，已知 Z时X 和 y 

还是 d一分离的，则称已知 z时x和l，是 CSI-分离的。 

一 般地，如果定义 C为与 X的树型 CPD有关的上下文， 

那么已知上下文 C时X独立于其他的父节点F 一D[c]。但 

是，还可能会存在其他 CSI的表述 。为了描述的一般化 ，下面 

采用规则 CPD进行分析，以寻找所有 CSI的表述。 

先举例说 明简化规则 和虚假边 的概念。如果 把 CPD 

P(Xs lx X2)的规则约束在上下文 一0上，那么其简化规 

则集为： 

pl：(z3— 0；0．6> 

：( 3— 1；0．4> 
(8) 

只留下与z ：0相容的规则 ，并且把 一1从所 出现的 

规则中消去。由前文可知，已知 z 一O时 X。与 X 是特定上 

下文独立的，因此，在 一O时边 一X3是虚假的。 

令R为规则CPD的规则，RE12]为R中与c相容的简化规 

则。令y 为x的某个父节点子集，使得ynDE12~一0。 

如果对每个简化规则pEREc]有l，nD[J0]一D，那么(x上 l，l 
～

y，c)。但是 ，该检查过程并不完整 ，没有考察实际参数 

值，因此会漏掉对特定参数取值而言为真的其他独立 ；而且该 

过程只检验已知上下文和其他父节点时 X和某个父节点间 

的独立性。为此，Boutilier等人定义了 CSI-分离的概念，把 d- 

分离的概念扩展到包含特定上下文独立的网络中。令 G为 
一 个网络结构，P为使得 P l—Ie(G)的一个分布，C为上下文， 

x、y、z为变量集。如果在上下文 c中已知 z时 x 与 y是 

CSI-分离的，那么 PI一(x上 l，Iz，c)。 

2．4 因果影响 CPD 

因果影响 CPD中变量 y的分布由k个原因X -．， 的 

某个子集决定。y以任意方式依赖于其父节点，父节点 X 以 

复杂方式相互作用，但其每个取值组合都与其他取值组合无 

关，即相互保持独立分布。每个原因 x 独立地影响 y，并且 

几个原因的影响能以某种方式简单组合。下面介绍因果影响 

的两种模型：噪声或模型(Noisy Or Mode1)和广义线性模型， 

然后再给出因果影响相互作用的一般定义。 



2．4．1 噪声或模型 

噪声或模型中_6 ，原因之间的相互作用为逻辑或关系， 

并且每个原因带有噪声。令 y为二值随机变量，它有 k个二 

值父节点 X ”， 。如果存在 忌+1个噪声参数 。， 一， 

使得 

P( 一0lX1，⋯， )一(1一 o) II (1--3, ) (9) 
z：X 一 

P( 一1lxl，⋯，Xk)一1一[(1--ito)Ⅱ (1一 )] (10) 
：x 一 

那么 CPD P(ylX 一， )是一个噪声或模型，其 中 为泄 

露概率，表示 无论 任何情 况 y一1总是 发生 的概 率，即 

P(．y一1)； 为3C =1引起 一1发生的概率。 

2．4．2 广义线性模型 

广义线性模型中，子节点 y的值由父节点 X 所决定，且 

两者保持线性函数关系。 

令 y为可取m个值的变量 ，它有 个父节点 X ”， 。 

如果对每个 一1，⋯，m都存在k+1个权值 ．u， 一， ， ， 

使得 

，(Xl，⋯，Xk)一 IIU十∑叫 X (11) 

P( — Ix ，⋯， )一 (12) 
exp(~ (X1，⋯ ，Xk)) 

J = 1 

那么，CPD P(y JX 一， )是一个多类逻辑斯蒂模型。 

2．4．3 因果影响相互作用的一般定义 

定义 9 如果 z◇ 一 ◇ ，则称确定性二值函数 z◇ 

是可交换的；如果(z◇ )◇ — ◇( ◇ )，则称 z◇ 是可结 

合的。如果存在一个可交换可结合的函数 z◇ 使得 f(x ， 

⋯
， )一 ◇z2◇⋯◇ ，则称函数 f(x 一， )是一个对 

称可分解的函数。 

定义 10 如果条件分布 P(YlX 一， )的局部结构具 

有如图 4所示的结构，则称 P(YlX ”，墨 )具有对称的因果 

影响独立(Independency of Causal Influence，ICI)E ，其中 Z 

的CPD是一个确定性对称可分解函数 _厂。若不同变量 的 

CPD是相同的，则该 CPD显示出完全对称的ICI属性 。 

图 4 因果影响独立 

含有不同噪声模型 P( l X )和不同对称可分解 函数的 

对称 ICI模型的实例有很多。噪声或模型使用对称可分解的 

逻辑或函数和简单的带有二值变量的噪声模型。广义线性模 

型使用 Z『来生成叫 X ，然后相加后作为对称可分解 函数 厂， 

最后的阈值效果在已知 Z时 y的分布中体现。 

2．5 高斯模型 

前面的局部概率模型中变量是基于离散空间的。为连续 

变量建模的通用方法是把连续变量离散化，但是离散值会相 

当多，并且会损失两个离散值之间的结构特征。虽然高斯模 

型带有强假设，如远离均值时分布指数衰减，以及变量间存在 

线性相互作用 ，但是其在数学上易于处理。而且根据 中心极 

限定理，高斯模型能作为实际连续分布的一个较好近似。高 

斯模型能表示节点的连续分布。 

定义 11 令y为有连续父节点 X ”， 的连续变量。 

我们说y服从线性高斯模型，如果存在参数 ，⋯， 和 。使 

得 

p(Yl321，⋯，Xk)一N( + Xl+⋯+屈z ； ) (13) 

其向量表示为 

p(Yl )一N( + z； ) (14) 

2．6 混合模型 

混合模型是同时含有离散和连续变量的模型。在此模型 

中，需要处理两种情况 ：带有连续和离散父节点的连续变量 、 

带有连续和离散父节点的离散变量『7 。 

定义 12 令 X为连续变量，并令 u一{U “，U }为其 

离散父节点，y一{Y 一， }为其连续父节点。如果对每个 

取值 uER(U)有 是+1个系数 a ，⋯，a + 和一个方差 使 

得 

p(Xl“， )一 N(a + ∑口 Y ； ) (15) 

则称 x服从条件线性高斯模型(Conditional Linear Gaussian， 

CLG)CPDg 。 

定义 13 如果每个离散变量只有离散父节点 ，并且每个 

连续变量有一个 CLG的 CPD，那么贝叶斯网络称为 CLG网 

络[72]。 

首先考虑连续子节点 X的情况，采用 CLG模型。CLG 

模型不允许连续变量有离散子节点，它引入一个混合权平均 

高斯模型的概率分布。该混合形式对离散变量的每个取值包 

含一个高斯分量；分量的权值是取值的概率。因此 ，混合分量 

的个数在最坏情况下是离散变量个数的指数倍。 

在带有连续父节点的离散子节点的情况下，一般使用阈 

值模型。例如，假设二值离散变量 U有连续父节点y，其阈值 

模型为 

一  

， 

。 

但是在阈值模型中，概率 的变化是 y的一个非连续函 

数，从数学角度来看是很不方便的，则可以利用逻辑斯蒂模型 

或者它的多项式展开来解决这个问题。 

2．7 指数分布族 

前面只关 注于单个 分布 的表示 ，现 在考虑 指数分布 

族_7 。直观上，分布族就是具有相同参数化形式、只在特定 

参数的选择上有所不同的分布集合。一旦选择了网络的全局 

结构和局部结构，就定义了一个分布族，它可由 CPD的特殊 

参数选择来获得。 

2．7．1 基 本定义 

定义 14 令 ；[为变量集。 上的指数分布族的定义包括 

4部分： 

(a)从 的取值到 R 的充分统计量函数r： 一 ； 

(b)由凸集 R”定义的参数空间； 

(c)从 R 到R 的 自然参数函数t：R 一R ； 

(d)；[上的测度A。 

每个参数向量 Off8说明了分布族中的一个分布P ： 

(e)一 A( )exp{(￡( )，r( ))} (17) 

· 5 · 



其中，( ( )，r(e))是向量 ( )和 r( )的内积，z( )一∑A(e) 

exp{(f( )，r( )))是 P的有限划分函数 。指数分布族 P定义 

为：P一{ ：0E0}。 

指数分布族是有相似函数形式 的概率分布类的简洁表 

示。分布族中的成员分布是由参数向量 0来确定的。充分统 

计量函数 r是对概率所有可能取值的总结。函数 t把参数映 

射到充分统计量空间中。测度 A给不依赖于参数的取值赋 

予权值。 

实际中所遇到的几乎所有参数分布都可以表示成指数分 

布族，包括泊松分布、指数分布、几何分布、伽马分布等。 

通常可以构建编码多个相同分布类的指数分布族，但是 

分布类的指数分布族表示需要满足以下要求：(1)参数空间 0 

有较好的特性，特别是要作为 尺M的开凸集；(2)指数分布族 

是非冗余的，即参数的每个选择表示唯一分布，也就是当 日≠ 

时有 P ≠ 。可以验证，当且仅当函数 t是可逆时，分布族 

才是非冗余的。这样的指数分布族叫做可逆指数分布族。 

2．7．2 线性 指数 分布 族 

线性指数分布族是指数分布族的一个特殊类型，由函数 t 

为恒等式函数的分布族组成，这意味着参数的维数与数据表 

示的维数一样。对已知的充分统计量函数来说，这样的参数 

也叫做自然参数。当使用自然参数时，分布简化为 
1 

( )一 exp{( ，f( )>} (18) 
， 

参数空间 0需满足容许性条件：容许 自然参数集合(自然 

参数空间)为可被归一化的自然参数集合。 

r 

日一{ ∈R ：I exp{( ，r( )>}d <。。} (19) 
J 

在有限离散空间的分布情况下 ，所有参数选择都会产生 

归一化分布，并且 O=R 。自然参数空间是开凸集的指数分 

布族叫做线性指数分布族。 

3 贝叶斯网络 

BN由两个部分构成 ：网络结构图 G和局部 CPD集 P。 

(1)BN的结构图 G是一个有向无环图，其节点表示随机 

变量 X “， ，边表示随机变量间的有向依赖。贝叶斯网 

络的结构图 G隐含着局部条件独立假设：对每个变量 X 有 

(x 上 lFx)。这表明，已知父节点时，X 与其非子节点条 

件独立。 

(2)贝叶斯网络的 CPD集 P，是网络结构图G中每个节 

点所对应的CPD的集合。P中的概率值表示子节点与其父 

节点间的关联程度，没有父节点的节点概率则为其先验概率。 

设 x 一， 为随机变量，那么贝叶斯网络的联合概率 

分布可参数化地表示为 

P(X1，⋯，X )一IIP(X IFx) (20) 

结构图G与分布P之间的关系是通过独立映射和因式 

分解的概念来描述的。图G本身就隐含着局部条件独立性， 

而 Pearl又给出d一分离的概念来定义图 G中的全局独立性。 

两个不同的结构图只要满足相同的独立性，那么这两个图就 

具有独立等价性。已知分布 P，还可以构造反映其独立性的 

图G。讨论这些独立性及相关概念，目的主要是使联合概率 

分布可简化表示。本节最后将介绍BN中的一种特殊网络， 

即条件贝叶斯网络；以及简单讨论高斯模型的 BN和指数分 

· 6 。 

布族的 BN。 

3．1 图G与分布P的关系 

3．1．1 独立映射 (Independence-map，I-映射) 

定义 15 令 P为 的分布，定义 J(P)为 P的独立断言 

集，即在P中使(x上l，iz)成立的集合。 

定义 16 令 K为任意图对象，其独立集为 j(K)，如果 

，(K) J，那么说 K是独立集 j的一个 I-映射。 

如果 G是 (P)的T_映射，那么说G也是P的I-映射。由 

定义 16可看出，当 G是P的一个 I-映射时，G中的任意独立 

性必须包含在 P中，而 P可能含有没有反映在G中的额外独 

立性 。 

3．1．2 因式分解 

定义 17 令 G为变量 X “，墨 的 BN图，那么相同空 

间上的分布 P可以根据G来因式分解，如果 P能够表示为： 

P(X1，⋯， )一IIP(X lFx) (21) 
i— l ‘ 

如果 G是P 的一个 I一映射，那么 P可以根据G来因式 

分解，即G隐含的条件独立假设可以将分布 P因式分解成小 

的CPD。相反，如果能根据结构图G来分解 P，那么 G是 P 

的一个 I-映射。 

3．2 图G中的独立 

BN利用独立性把高维联合概率分布分解为局部 CPD的 

乘积以简洁表示。所以，独立性在贝叶斯 网络中尤其重要。 

前面提到，图 G隐含局部条件独立假设：对每个变量 X 有 

(X 上 l ．)，该独立集表示为 (G)。先介绍由 d-分离概 

念定义的全局独立性，再引出两个图的独立等价概念。 

3．2．1 d-分 离 

由定义 16可知，P可能含有没有反映在G中的额外独立 

性，那根据 G因式分解 的每一个分布 P是否存在其他独立 

集?Pearl提出的 d一分离概念能从结构 G的细节中说明P包 

含的独立性，很好地解决该问题。 

由定义 2知道，d．分离概念给出网络的全局独立集： 

J(G)={(x上l，lz)：比 (x；Ylz)} (22) 

(1)士分离的健全．1生 

小分离的健全性是指，如果分布 P根据 G来因式分解。 

那么 I(G) j(P)。也就是说，P满足 d_分离提出的所有全局 

独立性。 

(2)d-分离的完备性 

定义 18 如果当(xJ_ylz)∈，(P)时有 比 (x；yIz)，那 

么分布 P关于图G是可信的，也就是 P中的任意独立性都反 

映在图的 d_分离属性中。 

d_分离的完备性 是指，如果 G中已知z时x和l，不是 

d一分离的，那么根据 G因式分解的分布P中已知z时x和 y 

是依赖的。 

Meek还给出 d一分离完备性的测度论概念|_7 ：对在图G上 

因式分解的几乎全部分布 P来说，也就是对除了 CPD参数化 

空间中的零测度的集合之外的所有分布来说，有I(P)一I(G)。 

这个结论在两个方面强化了 d_分离的完备性：(1)该观点揭示 

了存在一个分布关于图是可信的，也就是图中的所有依赖关 

系同时成立于分布中；(2)这个属性不仅适用于单个分布，而 

且也适用于G上分解的几乎所有分布。 

Shachter提出了贝叶斯球算法l_7 ，用于求 d一分离及其相 



关问题。 

3．2．2 独立等价(Independence_equivalence，I-等价) 

定义 19 如果 I(K )一I(K )，那么 Z上的两个结构图 

K 和Kz是 I一等价的l_7 。；[上所有图的集合被划分为一系 

列相互排斥并且穷举的 l_等价类 ，这是由 I一等价关系诱导产 

生的等价类集合。 

定义 20 上 BN图G的骨架是 上的一个无向图，若 

G包含一条有向边(X，y)，那骨架包含一条无向边{X，Y}。 

定义21 如果 X和 y之间无有向边，那么 、卜结构 一 y 

是一个不道德集。若存在这样一条边 ，它就叫做 v-结构的覆 

盖边。 

d一分离的概念用结构 G的细节来说明分布P 的独立性， 

该观点有一个重要的含义：不同的 BN结构可以完全等价，只 

要它们编码了相同的独立假设集。 

两个图的 l_等价表明，根据其中一个图因式分解的任意 

分布P也可根据另一个图因式分解得到。判断两个图是否 I一 

等价的方法是：G 和 G2为 上的两个图，如果 G1和 G2有相 

同的骨架和相同的 结构集合，那么它们是 I一等价的。但反 

向不成立。引入不道德集的概念，可给出其反方向：G 和 G2 

为 上的两个图，只有在它们是 I一等价时，G】和 G2有相同的 

骨架和相同的不道德集。 

根据覆盖边 的方 向，可给出 I一等价的另一种描述方法。 

当且仅当存在网络图序列 G—G1，⋯， —G ，并且序列 中每 
一 个图都有 I_等价于G，使得G 和G 的唯一差别是覆盖边 

的反向'贝4称两个图 G和 G 是 I一等价的。 

3．3 由分布集 P来构造结构图G 

希望构造能反映概率分布 P中独立性的图G，并通过检 

测 G中的 d一分离性来检测 P的独立性。即在某一程度上构 

建一个网络结构图G，使 G的独立集是 P的独立集的一个合 

理替代。但是，以下的讨论并不会给出分布 P的充分说 明以 

及构造图G的实际过程，只是从概念上解释其构造过程。构 

造过程依赖于两个重要概念 ：最小 I_映射和完美映射(Perfect 

Map，P一映射)。 

3．3．1 最小 I-映射 

定义 22 如果图 K是独立集 J的一个 I_映射，并且移动 

K中的任一条边都会使它不再是 I一映射，那么K是I的最小 

I-映射。 

构造表示分布 P的图G的一个方法是，构造分布 P的任 

意一个最小 I一映射的图 G。怎样获得分布 P独立集的最小 

I一映射?假设已知某一变量序列{X -．， )，依次检测每个 

变量 X ， 一1，⋯，n。对每个 X ，选择{X 一，Xn}中的某个 

最小子集u作为x 在 G中的父节点集，要求【，满足(Xi上 

{X 一，X一 }一uI【，)，并且从 u中任意去掉一个节点后将 

不再满足该性质。那么令 u为 X 的父节点集。u的选择并 

不唯一。但是 ，如果分布为正 ，即对所有变量 ；[的任意取值 

有P( )>O，那么给定变量序列时父节点集的选择是唯一的。 

然而，G是 P的最小 I一映射时，并不能保证 G确实包含 

了P的独立性结构，因而引出 P_映射概念。 

3．3．2 p-映射 

定义 23 若 I(K)一I，则称图K是独立集 J的一个 P_映 

射。若 I(K)一I(P)，那么 K是P的一个 映射。 

当G是P的最小卜映射时，并不能保证G可以发现P的 

所有独立性，而我们的目的是找出能精确发现分布 P独立性 

的结构G，所以引入完美映射的概念。如果图G是分布P的 

P_映射 ，那么可以从 G中直接读出P的所有独立性。 

Pearl和 Verma以 I_等价类的形式提出构建分布 PL映射 

的第一个算法[78]。该算法后来得到发展和补充[ 。由于分 

布 P可以有多个 I_等价的 P_映射，因此算法需要返回整个等 

价类。前面说到，两个图有相同骨架和相同不道德集，那这两 

个图 卜等价。所以通过从已知分布 P的独立性中辨识 P一映 

射G 的骨架和不道德集 ，就可以为 P一映射 G 构建 I一等价 

类。 

3．4 条件贝叶斯网络 

定义 24 已知 x时Y上的条件贝叶斯网络 B定义为一 

个有向无环图，其节点为xUYUz，其中 x、l，和z互不相交。 

x中的变量称为输入变量，y中的变量称为输出变量 ，而 z中 

的变量则称为压缩变量。图 G中，x 中的变量没有父节点。 

YUZ中的变量具有 CPD。利用链式法则，该网络定义一个条 

件概率分布： 

PB(1，，zlx)一 Ⅱ P(XlFx) (23) 
X∈rUZ 

分布 PH(1rIx)定义为 (y，zlx)的边缘分布： 

PB(1，lx)一∑PB(1，，zIx) (24) 

定义 25 令 y为有k个父节点 X 一， 的随机变量。 

如果 CPD P(YIX 一， )表示为已知 X 一， 时 Y上的 

条件贝叶斯网络，那么它就是一个压缩 CPD。 

条件 BN只是一个 BN片段，并不是完整的 BN。该片段 

没有说明片段中所有变量的联合概率分布，只说明了某个变 

量的CPD。因此，条件 BN可以用来说明节点上的CPD，可以 

作为第 2节所描述的局部概率模型的表示_8 。 

条件 BN的一个重要应用是定义压缩 CPD。压缩表示不 

仅可以使模型简化、更容易理解，而且它在描述一个由低级子 

系统组成的复杂系统时，只需为每个子系统单独地建模，而不 

用考虑其低级成分的内部模型。 

3．5 高斯模型的贝叶斯网络 

定义 26 定义高斯模型的贝叶斯网络为，全部变量是连 

续的、全部 CPD是线性高斯模型的贝叶斯网络。 

在高斯模型情况下的 BN中[8 ，G为线性高斯模型网络， 

P为联合多元高斯分布。先介绍多元高斯模型及其特性，然 

后说明线性高斯模型网络和联合多元高斯分布之间的等价 

性 。 

3．5．1 基本参数化 

X 一， 组成的多元高斯分布是一个具有 I"l维均值向 

量 和对称的n×1"1维协方差阵∑的概率分布，其密度函数定 

义为 

p(x)-- 靠  p[__ 1‘‘厂 ] 
(25) 

其中，l∑l是∑的行列式。矩阵∑是正定的：对任意 ,27∈R” 

且z≠O，有 z ∑ ≥0。正定矩阵∑能保证是非奇异的，因此 

它有非零行列式值。 

因为正定矩阵是可逆 的，可以根据协方差阵的逆矩阵 

J一∑叫来定义高斯模型，该逆阵叫做信息阵。该表示方法 

引出高斯密度的另一种形式。由于 
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一  1(x--
,u) ∑ (x--,u)一～÷( 一 ) J(x-z) 

一 一 寺 [32 J：r一2x 4- 

， (26) 

最后一项为常数，因此得到 

p(x)ocexp[一寺工 Jx~(J ) ] (27) 

该高斯密度的公式一般称为信息形式，向量 h一 叫做 

势能向量。由于当且仅当∑ 是正定时∑是正定的，因此当 

且仅当信息阵是对称正定时，信息形式才定义一个有效的高 

斯密度。 

3．5．2 高斯模型的运算 

对分布的操作主要有两种运算：计算变量集 l，某个子集 

的边缘分布，以及计算已知 Z=z的某个取值时的条件分布。 

(1)边缘分布的计算采用协方差形式，只需要计算两两协 

方差。若{X，y}的联合分布的均值和协方差作如下分解 ： 

pcx，y 一N(( ) 至 至 ]) czs 
其中， ER”， ER ，E戕是 ×，z维矩阵，∑ 是 ×m维 

矩阵，∑Yx一∑ 是m× 维矩阵，∑yy是m×m维矩阵，那么 

y的边缘分布是正态分布N(py；EYY)。 

(2)条件分布计算采用信息形式 ，只需要对协方差阵求 

逆。把Z=z的值代人信息形式中，该过程把某些二次项转 

换成线性项或者常数项，并把某些线性项转换成常数项。 

3．5．3 高斯模型的独立性 

对多元高斯模型来说，从分布的参数中可直接得到其独 

立性。令 X—X 一， 服从联合正态分布 N( ；E)，那么 

当且仅当E 一O时，X 与x，独立。 

考虑高斯分布p(X 一， )一N( ；∑)，并令 J=E_1 

为信息阵。那么，当且仅当 P1一(X 上XJ l ～{x ， })时， 

J ，一0。信息阵发现了已知其它所有变量时两个变量间的独 

立性 。 

3．5．4 缌胜高斯模型网络和联合多元高斯分布之间的等价}生 

(1)线性高斯模型网络总是能定义联合多元高斯分布 

令父节点为 X “， 的变量 y的线性高斯模型为： 

p(Ylx)一N(flo4- x；d。)。假设 x 一， 具有联合高斯分 

布，其分布为 N(p；∑)。那么： 

(a)y的分布是正态分布 (y)一N( ； )，其中 一 + 

u， = +ZTEp； 

(b){X，Y)上的联合分布是正态分布，其中 Cov[-Xi；Y3一 

岛∑ 。 

因此，如果 B是线性高斯模型的贝叶斯网络 ，那么它具 

有联合高斯模型分布。 

(2)由多元高斯分布能构造线性高斯模型网络 

令 一{X 一， }，并令 P为 的联合高斯分布。给定 

)(上 X 一，X 的任意序列，可以构建一个贝叶斯网络图 G 

和一个G上的贝叶斯网络B，使得 

(a)Fx {X1，⋯ ，X 一】}； 

(b)B中X 的 CPD是其父节点的线性高斯模型； 

(c)G是 P的最小 I_映射。 

· 8 · 

3．6 贝叶斯网络的指数分布族 

贝叶斯网络中，如果所有 CPD都来自一个指数分布族， 

那么这些 CPD的乘积也是在该指数分布族中。因此，带有指 

数 CPD的贝叶斯网络定义了一个指数分布族。但是，要想得 

到贝叶斯网络的指数分布族表示，需要保证每个 CPD都是局 

部归一化的。对指数 CPD来说，把 r的维数扩大常数维就可 

以实现，那么 ￡( )中相匹配的元素就能作为划分函数的对数。 
一 般来说，虽然带有适当 CPD的贝叶斯网络定义了一个 

指数分布族，但是该分布族一般不是线性分布族。特别地，任 

意包含不道德集的网络都不能产生一个线性指数分布族。 

4 马尔可夫网络 

在为实际现象建模时，有许多现象变量之间的相互影响 

关系是没有方向性的，因此，无向图模型能更好地表示这类现 

象的概率模型。 

与 BN一样 ，MN也由两部分构成 ：网络结构图 H 和因 

子集 中。 

(1)MN的结构图 H是无向图，其节点表示随机变量，其 

无向边表示相邻变量间的直接概率相互作用。若 H的子图 

中任意两个节 点都有 边相连，那么称该 子图为完全子 图 

(complete subgraph)。完全子图的变量集叫做团(clique)。 

(2)MN的因子集 西一{ (D )，⋯， (Dx)}，也叫做势 

函数集(potential function)。因子并没有像 CPD那样对应于 

条件概率，而是表示变量间的相互作用。下面只讨论非负实 

因子。 

由于因子并不对应于条件概率，因此 MN的参数化表示 

并不像 BN的那样直观。需要把 MN与吉布斯分布联系起 

来，建立吉布斯分布与因子乘积的等价关系，那么 MN的联 

合概率分布可分解为因子的乘积。利用因子图和对数线性模 

型，MN可进行更高细粒度的参数化。MN中包含 3种独立 

性I3 ：全局独立、两两独立和局部独立。通过分析其独立性， 

可以使 MN的联合概率分布表示更加简洁。本节最后还会 

介绍高斯模型的马尔科夫随机场和 MN的指数分布族表示 

形式。 

4．1 参数化 

4．1．1 吉布斯分布和马尔可夫网络 

Hammersley和Clifford首次发现马尔可夫随机场和吉 

布斯分布之间的联系：一个随机场是关于邻域系统的马尔可 

夫随机场 ，当且仅当该随机场是关于邻域系统的吉布斯分布。 

这个等价条件解决了MN的参数化问题，建立了吉布斯分布 

与因子乘积的等价关系。下面先介绍因子的概念以及因子的 

运算，再利用因子来定义吉布斯分布的参数化过程，并与图 

H联系起来。 

(1)因子 

定义 27 令 D为随机变量集合，定义因子 为从 R(D) 

到 R的函数。如果因子所有的输入是非负的，那么这个因子 

也是非负的。变量集合D叫做因子的定义域，表示为DEC]。 

定义28 令 x、y、z为互不相交的变量集 ，并令 (x，y) 

和 2(1，，z)为两个因子。定义因子乘积 × 2也为一个因 

子 ：R(X，Y，z)卜R，表示如下： 

(X，Y，Z)一 1(X，y)× 2(y，Z) (29) 

由定义 27可知，联合概率分布和 CPD也是因子。然而， 



CPD和联合概率分布必须满足归一化约束，即分布中数值之 

和必须为 1。 

根据定义 28给出的因子乘积的概念，下面可以定义吉布 

斯分布的无向参数化，即把吉布斯分布分解为因子的乘积。 

(2)吉布斯分布的参数化以及与图 H的关系 

定义 29 分 布 P。是 由 因子 集 中一 { (Dt)，⋯， 

(D )}来参数化的吉布斯分布，其定义如下 ： 

1 ～ 

P。(X1，⋯ ， )一 P0(X ”， ) (30) 
厶  

其中，P (X1，⋯， )一 1(D1)×j＆2(D2)X⋯X ( )是非 

归一化测度值 ，而 Z一 ∑ p。(X ”， )是一个归一化常 
X 1，⋯ ，X

”  

量，叫做划分函数。 

定义 30 如果每个 (是一1，⋯，K)都是 H 的完全子 

图，则称分布 P 根据马尔可夫 网络 H 分解，其 中 一{ 

(D1)，⋯ ， (DK)}。 

由于参数化过程把因子与完全子图的团联系起来，马尔 

可夫网络参数化的因子通常也叫做团势。因为每个完全子图 

都是某个团的一个子集 ，所以只考虑最大团的因子可以减少 

参数化中的因子个数。 

因此 ，MN的联合概率分布是一个吉布斯分布，其参数化 

可表示为： 
1 m 

P(X ，⋯， )一—号II (Dk) (31) 
厶 k= l’ 

其中，m为 H 中团的个数， 为第 k个团的因子 ， 为第 k 

个团的所有随机变量，Z一 ∑ Ⅱ也(Dk)为划分函数。 
X1⋯X k一1 

4．1．2 高细粒度参数化 

(1)因子 图 

定义 31 因子图_8 ]F是包含两类节点的无向图：变量节 

点(用椭圆形表示)和因子节点(用正方形表示)。该图只包含 

变量节点和因子节点之间的边。因子图 F通过因子集来参 

数化，每个因子节点V与一个因子 有关， 的定义域是图中 

V的邻节点变量集。如果分布 P能够表示为这种形式的因 

子集，则称 P在 F上分解。 

马尔可夫网络结构一般没有发现吉布斯参数化的所有结 

构，不能从图结构中看出参数化中的因子是否包含最大团或 

其子集，而因子 图能使 网络中的因子结构更加 明确[8 。例 

如，如图 5所示 ，从因子图中可直接看到因子与团的关系。 

(a)表不 团 A、B、C上 的马尔 司夫 I网络完全子 图；(b)表不 3个变量 

上只有一个因子的因子图；(c)表示两两变量上都有因子的因子图。 

图 5 相同马尔可夫网络的不同因子图 

(2)对数线性模型 

定义 32 令 D为变量子集。定义特征 ，(D)为从 D到R 

的函数。 

定义 33 如果分布 P与下面两个集合： 

(a)特征集 F一{fl(D )，⋯， ( )}，其中每个 是 H 

的完全子图； 

(b)权值集 ∞ 一， ； 

有关 ，使得 
1 k 

P(xl，⋯ )一—号expE-∑ _厂 (D )] (32) 
i— l 

则称 P是马尔可夫网络图H 上的对数线性模型。 

把因子变换到对数空间中，则有 (D)一exp(--e(D))，其 

中riD)一--ln~(D)称为能量函数。特征与能量函数有关，是 

一 个没有非负要求的因子。利用特征集和权值集可以给出分 

布 P的对数线性模型。当变量值域较大时，对数线性模型可 

以为分布提供更加简洁的表示。 

现在，马尔可夫网络的参数化有 3种表示：因子乘积、因 

子图、对数线性模型。对数线性模型比因子图具有更高细粒 

度的表示，而因子图比因子乘积具有更高细粒度的表示能力。 

因子图适用于学习推理，而对数线性模型适用于模型参数化。 

4．1．3 过参数化 

在使用细粒度因子图或对数线性模型表示时，马尔可夫 

网络的参数化一般都是过参数化的。也就是说，对任意给定 

的分布，模型中存在多种参数选择方式来描述概率分布。例 

如，图中有两个团{A，B}和{B，C}。能量函数 ￡。(A，B)不仅 

包含A和B之间相互作用的信息，而且还包含单个变量 A和 

B的分布信息。相同地，e (B，C)也给出了单个变量 B和 C 

的分布信息。与B有关的信息可以放在任意一个团中，或者 

B的作用可以用某种方式分离在两个团中，从而导致在说明 

同一个分布时有多种不同的方法。解决过参数化的方法有两 

种：正规参数化和消除冗余。 

(1)正规参数化 

正规参数化能很 自然地避免吉布斯分布 P的参数化中 

的含糊不清，它要求分布 P为正。H上吉布斯分布的正规参 

数化是通过所有非空团上的能量函数集来定义的。 

先给出一些符号定义。 一( ，⋯，z )是 ；[的特定取 

值，这种取值可任意选取。对于任意变量集 z和包含z的)[ 

的某个子集的任意赋值 来说，定义赋值 为 (z)，也就是 

z中变量的取值与X中该变量的取值一致。相反地，定义 z 

为 ( —z>，也就是 中的值为 z外变量的取值 。现在构 

造一个赋值(xz， )。那么团D的正规能量函数为￡ (d)一 

∑ (一1) -Z In PCdZ， z)。 
Z D 

所以正吉布斯分布 P的正规参数化表示为： 

P( )一exp[一∑￡n．( (Di>)] (33) 
l ‘ 

(2)消除冗余 

由于对数线性模型参数化表示有足够的细粒度，因此可 

以消除冗余而又不会损失表达能力，下面使用对数线性模型 

参数化表示。检测和消除冗余的方法来 自于线性代数。令 

，⋯ ， 为具有权值CO一{CO 一，gOk}的特征集，这样形成分 

布 P的对数线性表示。如果存在系数 a。，a 一，讯 使得对所 

有 有ao+∑a f ( )一0，那么具有权值 CO 一{ +a 一， 

+a }的对数线性模型同样能表示 P。因此，线性相关的特征 

集是冗余的，非冗余的特征集中的特征是非线性相关的。只 

有当特征集是非冗余时，每个权值集才描述一个唯一的分布。 

也就是说，当 ̂ ，⋯，̂ 为非冗余特征集时，令do，∞ ∈R ，若∞ 

≠ ，有 ≠ ，。 

4．2 独立性 

马尔科夫网络中的独立性有全局独立、两两独立和局部 
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独立 3种。根据马尔科夫网络的独立性 ，可以由分布 P构造 

网络图 H。 

4．2．1 全局独立假设 

定义 34 令 H为一个马尔可夫网络结构图，并令 X 一 

X2～ ·一 为 H 中的一条路径。令 z )(为观测变量集。 

如果任意 X 都不包含于 z中， 一1，⋯，k，那么路径 —x2一 

⋯ ～  在已知Z时是活动的。 

定义35 如果已知z时，在任意节点X∈x和y∈l，之 

间没有活动路径，那么说已知 z时X 和y是分离的，表示为 

S“(x；l，lz)。定义与 H有关的全局独立集为： 

j(H)一{(xJ-l，lZ)：SH(x；l，lz)} (34) 

(1)分离的健全性 

任意根据 H分解的分布都满足分离隐含的全局独立性。 

令 P为 上的一个分布，H 为 上的一个 MN结构。如果 P 

是根据H 分解的一个吉布斯分布，那么 H 是P 的一个 I_映 

射。但其反方向只适用于P为正分布的情况，即对变量集 Z 

的任意取值X都有P( )>o的情况。也就是说，令P为 上 

的正分布，H 为 上的马尔可夫网络图，如果 H是P 的 卜映 

射，那么 P是根据 H 分解的吉布斯分布。 

(2)分离的完备性 

如果 H 中x 和 l，在给定z时不是分离的，那么给定 z 

时在某个根据 H分解的分布P中x和 l，是依赖的。利用测 

度论可以得到，对于几乎所有在 H 上分解的分布 P来说，也 

就是对于所有除因子参数化空间中的测度为零点集之外的所 

有分布来说，有 J(P)一I(H)。 

4．2．2 局部马尔可夫假设 

定义 36 令 H 为 MN，定义与 H 有关 的两两独立集 

(pairwise independencies)为： 

I (H)一{(X_Lyl 一{X，Y))：X—y H} (35) 

定义 37 对给定图 H，H 中X 的马尔可夫毯 (Markov 

blanket)为 H中 X 的邻点，表示为 MB“(X)。定义与 H有 

关的局部独立集(1ocal independencies)为： 

Ie(H)一{(X上 一{X)一 f(X)MBH(X))：X∈Z} 

(36) 

在很多情况下 ，局部马尔可夫独立假设也是很有价值的。 

它关注于分布的较小独立性集合，并能有效简化分布 P寻找 

卜映射的过程。 

两两独立集的定义较为直观 ，当给定图中所有其它结点 

时，X与 y是独立的。 

局部独立集的定义是问接定义，在给定直接邻点时 X与 

图中其它的结点独立。 

此时，已经给出3种独立假设集合：全局独立集 I(H)、两 

两独立集 ，P(H)和局部独立集 (H)。对于一般分布来说 ， 

Ip(H)严格弱于 Ie(H)，而 Ie(H)也严格弱于 j(H)。但是 ， 

对于正分布来说，3种独立假设是等价的。 

4．2．3 由分布 P构建 网络结构 图 H 

定义38 若 x u并且u是节点的最小集合，使得(x_．_)(一 

{X}一【，I【，)∈I(P)，那么集合 【，是分布P 中X 的马尔可夫 

毯。 

有了结构图 H和分布 P的独立性关系后，如何构造分布 

P的最小 I_映射?前面提到的局部马尔可夫假设为构建最小 

· 1 r] · 

l_映射提供了 2种方法 ：一种是基于两两马尔可夫独立，另一 

种是基于局部独立。 

第一种方法 ，如果 X和 y是两两独立的，即给定所有其 

他结点时 X和 y是独立的，那么在 X和 y之间引入一条边 

{x，y)，所得到的马尔可夫 网络图 H 是 P的唯一最小 I_映 

射。 

第二种方法，令 P为正分布。对每一个节点 X，令 MB 

(x)为满足定义38的最小节点集 【，。通过对所有 x和所有 

YEMBe(X)引入一条边{X，y}来定义图H，那么马尔可夫网 

络 H是 P的唯一最小 I一映射。 

4．3 高斯模型马尔可夫随机场(Gaussian Markov Random 

Field，GMRF) 

定义 39 如果对所有 i：／：j，有一_ 竺 ≥0，则由信息 
j j㈨ 

阵J一∑ 参数化的二次 MRF是吸引的(attractive)。如果 

对所有 i，有∑『J I<J ，则 MRF是对角占优的。 

定义 4O 二次 MRF的参数化如下： 

￡ (五)： +dl +d；32 (37) 

￡c．J(xi，乃)=do,g+＆ ari+ai'g而+nW五 J q-a~Vz +ai'd 

(38) 

若对所 有 i，有 d≥> 0；并 对 所 有 i， ，2× 2矩 阵 

(。 2。 是半正定 么称二次MRF为两两归一 
化的。 

高斯模型马尔可夫随机场[84,85~是通过无向图模 型来表 

示多元高斯分布的。首先说明高斯分布如何表示 MRF，然后 

说明MRF如何定义高斯分布，并给出两个检验条件来判断 

MRF是否能有效定义高斯分布。 

(1)高斯分布如何表示为 MRF 

高斯分布想要表示 MRF，可以直接从高斯模型的信息形 

式中将其推导出来。由 3．5节知道，高斯模型的信息形式的 

参数化使用协方差的逆阵，即信息阵 J=∑～，概率密度的信 

息形式为： 

p(x)OCexp[一÷z Jx+( ) ] (39) 

把信息形式分解为 2类 ：一类包含单变量 X ，另一类包 

含变量 X 、 的组合。只包含单变量 X 的项为： 

一

÷ z -[-hixi (4O) 

包含 X 、x 组合对的项为： 

一

÷[ j~iXj+ ， xjxi]一-Ji，Jz z (41) 

信息形式直接引出一个两两关系马尔可夫网络，其节点 

势能来 自于势能向量和信息阵的对角元素，其边势能来 自于 

信息阵的非对角元素。因此，任意高斯分布可表示为带有二 

次节点和边势能的两两关系马尔可夫网络。该马尔可夫网络 

一 般称为高斯模型马尔可夫随机场(GMRF)。 

(2)MRF如何定义高斯分布 

考虑任意带有二次节点和边势能的两两关系马尔可夫网 

络。忽略常数因子，常数因子可被合并到划分函数中去，这样 

就可以写出节点和边的能量函数 ： 

岛(z )一 +dlar +dIz (42) 

， ( ，3Cj)一n +以W．22 +＆ z +n1’，,27 ，+a ar + 

口 (43) 



 

通过合并，可以用对数二次形式重新表示这样的势能集 

合： 
1 

P (z)一exp(一÷z Jx+h z) (44) 

其中不失一般性地假设 J是对称的。当且仅 当 J是正 

定阵时，该马尔可夫网络定义一个有效的高斯分布。 

然而，与高斯模型的贝叶斯网络的情况不一样，不是每个 

二次节点和边势能的集合都引出一个合法的高斯分布。要检 

验 MRF是否有效，需要产生完整的信息阵，并检验它是否正 

定。首先介绍两个简单检验。 

第一个检验是，令 P 为二次两两关系 MRF，若 ‘，是吸引 

的，那么 定义一个有效高斯模型 MRF；若 J是对角占优 

的，那么P 定义一个有效高斯模型MRF。 

第二个检验是，令 P 为二次两两关系 MRF，如果 P 是两 

两归一化的，那么它定义一个有效高斯分布。 

4．4 马尔可夫网络的指数分布族 

定义 41 非归一化指数因子分布族 中由 r A和日定 

义，该分布族中的一个因子为 南( )一A( )exp{(f( )，r( ))}。 

定义42 令 中 一， 为指数因子分布族，其中每个 

由r⋯t、A 和0i定义。 ，⋯， 的组合为分布族 × × 

⋯ × ，它是由 e一0 。02⋯ ·。0k∈01×02×⋯× 来参数化 

的，定义如下： 

Po( )。CⅡ ( )一(ⅡA ( ))exp{∑( (Oi)， ( )>} 
f f 

(45) 

其中， 是第 i个因子分布族中的一个因子。 

在 MN的对数线性模型中，有如下形式的分布： 
1 k 

P(X ，⋯x )一专exp[--∑∞ 厂 (D )] (46) 
z — l 

这样的分布显然是一个线性指数分布族，其充分统计量 

函数是特征函数的向量 r( )：<fl( )，⋯， ( ))。通过选 

择合适的特征函数，可以设计一个对数线性模型来表示已知 

的离散马尔可夫网络结构 。这足以说明离散马尔可夫网络是 

线性指数分布族。 

在乘积形式的分布中，各项的乘积形式对应于指数分布 

族的一个简单组合。由定义 42看出，指数因子的乘积是带有 

r( )一r ( )。r2(车)⋯·。z ( )和 自然参数 ( )一t1( 1)。t2(02)。 

⋯。 (Ok)的指数分布族。这说明，如果马尔可夫网络 中的势 

能有指数表示形式 ，那么势能的乘积也是一个指数分布族。 

而且，线性指数因子分布族的乘积还是一个线性指数分布族。 

5 局部有向模型 

本节介绍两种局部有向模型：条件随机场和链图。 

5．1 条件随机场 

定义 43 条件随机场是节点对应于 Uy的无 向图H； 

参数模型为因子集 (D )，⋯， ( )，变量集 D (z=x。网络 

编码的条件分布如下 ： 

P(1，lx)一 p(y，x) (47) 

P(Y，x)一直 ( (48) 
z(x)=E

y

P(Y， ) (49) 

只要 H中的两个变量共同出现在某个因子的值域中，-g 

们就由一条无向边连接。 

CRF是一个无向图，其参数化方式与马尔可夫网络的参 

数化一样，但是 CRF可以编码条件概率分布 P(YIx)，这里y 

是目标变量集，x是观测变量的不相交集。CRF的定义与马 

尔可夫网络的定义的唯一区别是划分函数 Z(x)中使用了不 

同的归一化，当x取不同值 时，其划分函数的值也不相同。 

CRF表示的一个主要优点是避免编码 x中变量的分布， 

这样就可以将大量相当复杂的或难以理解的观测变量独立性 

集融人到模型中。CRF同样可以包含没有简单参数形式的 

连续变量分布。所以可以使用领域知识来定义一个丰富特征 

集合，而不用考虑联合概率分布的建模。 

Lafferty等人首次提出 CRF的表示框架_8 ，随后 CRF 

在许多领域中得到广泛应用 ，如 自然语言处理、计算机视觉 

等。后来 Sutton和 McCallum又引入跳跃链 CRF̈8 ，而 Sut— 

ton等人引入因子 CRFl8 。 

5．2 链图 

链图 9]建立于 CRF表达之上，并可以处理局部有 向模 

型的独立假设。在局部有向无环图(Partially Directed Acy— 

clic Graph，PDAG)中，节点可以不相交地划分为多个链单元。 

在同一个链单元中两个节点问的边一定是无向的，而不同链 

单元中两个节点间的边一定是有 向的。因此，PDAG也称为 

链图。下面讨论链图的分解和独立假设 。 

5．2．1 链图的因式分解 

定义 44 令 K 为一个 PDAG，K 一， 为其链单元。 

定义 F 为K 中节点的父节点。K的道德图是一个无向图 M 

[K]，首先把任意节点对 X，YEFK,，i=1，⋯， 用无向边连接 

起来，然后把所有有向边转换为无向边，就可以产生M[K]。 

定义 45 令 K为一个 PDAG，Kl，⋯， 为其链单元。 

链图分布是通过因子集 也(Di)(i=1，⋯，m)来定义的，每个 

是道德图MLKJ中的一个完全子图。将每个因子 盎(Di) 

与一个链单元 KJ联 系起来，使得 K UF K_，并且定义 

P(K IKK)为含有这些因子的 CRF，Yi—K ，Xi—R．。现在 

定义 

P( )一IIP(K I ) 
1 

(50) 

PDAG K的结构可用来因式分解联合概率分布，把联合 

概率分布作为已知父节点时每个链单元的乘积。链图模型中 

的每个链单元 K 都与一个定义 P(K I )的 CRF有关。如 

果分布 P能表示为 K上的链 图分布，那么说分布 P根据 K 

来因式分解 。 

5．2．2 链 图中的独立 

定义 46 令 K为 PDAG，定义与 K 有关的两两独立集 

为 ： 

『P(K)一{(Xj-yl(NDx一{X，Y}))：X，Y不相交，y∈ 

NDx) (51) 

定义 47 令 K为 PDAG，定义与 K有关的局部独立集 

为： 

(K)一{(X上NDx—Bx JBx)：X∈ } (52) 

定义 48 令 x，y，z(== 为 3个不相交集合，并令 U—x 

UYUZ。如果在无向图M LK [xUl，U z] 中已知z时x 

与y是分离的，那么说已知z时x与 l，是 C一分离的。 

定义 49 令 K为 PDAG，定义与 K有关的全局独立为 

· 11 · 



 

I(K)一{(x上_yIz)：x，Y，ZCZ，已知 z时X 与 y是 C一 

分离的} (53) 

在 PDAG中，X的父节点集和X的邻节点集的并集是X 

的边界节点集 ，表示为 。定义 46泛化了无向图的两两独 

立：在无向图中，节点没有子节点，所以Cx一)(。类似地，不难 

说明这些独立同样存在于有向图中。定义 47泛化了有向和 

无向图的局部独立 。对于有向图而言， 是非子节点集，而 

是父节点集。对于无 向图而言， 是 ，而 B 一Nx。 

C一分离_g。_的概念泛化了无向图的分离概念以及有向图的 d一 

分离概念。 

对于非正分布来说 ，这 3个独立假设并不等价 。全局独 

立隐含局部独立 ，而局部独立隐含两两独立。但是对于正分 

布来说，这 3种定义等价。 

6 基于模板的表示 

无论是贝叶斯网络还是马尔可夫网络，都是用来表示某 

个固定随机变量集 的联合概率分布。由于这类表示方法的 

侧重点是随机变量集，因此称此类模型为基于变量的模型。 

然而，在许多领域中，概率模型要应用于更加复杂的空间，而 

不能把模型编码为某个固定的变量集。基于模板的表示主要 

应用于两个场景。第一个是暂态建模，用动态贝叶斯网络语 

言构造一个描述系统动态属性的单个紧凑模型，在不同时间 

轨迹上产生不同分布。第二个应用场景是为具有相互关联关 

系的多个对象建模 。 

首先描述基于模板表示的基本框架 ，主要有 3个重要概 

念 ：模板属性、实例化和模板因子。 

(1)模板属性(Template Attributes) 

定义 50 属性 A为函数 A(U ，⋯， )，值域为集合 

尺(A)，参数 为与特定类 Q[ ]相关联的类型逻辑变量。 

元组 U “， 称为属性 A的参数特征，表示为 a(A)。 

模板在模型中被多次实例化 ，它可以对具有相同值域和 

同一语义的多个随机变量模型进行编码。模板属性可以是单 

个对象的性质，也可能是整个对象元组的性质。一般把对象 

分为满足 Qn Q7—0和UQ 一Q的类。 

(2)实例化(Instantiations) 

定义51 令Q为类集合，N为Q上的模板属性集合。对 

每个 Q∈Q，对象骨架K为一个固定的有限对象集合O [Q]。 

定义 

()f(Eu 一， ]=oK[Q[u ]]×⋯×0f([Q[ ]] (54) 

缺省时 ]一0 (A)]为 A的参数特征中逻辑变量 

可能取值的集合。对象骨架也确定 了合法赋值 rK[A] 

0 (A)]的子集。 

定义 52 令 K为Q、N上的对象骨架。定义底层随机变 

量集为： 

ZK[A]一{A()，)：)，∈rK[A]} (55) 

x [N]一 U ∈ )[K[A3 (56) 

给定模板属性集合，可以把其实例化来产生同一类型多 

个随机变量的概率空间。 

(3)模板因子 

定义53 模板因子是定义在模板属性元组 A ”， 上 

的函数 ，A，的值域为 R(A)。它定义 了从 R(A )×⋯ × 

· 】2 · 

R( )到R的一个映射。给定随机变量元组X 一， ，使得 

对所有 一1，⋯， ，有 R( )一R(AJ)。定义 (X “， )为 

从x到R的实例化因子。 

本节介绍的暂态模型分为动态贝叶斯网络和状态观测模 

型，其中动态观测模型又包括隐马尔可夫模型和线性动态系 

统。HMM 与 DBN有着密切关系，也可以用 HMM 来表示 

DBN。对象关系领域的概率模型可以表示多个对象问的复杂 

相互作用 ，它的有向图表示包括盘模型和概率关系模型，它也 

可以使用无向图来表示 。对象关系领域的概率模型还可以编 

码结构不确定性。结构不确定性主要有两种类型：关系不确 

定性 ，为对象间相关关系不确定的分布建模 ；对象不确定性， 

为领域 中实际对象 的存在不确定或数量不确定的分布建 

模l_9 。但本文不对结构不确定性的建模进行展开讨论。 

6．1 暂态模型 

暂态模型用于动态场景建模 ，系统状态随着时间的变化 

而改变。假定系统状态表示为某个随机变量集 )c的值。用 

”表示变量X 在时刻 t的实例化，X 不再是取某个值的 

变量 ，而是模板变量，模板变量在时间 t内的不同时刻上实例 

化。 ”是值域为 R(X )的变量。对于变量集 x ，用 

l_f2 (￡l< 2)来表示变量集{ ：￡∈Et1，t2]}。用符号 x“ 0 

表示该变量集的一个取值。 

以下给出3个简化假设，使模型表示问题更易于处理。 

假设 1 离散假设。把时间轴离散为时间段：系统状态 

的测量值由预先设定的等间隔时间粒度 △采集。这样就把 

随机变量集限制为 ， ”，⋯，其中 是表示时刻 t·A的 

系统状态的底层随机变量。 

假设 2 马尔可夫假设。如果对所有 ￡≥0，有( ⋯ 上 

⋯ I )，那么模板变量 的动态系统满足马尔可夫假 

设，这样的系统称为马尔可夫系统。概率分布可以简化为： 

P(Z J )一1Ⅱ-1P(Z“ l ”)一ffP( “州 ’) (57) 
tNO ~-- 0 

假设 3 平稳假设。如果对所有 t，P( ”)都是相 

同的，那么说马尔可夫动态系统是平稳的。这样可以使用转 

换模型 P(Z l )来表示过程，所以对任意 ≥O，有 

P(X ”= I)c“ 一e)=P()( 一 {)[=∈) (58) 

6．1．1 动态贝叶斯网络(Dynamic Baye-sian Network，DBN) 

定义 54 的二时间段贝叶斯网络 (2-time-slice Baye- 

sian Network，2-TBN)是已知 ，时 上的条件贝叶斯网络， 

其中；[ ∈ 是接 口变量集，接El变量 ；[ 在时刻 t的值对时刻 

t+1的变量有直接影响。 

定义 55 动态贝叶斯网络l7 4_是[ ，B一]的组合，其中 

Bo是 的贝叶斯网络，表示状态的初始分布，而 B一是随机 

过程的2-TBN。对任意时间跨度 丁≥0，；[LLJ 的分布定义为 

展开的贝叶斯网络，其中，对任意 一1，⋯， ，有 ： 

(a) 的结构和 CPD与 中X 的结构和 CPD一样； 

(b)对 ￡>0，X 的结构和 CPD与B一中X 的结构和 

CPD一样 。 

在条件贝叶斯网络中，只有变量 有父节点或 CPD。接 

口变量 X 在时刻 t的值对时刻 t+1的变量有直接影响。因 

此，只有 ，中的变量才能成为 中变量的父节点。如图 6所 



示 ，X 、X 、X。和 X4是接 口变量。2-TBN表示条件概率分 

布 

P(X J )一P( } J)一fIP(X，，IPa置，) (59) 

对每个模板变量 X 来说，CPD P(X l Fx．，)是一个模板 

因子：由于存在多个变量 ”，该模板因子将在模型中多次被 

实例化。 

(a)2-TBN B一 (b)初始时间 0网络 (c)三时I司段展开 的 DBN 

图 6 

根据前面的假设，只需要表示初始状态分布和转换模型 

P(X l )，就可以在无限轨线上表示概率分布。转换模型是 

用 2一TBN表示的CPD。 

由 HMM构建的DBN有两类[ ]：因式化 HMM[9 ]和耦 

合 HMME ]，如图 7所示。因式化 HMM 的2-TBN结构为链 

X 一X ( 一1，⋯， )的集合 ，并带有一个所有变量 X 子节点 

的观测变量 y。耦合 HMM 也是由链 X—X 的集合构成， 

但是每条链都是一个带有观测变量 的 HMM。这些链通 

过状态变量直接相互作用 ，每条链都能作用于其相邻链。 

(a)因式化 HMM构建的 DBN (b)耦合 HMM构建的DBN 

图7 两类 HMM构建的 DBN 

6．1．2 状态观测模 型(State-observation Mode1) 

状态观测模型是另一种暂态模型。状态观测模型假定两 

个独立性假设成立：状态变量由马尔可夫方式产生，使得 

(X“州’J-X “ ” lX“ )；以及已知时刻 t的状态变量时，时 

刻 t的观测变量条件独立于整个状态序列：(0( 上X ” ， 

X“ l X“ )。因此，状态观测模型由两部分组成：转换模型 

P(X I X)和观测模型 P(Ol X)。 

状态观测模型包含两类：隐马尔可夫模型和线性动态系 

统。 

(1)隐马尔可夫模型(Hidden Markov Model，HMM) 

HMM[4 ]是比较简单的状态观测模型，如前面所说，它 

也可作为 DBN的特殊情况。HMM 的转换模型 P(S I S)可 

用有向带环图来编码 ，节点表示系统的不同状态，即 R(S)中 

的值。如果有可能实现从 S到S 的转换，那么从 S到s 之问有 

一 条有向弧 ，即P(s I s)>O。从 s到S 的边标注了转换概率P 

(s l s)。 

HMM 的转换图与编码图模型的图，在本质上是不同的。 

转换图的节点是状态变量 ，或者是状态变量的可能值；有向边 

表示状态之间的可能转换，或者表示 CPD中概率为零的项。 

因此，离开节点的边权之和必须为 1。注意到，这种基于图的 

表示方法没有编码 HMM 的观测模型。在某些情况 中，观测 

模型是确定性的，对每个s都只存在一个观测变量0，P(o I s) 

一1。此时 ，观测变量标注在与状态有关的节点上。 

(2)线性动态系统(Linear Dynamical System，LDS) 

LDS表示带有高斯噪声的一个或多个随时间演化的实 

值变量的系统。这样的系统也叫卡尔曼滤波器。LDS可视 

为所有变量为连续变量且变量依赖关系为线性高斯模型的 

DBN。 

LDS表示为状态观测模型，其状态变量和观测变量都是 

随机向量 ，转换模型和观测模型都使用矩阵来编码 ，定义如 

下 ： 

P(X“ lX“ )一N(AX“ ；Q) (60) 

P(O‘ lX‘ ’)一N(HX“’；R) (61) 

其中，A是定义线性转换模型的”× 矩阵，Q是定义与系统 

动态性有关的高斯噪声的 ×m矩阵，H 是定义线性观测模 

型的 ×m矩阵，R是定义与观测变量有关的高斯噪声的 

m×m矩阵。 

开关线性动态系统(Switching Linear Dynamical System， 

SLDS)[ 是既包含线性连续动态性也包含离散变量的系统， 

系统在离散模式之间进行开关切换。 

6．2 对象关系域的有向概率模型 

对象关系域上有向概率模型，是基于模板表示的另一个 

应用，包括盘模型和概率关系模型。 

6．2．1 盘模型 

定义56 对于每个带有参数特征【， “， 的模板属性 

A∈N，盘模型[53]M 定义如下 ： 

(a)模板父节点集合 FA一{B (u )，⋯，Be( ))，使得对 

每个 B ( )有 ∈{U 一， }。变量 是父节点B 的参 

数特征。 

(b)模板 CPD P(Al FA)。 

定义 57 盘模型M 和对象骨架 K定义如下的底层贝 

叶斯网络 B 。令 A(U -．， )为 N中的任意模板属性 ， 

对任意赋值 )，一(u 卜“ ”， >∈rK[A]，底层网络 

中存在变量 A(y)，A( )的父节点为 B(y)(所有 B∈FA)， 

A()，)的实例化 CPD为 P(A(y)lP“A(y))。 

盘模型由Gilks等人提出，后来它作为在模型内或模型 

间共享参数的语言。盘模型中，对象类型称为盘。多个同类 

对象共享相同的属性集和相同的概率模型，“盘”表示一摞同 

类对象。模板属性嵌入在盘中，如果属性 A嵌入在盘Q ”， 

Q 的集合中，可把 A视为与参数特征 U 一， 相关，其中 

每个逻辑变量 在盘(类)Q 的对象上取值。盘模型允许多 

个盘以各种方式叠加在一起，如盘嵌套和盘相交。 

当已知对象集时，实例化这些对象能诱导出一个底层贝 

叶斯网络B洳n ，该网络说明了 [N]上的联合分布。 

但是盘模型有一个显著缺点，它约束A(U ”， )只依 

赖于形式为 B( ，⋯，Uih)的属性，其中 Uf ，⋯，U 是 U ， 

⋯
， 的一个子元组 。这个约束条件使我们不能编码对象之 

间的概率依赖关系网络。 
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6．2．2 概率关系模型(Probabilistic Relational Models，PRM) 

盘模型的最大限制是对属性父节点的参数特征的约束。 

下面对盘模型放松这种限制 ，Friedman等人提出了概率关系 

模型l_9 。首先引入或有依赖(Contingent Dependencies) 

模型_56=的概念，再描述在底层网络的 CPD中如何编码或有 

依赖，以及如何处理带环的问题。 

(1)或有依赖模型 

定义 58 对模板属性 A来说，定义或有依赖模型为一个 

元组，由以下成分组成 ： 

(a)父节点参数特征 (Fa)，它是类型逻辑变量U 的一 

个元组，使得口(FA) 口(A)。 

(b)警卫谓词表达式 r，它是根据参数特征 a(FA)上的模 

板属性集职 来定义的二值逻辑表达式。 

(c)模板父节点集Fa一{B (U )，⋯，B ( )}，使得对每 

个 B ( )有 a(Fa)。 

定义 59 概率关系模型 MpRM和对象骨架 K定义一个如 

下描述的底层贝叶斯 网络 BMPI~。令 A(U ”， )为 N 中 

的任意模板属性。对任意 y∈rK[A]，底层网络存在变量 

A(y)。对任意 B∈ U 和 ( )一 (A)的任意取值 ，变 

量 A()，)的父节点为实例化变量 B()，， )。 

或有依赖模型说 明了特定依赖存 在的上下文。PRM 

M 对每个A∈N定义一个或有依赖模型和一个模板 CPD。 

PRM 中的模板父节点定义为底层网络中父节点取值的模板， 

这个模板对应于适当类型对象逻辑变量的特定赋值。然而， 

父节点逻辑变量集不一定是子节点逻辑变量的子集。由定义 

59可以看出，出现在警卫谓词表达式中的属性也是底层变量 

的父节点。 

(2)底层网络中的 CPD 

首先利用警卫谓词表达式结构，假设警卫谓词表达式是 

基本关系结构的特征 ，并且事先固定好。通过定义关系骨架 

K ，可以编码这个假设。K 定义了事先给定的某个事件集 

(通常是对象间的关系集)，并且 K 不是概率模型的一部分。 

当警卫谓词表达式中的属性值被说明为关系骨架的一部分 

时，可以利用该信息去确定模型中的有限父节点集。使用或 

有依赖可以利用由骨架确定的关系来产生更简化的模型，并 

且明确使模型为无环的。 

然而，警卫谓词表达式的使 用不能 完全处理 PRM 中 

CPD参数化的定义问题。因为父节点的实例数量事先未知， 

并且可能是无限的。因此需要定义一种机制来说明模板水平 

上的父节点数量为变量 的局部依赖模型。这可以利用聚合 

CPD(Aggregator CPD)来实现，聚合CPD使用聚合统计数或 

者变量父节点集合的和。它把同类父节点组合到一个 CPD 

中，把 CPD集合{P(Xl -1，⋯， )： 一1，⋯，z)组合到一个 

联合 CPD P(Xlyl’l，⋯，Y1 ，⋯， -l，⋯，Yc．j，)中。 

(3)检查无环性 

定义60 模板依赖模型 M 的模板依赖 图，对每个模 

板 ，水平属性 A都包含一个节点，无论 U 中是否存在 

类型B的属性，图中都包含一条从 B到A 的有向边。 

通过检查生成的任意底层网络是否无环，可以获得一个 

一 致概率分布。其中一种方法是构建一个编码底层级潜在依 

赖关系的模板依赖图。如果模型MvRv的模板依赖图是无环 

的，那么由 产生的任意底层网络也是无环的。然而， 
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Mpeoa的模板依赖图中的一个环并不意味着由M删 引起的每 
一 个底层网络是有环的。 

6．3 无向表示 

定义 61 关系马尔可夫网络 (Relational Markov Net— 

work，RMN)是根据模板特征集 I1来定义的，其中每个 y∈F 

包含： 

(a)实值模板特征 ，其参数为 N(y)一{A (U )，⋯， 

( )}； 

(b)权值 ∈R。 

定义d()，)使得对所有i有U Ed(y)。 

定义 62 给定 RMNM 和对象框架 K，可以定义如下 

的底层吉布斯分布 pMIcx4N： 

(a)网络中的变量为 [N]； 

(b)对每个特征模板 y∈P和每个赋值 y∈rK[ (y)]， 

P27肼 包含一项 exp(my· (y))。 

前面描述的基于模板的表示使用有向图模型，其实也可 

以用无 向图模型来表示。关 系域 的无 向概率模型起源 于 

Taskar等人提出的关系马尔可夫网络框架_8l98_。Richardson 

和 Domingos给出一种基于逻辑公式的特征表示方法，即马 

尔可夫逻辑网_4 。在马尔可夫逻辑网络中，团的说明与 

势能中特征的说明没有分离。当然 ，模型是根据逻辑公式集 

来定义的，每个公式都与一个权值关联。在避免局部归一化 

要求和无环性约束中，无向表示具有更大的灵活性。 

但是，无向模型也存在着问题 ：不利于对特定大小的值域 

通过学习或手工构建基于模板的模型，而且也不利于把无向 

模型应用于不同大小的模型中。值域大小对概率分布的影响 

是变化的，因此在每次应用时都需要评估模型在此场景中的 

学习能力。 

结束语 本文综述了概率图模型的表示方法及其独立 

性，梳理了节点上的多种局部概率模型，并总结了贝叶斯网络 

及其扩展、马尔科夫网络及其扩展、局部有向模型和基于模板 

表示模型的表示方法和独立性。 

虽然概率图模型已成功应用于多个领域，但是仍有许多 

关于概率图模型的表示方面的问题有待进一步解决。 

(1)在 BN中，参数的选择会对推理的结论产生影响。我 

们希望网络参数即使发生相当大的变化，也只会引起网络性 

能上的较小退化。如何分析和尽量消除这种影响有待进一步 

研究。 

(2)目前，可以通过与不同参数有关的网络来测量网络对 

参数方差的灵敏度，但是如何评价灵敏度的性质以及有效估 

计灵敏度的问题还有待回答。 

(3)DBN结构假设了所应用的系统为平稳动态系统，即 

系统为时不变齐次系统，但是在实际中所遇到的多数系统都 

不符合平稳假设。因此 ，非平稳 DBN是一个研究方 向。另 

外，DBN需要把时间轴离散化，然而这样会损失信息。虽然 

已提出连续 DBN，但是其理论还需深化。 

(4)对象关系领域的概率模型可以为对象间相互关系网 

络的不确定性建模，甚至可以为实际对象集的不确定性建模。 

但是在结构丰富的概率空间中如何选择合适的分布类型来表 

示联合概率分布，特别是引入当前比较热门的关系语言 ，如逻 

辑符号、函数符号和量词等 ，是一个更加复杂的问题。 

(5)对象关系领域的概率模型表示方法是基于知识的模 



型构建方法，其语义依赖于模型实例化所产生的底层 网络。 

然而，该方法是有问题的，该过程产生的模型为推理算法带来 

了很大的挑战。首先，所产生的底层网络相当巨大 ，比通过手 

工构建的模型大得多；其次，由于变量间的多相互作用，该模 

型的连接相当稠密；而且，关系的结构不确定性和对象存在的 

结构不确定性也会导致模型的连接更加稠密。这些问题有待 

进一步解决。 

(6)基于模板的概率模型，除了本文所描述的基于逻辑的 

表示之外 ，近年来还出现一种程序语言框架，称为归纳逻辑程 

序(Inductive Logic Programming，ILP)。它把 随机变量视为 

从其输入到其输出的随机函数 。定义随机函数后，就可以在 

多个空间重复使用该函数。更重要的是 ，可以定义函数来调 

用其它函数，或者定义函数来递归调用函数本身。基于该框 

架的语言包括概率上下文 自由语法和面向对象贝叶斯网络。 

但是，该表示方法与概率结合的理论还需深入研究。 
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