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求解非正定核 Huber-SVR的 SMO算法 
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摘 要 通过运用SMO分解思想和支持向量回归机SVR模型的约束奈件，将 SVR模型的求解问题转化成一系列的 

给定区间内抛物线的最小值求解问题，对于非正定核而言由于只改变其中部分抛物线的开口方向，因而可以求得其最 

小值。据此提出了一种可以求解非正定核的Huber_sVR的SMO方法，推导出了相应的迭代公式并设计了相应的算 

法。由于用该算法可以求解具有非正定核的 SVR，因此可用具有非正定核的 Huber-SVR进行回归和预测实验，并与 

正定核的 Huber-SVR的实验结果进行比较。实验表明，对于 Huber_SVR而言，某些非正定核比正定核有更好的回归 

和预测性能，这说明了求解非正定核的 Huber-SVR的 SMO算法的有效性和必要性。这一算法也可以推广到其它 

SⅥ 中。 
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SMO Algorithm for Resolving Huber-SVR with Non-positive Kernels 
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Abstract A new SMO algorithm for SVR was proposed which can solve the SVR with non-positive kernels．In our 

SMO algorithm．the problem of solving SVR model is decomposed into a series of sub-problems of seeking the minimum 

of parabola within a limited range．Such minimum can be found because only the symmetry axis direction of some parabo- 

las is changed as respect to non-positive kernels．Hence，we derived relevant iterative formula of SMO method for Hu— 

be卜SVR and designed the relevant algorithm． Some necessary proofs about the algorithm were also given．Based on our 

SMO algorithm．we did both regression experiments and prediction experiments using Huber_SVR with non-po sitive 

kernels，and compared the experimental results with that of Huber-SVR with positive kernels．The experimentaI results 

showed that some non-positive kernels may have better regression performance and better prediction performance than 

po sitive kernels，and this confirm ed the validity and necessity of our algorithm．This method can also be extended to the 

other SVR 
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1 引言 

求解具有非正定核的SVR模型在理论上存在困难，因为 

该模型是非凸规划模型，一般认为是不可求解的。相应地，现 

在几乎所有的关于机器学习核方法的研究也都是基于核函数 

为正定的，而且核函数必需满足 Mercer条件。但是在某些特 

定的应用领域中，所使用的核函数不能保证为正定核函数，如 

神经网络中的 Sigmoid核，并且在实际应用中，除了已知的一 

些核函数外，往往难以检验核函数的正定性。所以希望找到 
一 种方法来解决基于非正定核的机器学习问题，求解具有非 

正定核的SⅥ 模型就是一类这样的问题。 

近年来，关于非正定核的研究主要有以下几个方向：第 

一

，在支持向量分类机 SVM 中解决 Sigmoid核的非正定问 

题。文献[1]在文献[5]的基础上，研究了Sigmoid核为非正 

定时训练 SVM 的问题，提出了 Sigmoid核为非正定时训练 

SVM的 SMO算法。文献E23从理论上在欧几里得空间对非 

正定核的 SVM分类问题作了几何解释。第二，从核方法的 

角度引入非正定核，以解决非正定核的核方法的机器学习问 

题。文献E33研究了RICKS空间(Reproducing Kernel krein 

Spaces)中的核函数和基于此核函数的机器学习问题，提出了 

基于RKKS核的机器学习优化模型，最优解在 目标函数的鞍 

点上，解决办法是通过近似转换将非凸规划问题变换为凸规 

划问题，然后加以求解。第三，从核函数的角度，通过在该函 

数中引人一些参数将非正定核转变为正定核。以上的研究成 
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果虽然都是行之有效的方法，但是也存在一些问题。文献Ea] 

从核方法的角度引入非正定核的机器学习方法，这种方法通 

用性较好 ，但是仅对总体回归误差进行了约束，而没有针对各 

个样本点的回归误差进行约束，所以回归精度较低，泛化性能 

较差。而通过引入一些参数将非正定核转变为正定核这一方 

法，目前还未见有重要的研究成果公开发表。 

文献[1]提出的用于解决非正定核的 SVC优化问题的方 

法，可以保持 SVC的泛化性能，这引起了我们的兴趣。这一 

方法的基本思想是，通过运用 SMO分解思想和支持向量分 

类器 SVC模型的约束条件 ，将 SVC模型的求解问题转化成 

一 系列的给定区间内抛物线线段的最小值求解问题。而对于 

给定区间内抛物线线段的最小值求解问题 ，就非正定核而言 

由于只改变其中抛物线的开口方向，且抛物线 自变量的取值 

范围是被限定的，因而可以求得其相应抛物线的最小值，进而 

可以求解具有非正定核的SVC的优化模型。本文在文献[4] 

的基础上，将文献[1]的方法引入 SVR模型求解中，以解决具 

有非正定核的SVR求解问题。本文在 SVR中使用 Huber损 

失函数，是因为 Hube卜SVR与其它 SVR相比，模型比较简 

单，较易推导，且同样的方法也适用于其它损失函数的 SVR。 

本文证明了 Huber_SVR的 SMo方法的一些性质，据此 

推导了用于求解非正定核 Huber—SVR的 SMO的迭代公式， 

证明了迭代公式的正确性，并设计了相应的算法。最后利用 

本文提出的算法，用具有非正定核的 Huber-SVR进行了回归 

和预测实验，并与具有正定核的 Huber-SVR的回归结果进行 

了比较。实验表明，就 Huber-SVR而言，某些非正定核 比正 

定核有更好的回归精度和泛化性能，说明了本文提出的求解 

非正定核 的 Huber_sVR的 SMO算法的有效性 和必要性。 

这一算法也可以推广到其它 SVR中。 

本文第 2节简要介绍 Huber_SVR模型和非正定核 的构 

造；第 3节提出求解核函数为非正定的 Huber-SVR的 SMO 

算法 ，并给出有关的推导和证明；第 4节分别用非正定核的 

Huber SVR与标准的正定核的 Huber-SVR进行回归和预测 

比较；最后是结论。 

2 Huber-SVR模型与非正定核的构造 

2．1 Huber-SVR模型 

当 SVR中的损失 函数取 Huber函数时，构成 Huber- 

SVR。其模型如下： 

min ap(w， )一÷ ll w +c∑( + ) (1) 

rLH (M一_厂( ))≤￡-， ≥f(xi) 

s．t． L胁 (厂(五)Fy )≤ ，f(or )> ， 一1，⋯，z 

L ， ≥O 

将 Huber函数 

⋯f(x)--y)={ 
代入上述约束条件，则上述模型可以进一步化为如下的二次 

规划问题 ： 
l f 1 ／ 

min F(a)一 I 蚤 1∞a K(z ，而)一 1 +麦 1 l=II一 f一 L = 。 
(2) 

f--C~a ≤C， 一1，⋯ ，Z 
s．t． f 

【∑口 一。 

式中，K(·，·)是核函数。在求出上式中的参数a后，即可 

求得回归函数 厂(z)。 

2．2 Krein空间与非正定核的构造 

文献I-3]从理论上提出了非正定核的构造，这是目前对非 

正定核研究的较完整的成果，现作简要介绍。 

定义 1(内积空间) 设 K是一个 R”一R的向量空间。 

一 个 K上的内积空间<一 )K，对于Vf，g，hEK， ∈翼，具有 

如下双线性形式： 

<，，g)K一(g，厂)K 

(afq-g，h)K— (f，h)K+ (g，h)K 

(厂，g>：O，VgEK~S=O 

定义 2(Krein空间) 一个 内积空间是一个 Krein空间， 

如果存在由 K 的线性组合构成的两个 Hilbert空间 H+， 

H一，则使得： 

V UEK，f总可以分解为 -厂=-厂十+f一，其中 ^ ∈H+， 

∈H一，Vf，gEK，<，，g)K一<-厂+，g+>H 一(厂 ，g一>H一。 

定义 3(Krein空间的核函数) 设 K 是 RKKS，且 K— 

H+① H一，那么 

1．H+和 H一是 RKHS(Reproducing Kernel Hilbert 

Space)； 

2．存在一个对称函数 ( ，37 )，k(z，·)EK使得 Vfc 

K，<厂，k(x，·)) 一-厂(-z)； 

3．k一走+十 一。 

称满足上述条件的函数为 Krein空间的核函数。 

Krein空间的核函数具有如下性质： 

1．存在一个 RKKS和核 k； 

2．核 走可以分解出一个正定核k+，即存在两个正定核 

k+和忌一，使得 k=k+--k一； 

3．如果 P是正定核，那么 户一 也是正定核。 

3 求解非正定核 Hube卜SVR的SMO算法 

3．1 Huber-SVR的 SMO模型 

SMO算法是一种求解大型优化问题的分解算法。分解 

算法是一个反复迭代的过程，就式(2)的优化模型而言 ，每一 

步可以把 a的分量分成两部分：一部分属于工作集；另一部分 

属于非工作集。记它们对应的下标集分别为 B和 N。需要 

调整的是 a ，而 是固定不变的。如果用上述分解算法解 

决 Huber-SVR的问题，则 Huber-SVR的二次规划问题就转 

变为： 

羽[ KNN ~N卜EY㈧ ] 

+差 扪[ ] ㈤ 
～

G≤a ≤C，i∈B 
S．t．

一  

e B 一ehaN 

当移去常数项后，即为： 

n 

I 
一rK衄OrB+ KB~aN--yra +爱 e (4) an 一一 

--

C~a ≤C，iEB 
· 匕 

B— 一eNTa
N 

而序列最小化(sequential minimal optimization，SMO)算 

法是分解算法中选取 I Bl一2的特殊情形，即每次迭代过程 
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中只调整相应于两个样本点(z ，Y )和(乃，YJ)的 和a ，它 

只求解一个具有两个变量的最优化问题。实际上，这时工作 

集的规模已经减到最小，原因是原问题(2)受等式约束。只要 

变动一个变量 诉，就必须同时调整另一个变量来保证不违反 

该约束。 

相对应于 SMO算法的 Huber-SVR二次规划问题为： 

min一专岛口 十专 dJ2+koa aj+岱 atktl+∞ atko一 
口．，0 厶 厶 ≠ I，， f≠z’J 

ylai--YJ ，+ + ，2 (5) 

这就是 Huber_SⅥ 的SMO模型。 

3．2 求解非正定核 Huber-SVR的SMO算法 

当核函数为非正定时，为了解决上述的二次规划问题，我 

们提出用于求解非正定核 Huber-SVR的 SMO算法。 

Huber-SVR SMO算法 

输入：初始可行权值 a，样本 X。y，损失函数的参数 >O，惩罚系数 

C>O一参见式(5)，核函数 K，精度e>O； 

输出：已优化的口 

步骤： 

1．设定精度￡，口。一O，令k=O； 

2．按以下准则选取工作集 B一{i， }； 

= argmax--xYF(a)f，j= argmin —vF(a)f。 
f∈ (ak

·o rEll
aw

(ak
,C) 

式中，JUP(口，C)； --C~a <C or a 一C)，J (口，C)一{tl—C<a 

<C or口 一-c}，F(Ⅱ)即为(2)； 

3．反复执行以下步骤： 

3．1计算 一 一 ，L=max(a~ C，一C--ak)，H=min(a +c， 

C一 ) 

f(dj)一 --2ko+kjj+ )+(一vF(ak) +VF(ak)J) 

3．2若 k 一2k + 十 >o。则 

dj= max(一—--—

v F(a
—

k)i+ V F(
． 、

ak)
,i

，L) ～  ．、 ，』 ) 

k 一 2k。+ + 

否则，若 ，(H)<，(L)．则 

dl—H 

否则 一L； 

3．3计算di=--dj，a} =aki+d ， k州一 k+ ； 

3．4若在精度e内满足停机准则 

一 C≤口≤C， 一1，⋯ ， ，∑yia 一O 

∑ I Y 一(∑口女·K(xk，3；7 )+6)I<￡ 

则转第 4步，否则，令 k=k+1，转第 2步； 

4．取近似最优解 一 ¨，算法结束。 

这一算法的关键步骤是步骤 2，即如何选择工作集，亦即 

变量 ， 的选择准则；以及步骤 3．2，即如何选择工作集变 

量的当前最优值，亦即如何计算 的当前最优值。下一节给 

出有关的推导和证明。本算法的计算用时取决于停机准则中 

的精度设置。实验表明，与标准 SVR算法比较，本算法的用 

时较长。 

需要说明的是 ，这里的 Huber-SVR SM0算法，虽然是专 

门设计的用于求解非正定核的 Huber-SVR，但也可以用于求 

解正定核的 Huber-SVR。表 1给出了SMO用于求解正定核 

和非正定核的 Huber-SVR时的主要区别。 
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表 1 SMO用于求解正定核和非正定核的 Huber-SVR的主要区别 

求解正定核 Huber-SVR 求解非正定核Huber-SVR 

的SMO 的 SM0 

主要目的 对规模较大的问题提高求解速度 能够求解非正定核 Huber-SVR 

3．2若 一2k／j+ + >o， 

则 
3．2西一max d =max 

算法(一二 芋 ，L)(一二 型 玉i ，L) 算法 一— _ ’ ’‘一— ’L’· 

否则，若，(H)<，(L)则 

H 

否则d =L； 

3．3 有关算法的两个定理 

关于算法步骤 2中工作集 B={i,j}的存在性，有以下定 

理 1 E 。 

定理 1 当n是模型(2)的稳定点时，当且仅当n是可行 

的并且满足： 

F(口) ≤ rain — F(a) (6) 
￡∈I／ow (口，C) 

将式(2)写成如下的形式： 

m ax一
．喜 j， 一 1 l 一— 1 ( )叫( ) (7) n x一 j， 一 a 一 ( )叫(n) (7 
f—C≤m≤C， 一1，⋯，Z 

S．t． f 

【∑∞一。 

式中，叫( )一 ，k(xi，乃)一声(五) ( )，Zi一 (丑)。 

引入 Lagrange函数 

1 ， 1 ￡ f l 
一 专 )· )一 ．~=laiyt+壳 + 儡一善 (啦+ 

C)一∑ (C一∞) 

并令 — --w(a)z ，则有 

差一一 +号 + 一 + 一o， 
西(m+C)一0，以≥O，0ti≥ 一C， 

(C一∞)一O，&≥0，∞≤C。 

根据 讲的取值范围，可出现以下互不相交的情形之一： 

情形 1： 一C，F— 一 ≥O； 

情形2：一C<ai<c，F— 告口 一o； 

情形 3：讲一一C，F—p一(一 )≤O。 

若定义： 

Io一{i：一C< <C}，J1一{ ： 一C)，Iz一{i；啦一一C) 

并令 

一 F一 a ， ∈凡U，1 

F 一 一告口。， ∈Io U J2 

则归纳上述 3种情形可得： 

i∈IoUI1； iEIoUl2 

若再令： 

=rain{ ：iELUJ )， ~max{ ：iE UIz} 

可得： 

6 ．≤ 

(口，C)一{tI--C<a,<C or —C} 

(口，C)一{t{--C<a,~C or O't一一C} 



即 

max — F(d) ≤ min — F(a) 
tE／Up(口，0 r∈I／ow(口，0 

由定理 1可知，若 是可行的但不是(2)的最优解，则条 

件(6)不满足。所以工作集 B一{i，J}存在： 

— argmax— F(0)f，J— argmin～vF(a)￡ (8) 
r∈Iup( ，c) rEl／ow ( ·c) 

关于算法中的．，步骤3．2，有以下引理和定理。 

引理 1 式(5)中，若设 一-- k+d ，aj—a + ，则式(5) 

可化为： 

in专( 一2k + + )西+(--v F(ak) +v F 
(d ) ) (9) 

L≤ ≤H 

式中，L=max(a~--C；-C-d)，H=min(a~+C，C--a~)。 

证明 ： 

将 n 一 +d ，∞一嘶 + 代人式(5)中，化简可得： 

1 
， [ K／／ ：][≥]+ Fc ， vF(ak)j 

嘲+差[di ]嘲 
dl+ 一O 

～  

+ ，口， +dj--C<~a dj≤C’ + ，口
， ≤C 

再将约束 d 一一 代入式(10)中，经推导可得 ： 

in专( ～2k + + ) +(一 F( ) + F 
(口 ) ) 

S．t．L≤ ≤H 

式中，L=max(a~--C，-C-d)，H=min(d+c，C--a~)。 

引理 1的意义在于它将式 (5)所描述的二次规划问题转 

化为式(9)所描述的约束条件下抛物线的最优值求解问题 ，使 

得可将对二次规划的研究转化为对抛物线的研究，这实际上 

有效简化了研究对象。 

现在只需利用抛物线的性质来研究模型(9)。 

引理 2 模型(9)中，若 k 十 --2k 十 >o，则 的最 

优值为 

一 ma 2k } 一“ 一 ，+ 十 ’ } 
证 明： 

当k + --2kd+ >o时，模型(9)的目标函数只能是 

关于 自变 量 的开 口朝上 的抛 物线，其 顶点 横坐 标为 

一 二 旦 ± 
。 此式中，由定理 1知,--VF( ) + 

k n--2k +b +笔 

F(ak)，>0，故有 二 至 <0
， 即顶点只能 

--

2k + k 七 

在 II，III象限。 

又由引理 1知，H>O(只要选择足够大的 C即可，实际应 

用中c>>I I)，所以该抛物线的最小值只能在顶点或下 

限 L上，这取决于 L在抛物线顶点横坐标的左则还是右侧。 

故有 ： 

f一二 ￡! !!± ￡ r 1 

一mX1 愚 一2k + + 儿f 
模型(9)是 Huber-SVR模型在其工作集 B一{i， }上经 

简化后的表述。若 Huber-SVR模型的核函数是正定的或半 

正定的，则对于所有的工作集 B一{i， }，均有 + --2k + 

>o。所以引理 2给出了正定核情况下 的取法。但是若 

Hube>SVR模型的核函数是非正定的，则对某些工作集 B一 

{ ， }会出现 + --2k + ≤o的情况。以下引理 3给出 

了非正定核情况下 的取法。 

引理 3 模型(9)中，若k + --2k + ≤o，则 的最 

优值只能为 一L或 ，一H。 

证明 ： 

当 意 + --2k + ≤o时，模型(9)的目标函数只能是 

关于自变量 的开口朝下的抛物线 ( + --2k + <o 

时)，或者是一条直线( 十 --2k + 一。时 )。此时目标 

函数的最小值只能在边界点上，即 只能取 ，一L或 一 

H。 

归纳引理 2和引理 3的结论，自然得到定理 2。定理2给 

出了当核函数为正定、半正定或非正定情况下， 最优值的 

取法 。 

定理 2 模型(9)中， 的最优值为： 

fmax<一 'L) 一～Zl~ij + o I 一————————— 一，L ， d— T ”T ，，>u l k --2k + + L 
I 
1 H，k --2k + + ≤o且厂(H)<厂(L) 1 

l L，k --2k + + ≤o且，(H)>，(L) 

式中，_厂(·)是目标函数。 

由引理 1、引理 2和引理 3不难证明定理 2，故证明从略。 

定理 2实际说明了算法步骤 3．2的正确性。 

4 实验及其结果 

4．1 实验目的 

验证本文提 出的求解非正定核 Huber-SVR的 SMO算 

法的可行性，并借助于这一算法，比较正定核 Huber-SVR与 

非正定核 Huber-SVR的回归性能和预测性能，同时也与文献 

[3]的方法作一比较。 

4．2 实验设计 

实验 1：取函数 —cos(exp(x))，z∈[～4，2]，为基准信 

号 ，令间隔为 0．1产生训练样本。分别用 正定核 Huber- 

SVR、非正定核 Huber-SVR、文献E33的方法 ，对这组数据进 

行训练，然后进行回归。非正定核 Huber-SVR的求解使用本 

文的算法。这一实验主要考察本文算法的可行性以及非正定 

核 Huber-SVR的回归性能。 

实验 2：在实际的 4000个鲍鱼样本 的数据中，随机抽取 

5O个作为训练样本，分别用正定核 Huber-SVR、非正定核 

Huber-SVR、文献I-3]的方法对这组数据进行训练。再在剩余 
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的样本数据中随机抽取 3组(每组 5O个样本数据)作为预测 

测试样本，利用训练的结果，分别用正定核 Huber-SVR、非正 

定核 Huber-SVR、文献[3]的方法对这组数据进行预测。每 

一 个鲍鱼样本的数据结构如表 2所列(鲍鱼数据取自http：／／ 

archive．ics．uci．edu／ml／datasets／Abalone)。要求根据鲍鱼的 

性别、长度等 8项数据预测鲍鱼的年龄。这一实验主要考察 

非正定核 Hube svI 的泛化性能。 

表 2 鲍鱼样本数据结构 

罐 
4．3 实验结果与分析 

4．3．1 实验 1的结果与分析 

实验 1中，Huber-SVR的参数 C， 分别取为 C一100， 

一0．5。 

非正定 核 Huber-SVR 的核 函数取 组合 高斯 核 exp 

( )+exp( )一 p( )， 

标准差分别取为d 一O．8， z一1．2，0"3—4。SMO算法的设置 

预定精度为￡一1．7。回归的结果如图 1所示。图中符号“+” 

为样本点，虚线为回归线。 

正定核 Huber-SVR的核 函数取 Gauss径 向基核 exp 

(二 业 )， 一2。回归的结果如图2所示。图中符号 

“+”为样本点 ，虚线为回归线。 

图 1 非正定核 Huber-SVR的 图 2 正定核 Hube~SVR的回 

回归结果 归结果 

· 图3 用文献[3]方法的回归结果 

从图 1与图 2的比较中可以明显看出，非正定核 Hube~ 

SVR的回归结果优于正定核 HubepSVR的回归结果。从图 

1与图 3的比较中可以看出，非正定核 Huber-SVR与文献 

[3]方法的回归结果相近。这说明本文提出的求解非正定核 
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Huber-SVR的 SMO算法是可行的。 

4．3．2 实验 2的实验结果与分析 

实验 2中，Huber-SVR的参数 C， 分别取为C一10， 一 

0．2。SMO算法的预设精度为e一9O。其它参数设置同实验 

1。表 3给出了实验 2的实验结果。 

表中数据是预测结果与实际结果之差的绝对值之和，即 
50 

err一∑lf(x )一 I。误差和越小则预测性能越好 ，泛化性 

能也越好。 

表 3 3种方法预测结果的比较 

从表 3中可知，非正定核 Huber_SVR与正定核 Hubee 

SVR相比，预测的效果有明显的改善，泛化性能较好，与文献 

[37的方法比较，泛化性能也较好。 

结束语 本文提出了用于求解非正定核 Hube>sⅥ 的 

SMO算法，并对算法作了理论的分析和证明，通过实验验证 

了算法的正确性和可行性。实验同时还表明，在一些应用中， 

对于同样的 Huber-SVR，一些非正定核的回归性能可能比正 

定核的要好。因此，有两方面值得进一步研究，一是从理论上 

看，本文的方法仅仅是局部可行还是有一般意义需要探讨，因 

为一般认为非正定核的 SVR模型是无法求解的；二是从应用 

上看，由于本文的算法为 SVR使用非正定核铺平了道路，因 

此进一步的问题是如何根据实际应用环境选择好合适的核函 

数，包括正定的和非正定的。此外，与一般的用于求解 sⅥ 

的 SMO算法相比，本文的 SMO算法的运行时间相对较长， 

这也是需要进一步研究改进的。 
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