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无圈与或图搜索的符号 OBDD算法研究 

王雪松 赵岭忠 古天龙 

(桂林电子科技大学计算机与控制学院 桂林 541004) 

摘 要 与或图搜索是人工智能领域一项重要的问题求解技术。基于传统数据结构的与或图表示技术极大地限制 了 

与或图搜索算法可求解问题的规模。在无圈与或图符号OBDD表示的基础上，给出了一种求解无圈与或图最小代价 

解图的符号搜索算法。实验结果表明，与 AO*算法相比，该算法可处理问题的规模有较大的提高。 
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OBDD Based Symbolic Algorithm for Searching Acyclic AND／OR Graphs 

WANG Xue-song ZHAO Ling—zhong GU Tian-long 

(School of Computer and Co ntrol，Guilin University of Electronic Technology，Guilin 541004，China) 

Abstract Searching AND／OR graph is an important problem-solving technique in the area of artificial intelligence．The 

representation of AND／OR graph based on traditional data structures greatly limits the scale of the graph that could be 

handled with existing AND／OR graph searching algorithm．Based on the symbolic representation of acyclic AND／OR 

graph using OBDD(ordered binary decision diagram)，we proposed a novel sym bolic algorithm for searching minimal- 

cost solution graph of acyclic AND／OR graph．It is shown that the sym bolic algorithm has lower space complexity and 

can be used to handle larger-scale acyclic AND／OR graphs． 
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1 引言 

0BDD(有序二叉决策图)是一种对布尔函数进行表示和 

操作的图形数据结构，可用于离散对象的隐式 (或符号)表示 

并具有较高的存储效率_1]。基于 OBDD的符号技术可有效 

缓解实际应用中存在的状态空间爆炸问题 ，目前已被应用于 

包括大规模集成电路验证、大规模图论问题求解等在内的众 

多领域[2．3]。 

与或图的搜索是人工智能领域的一个重要问题，诸如机 

器人任务规划_4]、装配／拆卸序列规划_5 等许多问题的求解 

均可转化为与或图上最小代价解图的搜索。早期的与或图搜 

索算法集中在无圈图的研究上，包括 Martelli和 Montanari提 

出的自底向上搜索算法和 HS算法_7 ]。自底向上搜索算法 

的基本思想是从终结叶结点开始，自底向上标记可解结点，直 

至根结点。HS算法是一个启发式搜索算法。搜索过程自顶 

向下迭代进行，通过建立显式图G 来实现。最初 G 只含根结 

点S。在每次循环中，选择 的一个端结点 进行扩展 ，将 

的子结点及相应的弧加到G 中。然后执行 自底向上的代价 

更新过程：对每个或结点 ，选择代价最小的子结点并标记相应 

的弧；对每个与结点，选择所有的子结点并标记相应的弧。该 

过程对 G，中的每个结点”都标记 了一个潜在解图(potential 

solution graph)，被标记的潜在解图即是 的代价最小的潜在 

解图。算法以这种方式循环进行，直到根结点 S的潜在解图 

是一个解图，算法成功并输出该解图；或者根结点 S的潜在解 

图包含一个非终结叶结点，算法宣告失败。其后，Nilsson通 

过引入 k连接的概念对 HS算法进行了改进，提出了 AO*算 

法。此算法已成为求解无圈与或图最小代价解图的经典算 

法 ，其基本思想是 自顶向下地建立待扩展的局部解图，每次扩 

展后计算根结点的各个局部解图的代价 ，从中选择代价最小 

的局部解图进入下一步的扩展。算法如此循环进行，直至找 

到一个解图或者所有解图均不可解。随后的改进包括 Mah— 

anti和 Bagchi的CF，CS算法[1o]等。CF算法和 AO*类似， 

如果启发函数满足可允许性条件，两者均可给出最小代价解 

图，且具有类似的时间和空间复杂度。如果启发函数不满足 

可允许性条件 ，两者均无法给出最小代价解图，所不同的是当 

CF的结果可作为另一个算法 CS的输入且满足某特定条件 

时，CS可以产生最小代价解图。在含圈与或图搜索方面， 

Chakrabarti最早提出了 herative—revise和 REV*算法_1 ， 

其改进包括 Jimenez和 Torras的 INT算法和 CFCREV*算 

法口 、谢青松提出的贪心搜索算法_1 以及 Amhuj Mahanti 

在新的与或图理论框架上提出的 S1，S2算法_1 等。 

以上提及的改进与或图搜索算法均致力于提高已有与或 

图搜索算法的执行效率和求解质量。这些算法均基于与或图 

的显式表示 ，即采用了传统的数据结构，如十字链表和邻接矩 
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阵，对与或图逐个进行表示和存储。与基于 OBI)I]的隐式表 

示方式相比，显式表示的存储效率较低，从而制约了以上与或 

图搜索技术可求解问题的规模。为此，本文尝试把OBDD用 

于无圈与或图的隐式表示，并给出了一种基于该表示的无圈 

与或图符号搜索算法。实验结果表明，与经典的与或图搜索 

算法 AO*相比，本文算法可处理问题的规模有较大的提高。 

2 预备知识 

定义 1(()】3I=ID) 给定变量序z -．， 上的变量序 7c，有 

序二叉决策图是表示布尔函数 f(x ，⋯， )的有向无环图 

<V，E)，其中 ： 

(1)V是结点集，其中结点分为根结点、叶结点和内部结 

点 3类。没有输入边的结点称为根结点；没有后继结点的结 

点称为叶结点；除根结点和叶结点之外的结点称为内部结点。 

叶结点仅有 2个，分别标记为0和 1，并表示布尔常量 0和 1； 

每个非叶结点(包括根节点和内部节点)有一个标记变量，节 

点 “的标记变量记做 U．'oaT"。 

(2)E是边集，每个非终结点具有两个输出边，分别叫做 

0边和 1边，并分别用虚线和实线表示。节点 “的0边和 1边 

对应的子结点分别记做 地low和“．high。 

(3)0BDD的任一有向路径上，标记变元 z ，⋯，z 以变 

量序 7I"所规定的次序依次出现，并且每个变元至多出现一次。 

OBDD中的非终结点 “表示布尔函数f“： 

f 一 ．．-oat-·，r ．high· ．val·f ． 0tu一 ．7joF·f 

U． r一1V U．val·fU． r一0，其中，fo一0，fa一1，̂  1 

和^ ：o分别表示布尔函数 ，对其中变元z 取 1和取 0后 

所得到的布尔函数。 

定义2(与或图) 与或图 G是一个有向图，定义为六元 

组 G一(O，A，T，N，E，s)，其中 0是或结点集合；A是与结点 

集合 ；TC__O是终结叶结点集合且 T≠ ；N 0是非终结叶 

结点集合；EC((0一T—N)UA)×(0UA)是有向弧集合 ； 

sE0是G的外向根结点。T和N 中的结点又分别称作可解 

叶结点和不可解叶结点。 

若 N= ，则称 G是叶可解的；若 E中的弧含有代价，即 

眶 ((0—1、一N)UA)×(0UA)×Z ，则称 G为代价与或 

图；若 G中的有向弧连成圈，则称 G为含圈与或图，否则称 G 

为无圈与或图。若无特别说明，以下与或图均是指无圈代价 

与或图。 

若与或图G=(0，A，T，N，E，s)，则其中结点的深度由以 

下规则定义： 

1)根结点 s的深度为 0； 

2)如果结点 node的深度为 h，则其后继结点的深度为 

矗+ 1。 

无圈与或图G的深度 Dep(G)定义为G中结点的最大深 

度；如果有向弧 e的弧尾结点深度为 i，则称 e所在的层次为 

i+1。于是G中的有向弧共有 Dep(G)层，且第 Dep(G)层弧 

弧头指向的结点均为叶结点。 

与或图G中的结点具有以下性质： 
· G中的任意一个结点要么是与结点要么是或结点。 

· 与结点 可解当且仅当 的所有子结点可解。 

· 或结点 可解当且仅当存在 的一个子结点可解。 

定义 3(解图) 设G一(o，A，T，N，E，s)为无圈与或图， 
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m是0UA中的任一结点。根结点为 m的解图D(m)定义如 

下 ： 

1)m∈D(m)； 

2)若 nE0且 ∈D( )，则有且仅有一个 n的后继结点 

属于 D(m)； 

3)若 nEA且 ∈D( )，则 n的所有后继结点均属于D 

(m)； 

4)D(m)中每个叶结点 node均为G中的终结叶结点，即 

node∈T。 

下面把以 为根结点的解图简称 的解图。 

定义 4(解图的代价) 解图 D(m)中任一结点 的代价 

h( ，D(m))定义如下： 

1) ( ，D( ))一O，若 是终结叶结点； 

2)h( ，D( ))一c(，2，Yl")+h(n ，D(m))，若 是或结点， 

是 在D(m)中的直接后继。c(n， )是弧尾为 n弧头为 

的弧的代价。 

3)h(n，D(m))一∑Ec(n， )+ (墙，D(m))]，若 是与结 

点， ，⋯， 是 在 D( )中的直接后继。 

因此，h(m，D(卅))表示 m的解图D(m)的代价。通常， 

与或图G的根结点存在多个解图，其中代价最小的解图称作 

G的最佳解图。与或图搜索的目的即寻找根结点的最佳解 

图。 

定义 5(净化图) 设 G是一个与或图，则 G的最大叶可 

解子图被称作G的净化图，即如果 G，一(()，，A ，T ， ， ， 

S )是 G的一个叶可解子图，且 G的其它叶可解子图均是 G 

的子图，则称 G 为G的净化图。当G无这样的子图时，定义 

其净化图 G，一D。 

由于与或图G的任一解图也是其净化图G 的一个解图， 

因而在求解最佳解图时直接搜索净化图具有更高的效率 ]。 

下面不做特别说明的与或图均是指净化图。 

3 无圈与或图的OBDD表示 

OBDD可用于表示布尔函数之外的离散对象，其它离散 

对象(如与或图)的 OBDD表示以集合的 OBDD表示为基础。 

利用 OBDD表示集合基于以下原理 ：对集合元素进行适当的 

编码之后，集合可以由其特征函数来表示。集合的特征函数 

是一个集合元素编码变量上的布尔函数，且函数值为真当且 

仅当变量赋值对应的元素属于该集合。于是一个集合可由其 

特征函数，进而由OBDD来表示。利用 OBDD表示集合可实 

现不同集合元素在表示上的共享，减少信息冗余。 

可见，集合元素 OBDD表示的关键是对各元素进行编码 

并计算其特征函数。 

例 1 给定集合 S：{a，b，C，d，e}，为了获得集合的特征 

函数，首先需要利用布尔变量对集合元素进行编码。集合中 

有 5个元素，需要rlogz5]一3个布尔变量 z。，zz和 ,7／7。。5个 

元素可编码为 000(日)，001(6)，010(f)，011( )，100(P)。 

特征函数是变量 1，z2和 z3上 的函数 S( 1， ，z3)，且 S 

( ， z，z。)为真当且仅当以变量 z ，规，zs的赋值为编码的 

元素属于集合 S。于是就得到集合 S特征函数表达式为： 

S(xl，．7C2， 3)一_z1 2 3 V 1 z2z3 Vzlz2 3 V 1 X3 V 

1 Z  Z  



 

如果规定变量序 z <z <z。，以上表达式可以由图 1所 

示的 OBDD表示。 

， 一 

田  

图 1 集合S一{ ，6，f，d，P)的OBDD表示 

给定无圈的与或图 G一(0，A，T，D，E，s)，结点集 0，A， 

T和{s)的 OBDD表示可直接采用上述方法实现 。而有向弧 

集 E的OBDD表示则需考虑任意边的起点、终点和代价的编 

码。为此，需要采用 3组互不相交的布尔变量，其中用于起点 

和终点编码的布尔变量个数相同。设 G中包含 个结点，则 

可用 (一rlogz ])个布尔变量，如( 。，⋯，z )对结点进行 

编码。对于代价的编码，我们规定 ：如果某有向弧的代价为 

叫，则该代价的编码为 叫的二进制表示。设 G的最大解图的 

代价为 P，则可用 m(=r log P]个布尔变量，如 (Wo，⋯， 

Wm )对弧的代价进行编码。对于有向弧集 ，本文采用了 

分层表示和存储的策略，即把无圈与或图每一层的有向弧分 

别用一个 OBDD表示。于是对任意弧( ， ，训)∈E，如果分 

别用 一( o ⋯z 一1 )表示弧的起点，z一(zo⋯z 一1)表示弧 

的终点，叫⋯(Wo ·Wm一 )表示弧的代价，则图G中的第 i层弧 

的集合的特征函数可表示为定义在以上 3组变量上的布尔函 

数 InitialArc[i]( ， ，讪)，满足 InitialArc[i]( ，z，叫)为真 

当且仅当z 和z所对应有向弧的层次为i且其代价为 叫。于 

是代价与或图 G中有向弧集E的特征函数为V ≤ ≤ )Ini～ 

tialArc[i](x ，z，叫)。 

若图G的结点集o，A，丁和{s)的特征函数分别表示为A 

( )，0(z)，T( )和 s(z)，则无圈代价净化图 G可表示为((0 

( )，A( )，T(z)，0，Vl≤ ≤ (G)InitialA， [ ](z ， ， )，S 

(z))。把以上各个特征函数用 OBDD表示 ，即可得到与或图 

G的符号 OBDD表示。 

例 2 图2(a)所示深度为 2与或图中有向弧集合以及结 

点集 0一{0，2，3，4，5，6，7}，A一{1}和{s}一{0}的特征函数表 

示如下。图中包含 8个结点，需用 3个布尔变量 (如 ， ，-zz) 

进行编码。 

(d】 (b) (c) 

图 2 与或图及其 OBDD表示 

编码方案如下： 

! ! ! 
编码 000 001 010 O11 100 lOl 110 111 

该与或图最大解图的代价不超过 6，可使用r logz 6]一3 

个布尔变量(wo， ，毗 )编码。 

各层有向弧以及 A和0的特征函数表达式如下： 

InitialArc[1](x',z，叫)一面 zl X2 XO．271X2 Wl V 
— —

， —1 —— —— —— ～ ——  
Xo X l X 2 X oX l z 2 饥bW l Ⅱ ； 

InitialArc[2](x ， ， 一 1 2 0,-~iX2 7220 V 

xo zl 2 o zl 3c2 Wl V 

．

TO P
．2Cl 2 0 z1Lz2 WOWl WZ V 

0 zl 2 z0Izl z2"U-b让1 V．2CO 

，—_了 — —  

321 X 2 X OZ 1X2 让旬 议 lW 2； 

O(x 一 飘’3C2 V n z2 VXO _r、 z VXo I、 3172 V 

z1 z2 V 2Co z1 z2 V l z2 一 z1‘z2‘V 

320 VXO1,3C1 ； 

A(x )一z0 zl 2 ；s(x )一 ,271 z2 。 

图 2(b)，(c)和(d)分别给出该与或图中有向弧集合 Ini— 

tialArcV1]和 InitialArc[2]以及或结点集合 O(x )的 OBDD 

表示。图中未画出的 卜边或 O一边均指向0结点。 

4 无圈与或图搜索的符号OBDD算法 

本节提出了一种无圈与或 图搜索的符号 OBDD算法。 

算法以自底向上的方式计算与或图 G中各个结点最佳解图 

的代价。最后一层结点为终结叶结点 ，其最佳解图的代价均 

为 0。已知第 H一1，⋯，Dep(G)层结点的最佳解图代价，第 i 

层结点的最佳解图代价可按照定义计算。与传统搜索算法不 

同的是，以上计算过程均由基于 OBDD的符号操作实现。 

算法中需使用以下布尔表达式： 
· F(x，f)为真当且仅当z结点的最佳解图代价为f； 

· Sum(x ，z，f)为真当且仅当有向边(z ，z>的代价与 

结点 的最佳解图代价之和为，，并称 厂为结点 ．z 的候选代 

价； 

· SumA(x ，f)为真当且仅当 z 是与结点且 z 的最佳 

解图代价为f； 

· MinO(x ，f)为真当且仅当 是或结点且z 的最佳解 

图代价为 -厂； 

·workedArc[i](z ，z，W )为真当且仅当结点 z 经由第 

i层弧( ，z，W)才能获得最佳解图。 
· bsgEi](x ，z， )为真当且仅当第 i层有向弧( ，X， 

训)属于与或图的最佳解图。 

符号算法的伪代码如图 3所示。 

输入：与或图((o(-z )，A(z )，T(x )，0，V o< < +l InitialArc[i] 

(z ， ， )，s(x ))，其中n是与或图的深度； 

输出：最佳解图bsg及其代价； 

方法 ： 

1 F(x，，)= T(z)A(1厂=O)； 

2 一 ： 

3 DO { 

4 Sum(x ，z，厂)一j ／(InitialArc[i](z ，z， )AF(x， 

f、Aadd(f，Ⅵ， 

5 PreA(x。，z， =Sum(x ，z， AA(x。 

6 PreO(x：，z，f、=Sum(xr．x， AO(x； 

7 SumA(x ，，)：0；MinO(x ，l厂)一O； 

8 For each mini—term cube(x )consisting of variables in z do 
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9 { 

10 SumA(x ，，)一s“，Ⅲ (z ，，)V(cubeA j_丁j／P A(_丁 ， 

x ，／) 

11 A，一 ．PreA( ， 厂)厂)； 

12 MinO(x，_厂)=MinO(x ，，)V(cubeA jz 厂PreO(z ，．27， 

f) 

13 A，一MIN ．Pr~O( 一 ／)厂)； 

14 ) 

15 F(X，／)一s“mA(z ，，)V MinO(x ，_厂)； 

16 tmpl(z ，z， )一jf(MinO(z，，)A PreO(x ，T，，))̂  

InitialArc[i]( ，z， )； 

17 tmp2(x ，_z， )一InitialArc[i](z ，z，Ⅲ)AA(x )； 

18 workedArc[i](z ， ，w)一tmpl(z ，．76，u，)Vtmp2(z ， 

．27， )； 

19 — ～ 1： 

2O } 

21 WHILE ( ≥ 1) 

22 l(x )=s(z )： 

23 For( 一 1； < n+ 1； + + ) 

24 f 

25 bsg[i](x)一jz ]w(1(x )AworkedArc[i](z ，．2-，"))； 

26 l(x )= bsg[i](x )； 

27) 

图3 基于OBDD符号算法伪代码 

该符号算法的执行可分为几个步骤。 

初始化：第 1行完成算法的初始化 ，把终结叶结点的最佳 

解图代价均赋值为 0。接下来，循环计算第 i层弧弧尾结点的 

最佳解图代价。 

步骤 1(第 4行)：计算 Sum(x ，z，_厂)，其中 是第 i层弧 

弧头结点，add(／，w，，)为真当且仅当／与w之和为厂。 

add(a，6，c)可根据下面的递归表达式实现： 

add(a，b，c)一((6一O)A(n—f))V b ，c (inc(b，6 )A 

inc(c，ct)八口dd(a，b ，c )) 

式中，inc表示所有形如( ， +1)的序偶集合 的特征表达式。 

在变量a，6，c的取值为有限域的情况下，可通过不动点计算 

对递归函数add(a，6，c)求值。 

步骤2(第 5—15行)：计算第i层弧弧尾结点的最佳解图 

代价。由于与结点的最佳解图代价的计算方法和或结点不 

同，因此按照结点的种类将上一步得到的结果分为两部分 

PreA(x ， ，，)和PreO(x ，z，厂)，然后分情况分别求取弧尾 

的最佳解图代价。第 1O，11行针对弧尾结点为与结点的情 

况 ：任意由 中变量构成的小项均表示一个可能的弧尾结 

点，对 cube(x )的所有候选代价求和可得结点 cube(x )的最 

佳解图代价，从而得到SumA(x ，，)的特征表达式，其中条件 

z  ／(PreA(x ，z，／)保证cube(x )结点是第i层弧弧尾 

指向的与结点。类似地 ，第 12，13行针对弧尾结点为或结点 

的情况：cube(x )所有候选最佳代价中的最小值为结点 cwbe 

(z )的最佳解图代价，从而得到 MinO(x 厂)的特征表达式， 

条件了x ／(PreO(x ，x， )则保证cube(x )对应的结点是 

第 i层弧弧尾指向的或结点。 

综合起来，第 i层弧弧尾结点的最佳解图代价表达式F 

( ，厂)可由下面的公式计算： 

F(x， =SumA(x ， VMinO(x ， 
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步骤3(第 16—18行)：在uorkedArc[i](x ， ， 中保存 

第 i层弧的弧尾结点JT 为获得最佳解图在本层所选择的路径 

(弧)，如果 z 为或结点，则只能选择一条弧；如果 是与结 

点，则需选择所有的以该结点为弧尾的弧。第 16行针对或结 

点的情况，第 17行针对与结点的情况。保存zoorkedArc[i] 

( ， 厂)的目的是为了在循环结束之后从与或图的根结点 

出发求解整个与或图的最佳解图。 

循环执行以上步骤，自底向上求解每层弧的弧尾结点的 

最佳解图代价，直至求出根结点的最佳解图代价。 

步骤 4(第 22—27行)：从根 结点出发，自顶向下从 

workedArc中析取根结点的最佳解图。 

下面，通过例子来说明符号 OBDD算法的搜索过程。 

以图 2所示的与或图为例，按照上述算法步骤来求解无 

圈代价与或图的最佳解图。为描述方便，用 Setf表示布尔函 

数，所表示的离散对象的集合 

图 2所示的与或图含有 2层弧， 一2； 

初始化 SetF( )一{(3，0)，(4，O)，(5，O)，(6，0)，(7， 

O)}； 

第 1次循环： 

步骤 1 Sef ( ， n一{(1，3，4)，(1，4，1)，(2，5，2)，(2， 

6，1)，(2，7，3)}； 

步骤 2 SPf＆ ( ，，n一{(1，5)}；Sett~．o(i，lr)一{(2，1)}； 

&tF( ．n一{(1，5)，(2，1)}； 

步骤 3 ＆ edArc[2 ， ，)一{(1，3，4)，(1，4，1)，(2，6， 

1)}； 

第 2次循环： 

步骤 1 Se ( ， n一{(0，1，6)，(O，2，3)}； 

步骤 2 &f＆ ( ， 一 ；&加 ( ，， 一{(O，3)}；SetF( ．，)一 

{(O，3)}； 

步骤 3 & _1_( ， n一{(O，2，2)}； 

由于第 1层弧的弧尾结点即是与或图的根结点，因此由 

本次循环第 2步可知根结点的最佳解图代价为 3。 

步骤 4 ‰Ⅲ( ， )一((O，2，2)}，＆‰[2]( )一{(2， 

6，1)}，因而根结点只有一个仅包含一条路径“0-2—6”的最佳 

解图。 

至此，算法结束。 

5 实验结果及分析 

为了检验符号算法的性能，本文利用 Colorado大学的 

CUDD软件包实现了该算法。以随机产生的无圈与或图为输 

入，将本文算法与传统算法进行实验对比。AO*算法和CF 

算法在启发函数满足可允许性条件下，均可给出最小代价解 

图，且时间复杂度和空间复杂度均相当。这里仅 以 AO*算 

法为例进行比较。实验平台配置如下：操作系统 Windows 

XP，CPU P4 1．5GHz，内存 256M，缓存 220M。 

表 1给出了利用 AO*算法和本文符号算法获得与或图 

最佳解图的时间。由表 1可见，在求解较小规模的与或图时， 

AO*算法的时间效果较好。但当与或图规模增大到一定程 

度(表中为 3×104个结点)时，A0*算法产生溢出出错，而本 

文的算法仍能在较短的时间内计算出最佳解图。在同样的运 

行平台上，本文算法求解问题的规模，以与或图结点数 目计， 

可达 2×106，可见本算法所需的存储空间小于传统的 AO* 



算法。以上实验结果表明，基于 OBDD的与或图符号搜索算 

法具有较低的空间复杂度，可处理问题的规模与使用显式存 

储技术的传统算法相比有较大的提高。 

表 1 符号算法与AO*算法执行结果比较 

结束语 与或图搜索是一项重要的人工智能问题求解技 

术，本文对基于 OBDD的无圈与或图符号求解技术进行了探 

讨，主要贡献有： 

1)与或图的符号表示技术，包括与结点、或结点、叶子结 

点和有向弧的OBDD表示，以及代价有向弧的分层表示和存 

储技术； 

2)基于以上表示的与或图自底向上解图最小代价计算方 

法，以及 自顶向下的解图析取技术。 

以后将研究有圈与或图的符号搜索算法，以及这些算法 

在大型装配序列规划、机器人规划中的应用。 
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根据冲突所涉及的冲突因素 ，再分别实现消解。这一算法可 

以初步实现并行执行的 3类冲突的自动消解。本方法建立在 

已知手工分类和消解的基础上，没有包含对可能产生的新的 

重构规则的自动识别及消解。 
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