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通用计算网络图聚类系数和环方法 

程婷婷 王恒山 刘建国 

(上海理工大学管理学院 上海200093) 

摘 要 二分图中不存在三角形，由标准聚类系数概念扩展二分图聚类系数将其定义为四边形所占比例，提出计算聚 

类系数的通用公式，并证明这两个聚类系数具有同样的聚类特征。把这两个聚类系数应用于计算大尺度环数目，得到 

适合于一分网络或是多分网络的通用计算大环数 目公式。 
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Common Algorithm on Computing Networks’Clustering Coefficient and Cycles 
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Abstract Triangles are absent in bipartite networks，this paper proposed clustering coefficient definition in bipartite 

networks which is the fraction of quadrilaterals．Numerical results show that both coefficients have the same property． 

Furthermore this paper applied both coefficients to compute the number of large cycles，deduced an common expression 

for estimating number of large size cycles． 
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1 引言 

聚类系数由Watts and Strogatz_】 提出，是刻画复杂网络 

拓扑结构特性的一个重要量，目的是考察网络中邻居关系之 

间的社团特性，其大小是邻居真实连接数目占邻居最大可能 

连接数比例的平均。这个量被用来衡量小世界网络特性，了 

解无标度振荡器网络中的同步性[2]，刻画化学反应的性质_3]。 

二分网络中有两类结点，当且仅当结点属于不同类时才 

有可能连接，因此二分网络不能形成三角形_3]，因此标准聚类 

系数为0。 不同的二分网络具有不同的聚类特性和社团_3]， 

因此有必要寻找另外一个聚类系数来表征不同二分网络的拓 

扑特性 。 

本文用标准聚类系数研究一分网络中的社团特性，用 四 

边形的比例研究二分网中的社团特性。然后，研究新定义标 

准聚类系数在规则网、小世界网、无标度网中的基本性质，证 

明和标准聚类系数有着共同性质。 

最近研究证明大尺度环的频率和分布特性非常重要，比 

如通过研究大尺度环深入了解网络层次结构 4̈]、网络结构稳 

定性[5]，探查玻色子网不同时期变化[6J，随机游走计算结点相 

似性_7]。计算任一大型网络环数目工作量非常大，通常使用 

近似计算方法_8 或是统计学估计[10,113。本文把任一网络结 

构如一分网和二分网看作由基本单位三角形和四边形组成， 

应用这两个聚类系数推导出一个新的表达式来估计大尺度环 

数目。研究大尺度环估计数目和分布特性，是对以前估计[“] 

的一个非常好的推广。 

本文第 2节由标准聚类系数演绎出扩展聚类系数(四边 

形聚类系数)；第 3节应用这两个聚类系数来计算一分网络大 

尺度环数目，并将其推广到通用网络结构；最后是结论。 

2 两个互补的聚类系数 

定义 1( 结点一阶邻居集) 网络图中与结点 i直接相 

连结点集。形式化描述为：S ￡ ( )一{z1 Vxj∈S8 ( )一 

link(x ，为)}，用G表示网络图结点集，link(zi，乃)表示网络 

图G中结点oZ' 与结点 -z，连接关系，N 为网络图结点数 目， 

S ( ，N)中结点的数目是 i结点度d 。 

定义2(i结点二阶邻居集) 网络图中两 i一阶邻居结 

点又有除 i之外的共 同邻居结点，所有满足这样要求的结点 

组成 i的二阶邻居集 。形式化描述为：& ( )一{．32 J V ∈ 

SP (i)--,'(1ink(xk， )八link(x~， ))，xi，∞∈Se ( )) 

标准聚类系数 C3定义为真实存在三角形个数占可能存 

在三角形最大数目的分数。用 代表结点i邻居数目，最大 

可能存在三角形数目即邻居结点最大相连数目为d ( 一1)／ 

2。所以对结点 五，其聚类系数 ( )为： 
9— ， 

C3( )一 I VxzEG (1) 

式中， 表示真实存在的三角形数目，即d 个邻居相连的数 

目。 

用 C4( )表示四边形聚类系数，其值类推为真实存在四 

边形数目除以最大可能四边形数目。对于一个给定结点 ，真 
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实存在四边形数 目为任两个一阶邻居结点具有二阶邻居的数 

目；可能存在的四边形最大数 目为真实存在四边形数 目加上 

任两个邻居结点没有共同邻居但理论上可能存在四边形的数 

目，即两个一阶邻居集中结点度分别减去其共同二阶邻居结 

点数目后，再减去 1或是 o(t~n果这两点相连则要减 1，否则不 

减)后的乘积。四环聚类系数 c1( )为： 

G ( ) (2) 

式中，m和n表示结点i的任意两个邻居结点，谊(m，n)表示 i 

二阶邻居结点数目。 ( ，2)表示任意两一阶邻居集结点可 

能存在二阶邻居但现实网络中不存在数目。其中link(m， ) 

表示 in和 是否连接，如果为 1表示 和 n互相连接，为 0 

表示不连接，则有 ： 

(m，，z)一( 一71(m，咒))( 一 (m，咒))l 

f (优， )=1+，五(m， )+1，link(m， )：1 

l (m，，z) 1-Fr~(m，，z)，link(m， )一O 

(3) 

因为G( )表示结点 i的任意两个邻居结点相连的概率， 

则 C4( )表示任意两邻居结点具有共同邻居(二阶邻居)概 

率。把所有结点的聚类系数加和平均分别得到系统聚类系数 

( )和(G>，表示用一阶邻居和二阶邻居考查得到的社团性 

质，为引用方便将其简写为 G 和 C4，并称为一阶聚类系数和 

二阶聚类系数。 

图 1中 和 分别用实线和虚线表示 。图 1(a)显示 

聚类系数关于n／N的函数曲线，结点总数 N一10。，网络是任 
一 个结点有 n条对称分布边组成的规则网络。C4<C。并且 

聚类系数都随着 增大而单调上升，在中间区域 C3大致是一 

个常数，G 值有些轻微的下降。研究证明在规则网络中聚类 

系数依赖于n／N，不同规模的规则网络有类似的曲线。 

1 

∞  

善n6 
U  n

4 

0 

(a)规则网络 (b)小世界网络 

(c)无标度 

图 1 不同拓扑结构网络的C3和C4 

图 1(b)小世界网络是从 一4的 N一10。个结点的规则 

网络开始以概率 P把短程连接重建成长程连接演化成的小 

世界网络，初始规则网络的聚类系数 可以看到在 P较 

小时， ， 稍大于co．4，P较大时C。， 远大于 C2， 。C3， 远大于 

C2． 是小世界特征的一种展现，因此P在此范围会产生小世 

界网络。也可以用文献[12]的方法构造小世界网络(不断短 

程边重连)，可以得到同样的性质。 

图1(c)示出无标度网中两个聚类系数关于结点度 d函 

数曲线。无标度网是由两个相连的初始结点，由优先连接规 
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则构造的 N一10 个结点的网络。( (d)和 C。(d)随着 d的 

增加几乎都不变：对任一 d，G( )和 ( ( )几乎是一个常数。 

综上所述，图 1证明可用一阶聚类系数刻画的各种网络 

拓扑性质，同样也可以用二阶聚类系数 来刻画。( 汁算 

的是四边形的数目而不是三角形的数 目，所以其适用于特殊 

网络——二分网络。 

3 用三角形和四边形聚类系数估计大尺度环数目 

定义 3(基础子环) 因某中心点的环都可由顶点(中心 

点)和其一阶邻居结点组成的三角形或是四边形构成，则定义 

这种三角形为基础三角形，这种四边形为基础四边形，并将其 

统称为基础子环。 

定义 4 完全 S尺度环，用 0 表示 ：如图 2(“)所示j1{结 

构，0s(s尺度环)是完全由基础三角形组成的环。 

定义 5 ID度非完全S尺度环 0P：当且仅当O 由P个基础 

四边形，其它基础子环全部为基础i角形组成，p一0表示完 

全 s尺度环。 

最近越来越多的研究关注复杂网络中环结构，广大J为环对 

于网络中信息传播口。]和流感传播_1 具有非常重要的作用。 

为解决计算任意尺度环个数需要长计算时间的问题，本文运 

用概率统计方法估计不同尺度数 目_1 ，该方法用到了度分布 

P( )和一阶聚类系数分布 C3( )。该方法环尺度上界较小 

且不能被应用于二部图，本文环的尺度指环中结点数 日。住 

这部分应用 C4和 改进该方法，改进方法不仅适用于⋯一分 

图也适用于二分图和多分网络。 

文献[11]对一个中心结点估计环数目，中心结点和其它 

所有结点都相连。如图2(a)所示，中心结点与其两个一阶邻 

居结点连接形成两条边，两一阶邻居结点连接形成第 条边， 

组成三角形，则相邻三角形会形成四边形，五边形等。由以上 

过程可估计网络结构中度为 d的中心结点存在完全 由基础 

三角形构成的0 数 目，其中 s∈[3，d+1]。第一步取包括中 

心点的 s个结点，不妨设先选择中心结点再从其一阶邻居集 

中选择 一1个结点，有( 1)( )种情况。第二步把选出的 

除中心结点外的 一1个结点排序并顺次连接，L太】为一个序列 

和其逆序组成的环相同，则排序可能情况有 — ，即顺序 

连接这 s一1结点可能形成 o?的数 目为 。综合前两 

步，0}存在最大数目为 啪x(s， )一(：)(：一1) j ∈ 
[3，志十1]。第三步估计真实存在的概率，因为 一1个结点和 

中心结点的连线全部真实出现，则第二步每种可能形成 的 

情况存在概率是由S一1个结点能同时存在 一2个连线的概 

率决定的。每两个一阶邻居结点连接的概率为C。( )， 一2 

个连线同时存在的概率为 ( )r_ ，即环真实存在的概率 Po 

( ， )一C3( ) 。。综上所述，计算度为 d的中心点得到O 数 

目的公式为： 

No?( )一n ( ， )Po(5， )}3≤ ≤ +l∈N (4) 

在网络图中只要度满足 d ≥ ≥S--1的结点都有可能 

形成 ，网络系统的度分布为P( )，则整个网络中具有 的 

数目估计为： 

一 

一 m ～ 

+ 

孕一 川 

量

一 

f 

∑一 



 

m x 

一

N 啦*
，

∑ p( )*nY (s， )*Po(s， ) (5) 
’ j 

式中，以表示考虑重复计算环数目的调节系数，为 1时表示 

所有的 都没有重复计算，趋于0时表示重复计算情况非常 

严重，其值为 1／s。式(5)只考虑完全由基础三角形组成的 

数量，网络系统中这类结点的数目也是非常有限的，因此由式 

(5)得到的环数量具有很小的上界。对于一个结点，在其形成 

的大尺度环中，除该结点外的其余结点不一定都是该结点的 

一 阶邻居，还有可能是其两个一阶邻居的共同一阶邻居，即该 

节点的二阶邻居。如图 2(b)和图 2(c)所示，这种情况是式 

(5)无法计算的也是其漏掉的情况，并且在二分网络中，顶点 

只含有基础四边形 ，应用式(5)计算时因为 C3( )；O，所以式 

(5)中所有的环都不存在， 一O会产生错误估计。 

(8) (b) (c) 

图 2 三种形式基础子环结构 

本文会考虑由顶点，一阶邻居结点和二阶邻居结点构成 

环的情况(如图 2(b)，图 2(c)所示)，并根据环不完全度来分 

析计算环数目，本文中环不完全度fD即为环中四边形的数目 

也是环中基础四边形的数目，因此估计真实存在环数目会用 

到式(2)定义的二阶聚类系数 C4(d)。首先考虑顶点(0)连接 

环中除了其中一个结点外所有结点的情况，即 的数目，在 

这种情况下有 5—2个结点连接到结点0。计算度为d的结点 

包含一个基础四边形的数目 ，过程如下： 

第一步 把。结点选出，有(：)种可能； 

第二步 从和0相连的d个结点中选择S一2个结点，有 

(息。)种可能； 

第三步 把与顶点0相连的s一2个结点排序易知有(s一 

2)!／2种情况； 

第四步 在任一排序情况下，取任两排序为相邻的一阶 

邻居结点，再取这两个结点的共同一阶邻居，因为有 s一2个 

邻居结点，则顺序结点对有 一3个，则有( )种情况； 

由以上几步知nW )一( 2) * 

f 1 I sE E3，愚+2]。 

第五步 求真实存在概率，估计存在0 环数目。0 环中 

有s一2个一阶邻居结点，一个二阶邻居结点。经分析，会存 

在 一4对顺序一阶邻居结点连接成的边，一对不连接的顺序 

相邻一阶邻居结点，在这里称为虚边，并且此结点对要满足有 

共同二阶邻居。下面将分别两步详细计算： 

a)计算连接o{中s一4对顺序一阶邻居结点连线存在的 

概率，任两一阶邻居结点连接概率独立，则存在 一4条边的 

概率为 C3( ) ‘； 

b)形成一个四边形的概率，即有一条虚边，且有共同二阶 

邻居的概率。虚边存在概率为1一C3( )，两一阶邻居有共同 

二阶邻居的概率 C4( )，因此此步得到的概率为(1一G( ))* 

C4( )； 

总体来说，第五步求得的O 存在概率为 (s， )一C3 

(d) 一 *C4( )*(1一C (d)) 

第六步 估计存在 的数 目。N (s， )=／21(s， )*Pl 

(s， )。 

这样就可以得到和式(5)相似的公式，不同的是用／'／1(s， 

)和 P1(s， )分别替代 no(s， )和 ( ， )，求和的下限是 ～ 

2而不是 s一1，得到整个网络中环的数目为： 
dⅢx I 1 

一 N * * 
。p( )*，z1(s， )*PI( ， )f 一÷ d= ～z 1 0 

(6) 

这是在式(5)中没有计算的环数目，上面考虑的是 1度非 

完全S环的数目，同理推得 的数目，其中 1≤g≤(Es／23～ 

1)，I-a]表示a取整数部分。有g个四边形且尺度为s的环最 

大数目为 (s， )=(一dS g一1)* *( 一gg一 )l ＼一一l， 、 ， 
O≤g≤[s／2]一1，估计发生概率为 (s，d)一 (d) 。* 

C4( ) *(1一 (d)) ， 估计存在数目为： 

一 (S-- d一1)(s～g_1) *C3( 2*C4( 
*(1--C3(d)) l 0≤．g≤(s／2—1) (7) 

考虑 g—s／2—1的情况， 环全部由基础四边形构成，但 

经过验证也适用于上式。 

易知网络系统中 数目： 
dmax 1 

H《一N * *
，

∑
， ( )*，zg(s， )*P (s， )l 一÷ 

(8) 

在网络结构中Os有 ， 1，⋯，0} 。卜 隋况，即 一H0 + 

H口 +⋯+ H0 ／23一 ，因此网络系统中os的数目计算如下式 ： 

ax r 127--1 

一 N * *
．

∑ ∑ ( (d)* (s， )* ( ，d)l 

一 1／s (9) 

式中，第一项g=O时就是式(5)，上限[s／2]一1≥O，来自于式 

(7)中 ( )的指数非负，s一2g一2≥O [s／2]一1。式(9)不 

但改进了式(5)的估计，还可以计算更大尺度的环。分析式 

(5)中Vd，j(生 ) 一1≤ ≤ 一 ，则能估计的环最大尺度 

为 cfI +1，而在式(9)中Vd，j(s一2g一2≤ )̂ ((s—g一 

1)≤d丌m ) s≤2 ～可知估计环的最大尺度为 2d⋯  

式(9)另外一个改进就是其可以用来估计二分网络中的 

环，在二分网络中一阶邻居集内没有连接，式(9)中所有 C3 

( )的指数都会消失；二分网络结构类似于图2(c)只由基础 

四边形构成，因此可知尺度为S的环由且仅由g个基础四边 

形组成，满足 =2(g+1)，即g一( —2)／2。g个相邻四边形， 

则需要在第二步中需取 g+1=s／2个一阶邻居结点，第三步 

再顺次排序有 种情况，第四步在g对顺序一阶邻居结 

点加入g个二阶共同邻居情况只有一种。第五步估计存在概 

率时任意两顺序一阶邻居结点存在二阶邻居的概率为 c4 

( )，s／2个顺序排列一阶邻居结点会产生(s／2)～1个四边 

形，二阶邻居结点数目也为0／2)一1，其存在的概率为 C4 

( ) ，组成四边形中两一阶邻居结点不相连的概率为 1， 
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所以相应地被 1取代。因此可得二分网络计算环数 目公式： 

一 一* * (dN P)* *( ／2) 一 一* * 善 () ( ) 
( ) 卜 l 一1／s (10) 

任一多分网络都是由三角形或四边形组成的，所以可知 

式(9)不仅可以在一分网络和二分网络中应用，还可以在多分 

网络中应用。 

结束语 本文引申一阶聚类系数的概念，提出计算二阶 

聚类系数方法，即存在的四边形数 目占最多可能四边形数目 

的分数。证明二阶聚类系数和一阶聚类系数对研究各种不同 

拓扑结构复杂网络起同等重要作用。二阶聚类系数使得在没 

有三角形的二分网络中计算二分网络社团变成可能。任一环 

都是 由三角形和四边形基构成，因此一分网络可用一阶聚类 

系数计算一分网络中的聚类系数，类似可用扩展聚类系数计 

算二分网络图中的社团性质，进而可以用一阶和二阶聚类系 

数计算多分网络结构中的社团性质。 

在一分网络 中估计某尺度环数 目时，环尺度存在上 限 

s<d一+1，d一表示网络中最大结点度。本文提出一更通用 

的表达式，此表达式不仅增加了估计某尺度环数 目时漏掉的 

类型数目，并且也适合于二分网络，同时可使估计环尺度最大 

值增加到2d～。为验证这些结论，应该把该计算应用于大型 

网络，这将是在以后文章中详细研究的问题。 
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