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摘　要　遗忘在知识表示与推理领域扮演着非常重要的角色.遗忘在多种逻辑语言中都有大量的研究,被广泛应用

于诸多领域.模态逻辑适用于智能体的知识表示与推理.随着多智能体系统研究的发展,多智能体模态逻辑中的知

识遗忘也开始被关注.现有研究表明,知识遗忘在不同的多智能体模态逻辑系统中具有不同的性质,且大多无法有效

计算.为此,多智能体模态逻辑系统KD４５n 中的知识遗忘值得进一步研究.首先,基于模型理论给出知识遗忘的定

义;接着,分析KD４５n 中知识遗忘的主要性质;最后,提出KD４５n 中计算知识遗忘的有效算法.该算法利用人工智能

领域解决难求解问题的主要方法之一———知识编译技术,将一般公式编译成交替覆盖析取范式,再利用该范式进行知

识遗忘的有效计算.研究结果表明,在KD４５n 中满足一些很重要的知识遗忘性质,其计算时间复杂度是交替覆盖析

取范式公式长度的多项式时间(原公式长度的双重指数时间).与现有的非初等时间复杂度算法相比,所提算法更高

效、更实用.
关键词　多智能体模态逻辑,知识推理,知识编译,知识遗忘

中图法分类号　TP１８１　　　文献标识码　A　　　DOI　１０．１１８９６/j．issn．１００２Ｇ１３７X．２０１９．０７．０３０
　

KnowledgeForgettinginMultiＧagentModalLogicSystemKD４５n

WENXiＧming１,２　FANGLiangＧda２,３　YUQuan２,４　CHANGLiang２　WANGJu２

(DepartmentofInformationScience,GuangdongInstituteofPublicAdministration,Guangzhou５１００５３,China)１

(GuangxiKeyLaboratoryofTrustedSoftware(GuilinUniversityofElectronicTechnology),Guilin,Guangxi５４１００４,China)２

(DepartmentofComputerScience,JinanUniversity,Guangzhou５１０６３２,China)３

(SchoolofMathematicsandStatistics,QiannanNormalCollegeforNationalities,Duyun,Guizhou５５８０００,China)４

　
Abstract　Forgettingplaysanimportantroleinknowledgerepresentationandreasoning．Ithasbeenextensivelystudied
inmanylogicsandbeenwidelyappliedtovariousfields．Modallogicissuitableforrepresentingandreasoningaboutthe
knowledgeofagents．WiththedevelopmentoftheresearchonmultiＧagentsystems,theinvestigationonknowledgeforＧ
gettinginmultiＧagentmodallogicsbeginstoattractattention．However,knowledgeforgettinghasdifferentpropertiesin
differentmultiＧagentmodallogicsystems,anditcannotbeeffectivelycomputedinmostcases．Therefore,itisnecessary
tomakefurtherinvestigationontheknowledgeforgettinginthemultiＧagentmodallogicsystemKD４５n．Firstly,the
knowledgeforgettinginthemultiＧagentmodallogicwasdefinedbasedonmodeltheory．Then,themainpropertiesof
knowledgeforgettinginKD４５n wereanalyzed．Finally,aneffectivealgorithmtocomputeknowledgeforgettingin
KD４５n wasprovided．ThecomputingalgorithmadoptstheideaofknowledgecompilationwhichisanapproachforadＧ
dressingtheintractabilityofanumberofartificialintelligenceproblems．ThealternatingcoverdisjunctiveformulaisinＧ
troduced．Bycompilingthegeneralformulaintoalternatingcoverdisjunctiveformula,knowledgeforgettinginKD４５n

canbeeffectivelycomputed．ThetimecomplexityisdoubleＧexponentialinthelengthoftheoriginalformula,butpolynoＧ
mialinthelengthofthecompiledone．ComparedwiththecurrentnonＧelementaryone,thealgorithmismoreeffective
andmorepractical．TheresultsofresearchshowthatknowledgeforgettinginKD４５nsatisfiesmanyimportantproperＧ
tiesandcanbeeffectivelycomputed．
Keywords　MultiＧagentmodallogic,Reasoningaboutknowledge,Knowledgecompilation,Knowledgeforgetting



１　引言

遗忘(forgetting)的思想最早可以追溯到１８５４年 Boole
提出的“消去(elimination)”[１].其直观含义是:从当前理论中

删除某些信息,得到一个比原理论更弱的新理论,但在保留下

来的信息范围内,新理论和原理论能推导出一致的逻辑结论.

遗忘在知识表示与推理领域扮演着非常重要的角色.在

命题逻辑、一阶谓词逻辑、模态逻辑、描述逻辑、回答集逻辑程

序设计(AnswerSetProgramming,ASP)和情景演算(situaＧ

tioncalculus)等逻辑语言中都有关于遗忘的研究.遗忘被广

泛应用于最弱充分条件和最强必要条件的计算[２Ｇ３]、溯因推

理[２]、相关性分析[４Ｇ６],知识和信念的推理[６Ｇ７]、冲突解决[８Ｇ１１]、

本体 分 析 与 重 用[１０Ｇ２５]、本 体 信 息 隐 藏[２０,２２Ｇ２３]、逻 辑 差 异 判

定[２０,２３,２５]、知识库更新[２６Ｇ３１]等诸多领域.

关于遗忘的理论研究主要集中在两个方面:可定义性

(definability)问题和遗忘结果的计算问题.前者主要研究当

前理论用某种逻辑语言表示时,遗忘结果是否依然可以用该

逻辑语言来表示(若遗忘结果依然可用原有逻辑语言来表示,

则称遗忘在该逻辑语言中是可定义的);后者主要研究如何计

算遗忘之后所得的新理论.

遗忘作为一个逻辑概念首次由Lin等于１９９４年在命题逻

辑和一阶谓词逻辑中正式提出[４].在文献[４]中,Lin等基于模

型理论给出了命题逻辑中遗忘原子命题的定义,证明了其可定

义性,并且给出了遗忘结果的计算方法.Lang等将命题逻辑

的遗忘理论从遗忘原子命题扩展到遗忘命题文字(literal)[５].

方良达等[６]以及林作铨等[３２]分别进一步将其扩展到遗忘命

题公式.

在文献[４]中,Lin等还对一阶谓词逻辑中的遗忘进行了

研究.研究结果表明:一阶谓词逻辑中的遗忘不具备可定义

性,在一般情况下,从一阶谓词理论中遗忘一个谓词,其结果

需要二阶谓词理论来表示.针对这一问题,一些学者利用量

词消去 (quantifierelimination)技 术 寻 找 遗 忘 可 定 义 的 片

段[３３].此外,一些学者提出了受限的遗忘,其中 Zhang等先

后提出了弱遗忘[３４]和有界遗忘[３５].

在描述逻辑中,遗忘问题通常与其对偶问题统一插值

(uniforminterpolation)一起被研究.描述逻辑中的遗忘被分

为３个层次:概念层次的遗忘[１２Ｇ１５],即从概念定义中遗忘原子

概念或角色;TBox层次的遗忘[１０,１４Ｇ２２,２５],即从 TBox中遗忘

原子概念或角色;知识库层次的遗忘[１０,１１,１５,２２Ｇ２４],即从知识库

(由 TBox和 ABox共同组成)中遗忘原子概念或角色.大部

分研究集中在 TBox层次的遗忘.既有在轻量级的描述逻辑

DLＧLite[１０Ｇ１１,１６,２４Ｇ２５]和EL[１７Ｇ１８]中对遗忘的研究,也有在强表达

力的描述逻辑 ALC[１２Ｇ１５,１９Ｇ２０,２３]及其各种扩展语言[２１Ｇ２２]中对遗

忘的研究.研究结果表明:在轻量级描述逻辑中,TBox层次

的遗忘[１６Ｇ１８,２５]和知识库层次的遗忘[２４]都具有可定义性;在强

表达力的 描 述 逻 辑 中,ALC 概 念 层 次 的 遗 忘 具 有 可 定 义

性[１２Ｇ１５];在 ALC 及其扩展语言中,无论是 TBox层次的遗

忘[１４Ｇ１５,１９Ｇ２２]还是知识库层次的遗忘[１５,２２Ｇ２３]都不具有可定义

性.在遗忘不可定义的情况下,一方面可以采用表达能力更

强的描述逻辑语言来表示遗忘结果[２１Ｇ２３],另一方面一些近似

计算遗忘结果的算法被提出来[１４Ｇ１５].

近年来,一些学者对 ASP中的遗忘理论展开了研究,定

义了多种不同形式的遗忘[９,３６Ｇ４１],将其用于逻辑程序冲突的

解决 和 更 新[９,４１].王 喆 等 还 对 存 在 量 词 规 则 (existential

rules)中的遗忘进行了研究[４２].

模态逻辑适用于智能体的知识表示与推理,根据对知识

的不同理解和要求,提出了不同的公理系统,其中较常用的正

规模态逻辑系统有K,T,KD４５,S４和S５等[４３].模态逻辑中

区分客观事实与主观知识,模态逻辑中的遗忘又被称为知识

遗忘[２８].相比较而言,知识遗忘比命题逻辑中的遗忘要复杂

得多,因为命题逻辑只要处理客观世界中的遗忘问题即可,而

模态逻辑要同时处理多个可能世界中的遗忘问题[４４].而且

在不同的公理系统中,知识遗忘还表现出不同的特性.已有

研究成果表明,在 K[４５Ｇ４６],T[４６],KD４５[３１]和S５[２８,４７]中,知识

遗忘是可定义的,但在S４中是不可定义的[４８].

随着多智能体系统研究的兴起,多智能体模态逻辑中的

知识遗忘开始被关注.由于高阶知识(关于智能体知识的知

识)的引入,多智能体模态逻辑中的知识遗忘变得更加复杂.

方良达等将知识遗忘的定义扩展到多智能体模态逻辑,并证

明了知识遗忘在Kn,Tn,KD４５n 和S５n 中是可定义的,在S４n

中是不可定义的[４９].同时,Cate等在描述逻辑 ALC中证明

了统一插值的可定义性[１２],鉴于 ALC与模态逻辑的对应关

系[５０]以及统一插值与知识遗忘的对偶关系[１９],实质上他们

也给出了Kn 中知识遗忘可定义的结论.

文献[４９]证明了一些常用正规模态逻辑系统中知识遗忘

的可定义性,但采用了一种不太常用的语义模型———多点克

里普克模型,而且其知识遗忘计算效率(非初等时间复杂度)

非常低,这严重影响了知识遗忘的实际应用.文献[１２]给出

了Kn 系统中知识遗忘计算的指数时间复杂度算法,但该算

法在其他多智能体模态逻辑系统中并不适用.因此,探索在

各种不同的多智能体模态逻辑系统中,知识遗忘的有效计算

方法非常必要.

多智能体模态逻辑系统 KD４５n 被广泛用于多智能体知

识和信念的表示与推理[５１],因此本文选择在 KD４５n 中研究

多智能体的知识遗忘.本文的主要思路是首先利用 KD４５n

公理系统的特殊性,对公式进行知识编译,将其转换成一种特

定的析取范式公式,然后利用知识遗忘的性质,提出一种在

KD４５n 中计算知识遗忘的有效算法,最后证明该算法的正确

性,并分析其时间复杂度.

本文重点探讨多智能体模态逻辑 KD４５n 中知识遗忘的

计算问题.本文第２节介绍相关研究的基础知识;第３节分

析KD４５n 中知识遗忘的重要性质;第４节提出在 KD４５n 中

面向知识遗忘的知识编译策略;第５节提出KD４５n 中知识遗

忘的计算方法,证明其正确性并分析其时间复杂度;最后,总

结全文并指出进一步的研究方向.

６９１ 计 算 机 科 学 　２０１９年



２　基础知识

本节介绍与本文研究相关的基础知识和符号记法.

２．１　多智能体模态逻辑

模态逻辑适用于智能体的知识表示与推理,我们参考文

献[４３]定义多智能体模态逻辑的语法和语义.

我们用P表示原子命题集,用 A表示智能体集合.当智

能体个数为n时,通常用i,j∈[１,n]来指代不同的智能体.

定义１[４３]　多智能体模态逻辑语言L可递归定义如下:

ϕ∷＝⊥|p|¬ϕ|ϕ∧φ|Kiϕ
其中,⊥表示逻辑“假”,p∈P,i∈A.逻辑“真”( )、“析取”

(∨)和“蕴涵”(⊃)与命题逻辑中的定义相同.

由定义可知,多智能体模态逻辑是在命题逻辑的基础上

引入多个模态算子 Ki(i∈A)扩充而来.此外,还有一类与

Ki 对偶的模态算子Li,其定义为:Liϕ≐¬(Ki¬ϕ).Kiϕ 表

示“智能体i知道ϕ”,Liϕ 表示“智能体i认为ϕ 有可能”.

多智能体模态逻辑语言 L中的元素被称为公式.不包

含模态算子的公式被称为客观公式.所有客观公式的集合即

为命题逻辑语言,记为Lp.我们用var(ϕ)表示公式ϕ中出现

的原子命题的集合,用sub(ϕ)表示公式ϕ所有子公式的集合.

通常用公式长度或深度来刻画一个模态逻辑公式的复杂

程度,它们的定义分别如下.

定义２[４３]　模态逻辑语言L中,公式ϕ的长度为符号集

P∪{¬,∧,(,),K１,,Kn}中符号在ϕ中出现的次数,记为

|ϕ|.

在计算公式长度时,不必要的括号不考虑在内.显然,

|sub(ϕ)|≤|ϕ|,任意公式不同子公式的个数不超过其长

度[４３].

定义３[４３]　模态逻辑语言L中,公式ϕ的深度d(ϕ)为公

式中模态算子的嵌套层数,其可递归定义如下:

d(p)＝０,

d(¬ϕ)＝d(ϕ),

d(ϕ∧φ)＝max(d(ϕ),d(φ０)),

d(Kiϕ)＝d(ϕ)＋１,i∈A.

本文采用克里普克(Kripke)的可能世界语义[５２].

定义４[４３]　n个智能体的克里普克结构是一个多元组

M＝(W,V,R１,,Rn),其中,W 是一个非空的可能世界集

合;V:W→２P是一个赋值函数,指定在每个可能世界中哪些原

子命题成立;Ri⊆W×W 是W 上的二元关系.

(w１,w２)∈Ri 表明:智能体i处于世界w１ 时,认为可能

处于世界w２.若用有向图来表示克里普克结构,则(w１,w２)∈

Ri 表示一条从节点w１ 到节点w２,并被标记为i的边,因此

Ri 常被称为可达关系.通常用R＝∪
n

i＝１
Ri 来简称所有智能体可

达关系的并集,用R∗ 表示R 的自反传递闭包.令Ri(w)＝
{w′|(w,w′)∈Ri}表示在世界w 时,智能体i认为其可能所

处世界的集合.类似地,R∗ (w)表示从 w 出发,所有可达世

界的集合.

定义５[４３]　n个智能体的克里普克模型是一个二元组

(M,w),其中 M＝(W,V,R１,,Rn)是克里普克结构,w∈W
是可能世界之一,被称为当前世界.

多智能体模态逻辑的语义通过克里普克模型与多智能体

模态逻辑公式之间的满足关系给出.

定义６[４３]　克里普克模型(M,w)满足公式ϕ∈L,记为

(M,w)⊧ϕ,可递归定义如下:

(M,w)⊧p,当且仅当,p∈V(w);

(M,w)⊧¬ϕ,当且仅当,(M,w)|≠ϕ;

(M,w)⊧ϕ∧φ,当且仅当,(M,w)⊧ϕ且(M,w)⊧φ;

(M,w)⊧Kiϕ,当且仅当,对于任意 w′∈W,如果(w,

w′)∈Ri,则(M,w′)⊧ϕ.

由此可知,智能体i知道ϕ(Kiϕ),当且仅当在当前世界

下,它认为所有可能的世界中ϕ都成立;智能体i认为ϕ 可能

成立(Liϕ),当且仅当在当前世界下,存在一个它认为可能的

世界ϕ成立.

ϕ⊧φ表示公式φ 的所有模型都满足公式φ,ϕ≡φ表示

ϕ⊧φ且φ⊧ϕ.

正规多智能体模态逻辑系统都必须满足如下公理和推理

规则:

A１:所有命题逻辑中的公理.

A２:Kiϕ∧Ki(ϕ⊃φ)⊃Kiφ,i＝１,,n.

R１:由├α和├α⊃β,可推导出├β.

R２:由├α,可推导出├Kiα,i＝１,,n.

仅满足上述公理和推理规则的公理系统被称为 Kn 系

统,其是最小的正规多智能体模态逻辑公理系统.在此基础

上,根据对知识性质的不同要求,扩展出各种不同的公理系

统,如Tn,KD４５n,S４n 和S５n 等[４３].本文重点关注 KD４５n

公理系统,在 KD４５n 中除了要满足上述公理和推理规则之

外,还要满足如下公理:

A４:Kiϕ⊃KiKiϕ,i＝１,,n.

A５:¬Kiϕ⊃Ki¬Kiϕ,i＝１,,n.

A６:¬Ki⊥,i＝１,,n.

A４公理被称为“正自省公理”,其含义为“知道什么,就知

道知道什么”;A５公理,被称为“负自省公理”,其含义为“不知

道什么,就知道不知道什么”;A６公理,也称为“D公理”,其含

义为“不知道不一致的事实”.它们分别可以通过约束克里普

克结构中可达关系Ri 满足传递性、欧几里得性(Euclidean)和

连续性(serial)来实现[４３].Ri 满足传递性,即要求任意的w,

w′,w″∈W,若 (w,w′)∈Ri 且 (w′,w″)∈Ri,则 有 (w,

w″)∈Ri;Ri 满足欧几里得性,即要求任意的 w,w′,w″∈W,

若(w,w′)∈Ri 且(w,w″)∈Ri,则(w′,w″)∈Ri;Ri 满足连续

性,即要求对于任意的w∈W,都存在w′∈W 满足(w,w′)∈

Ri,因此连续性也称为“右无限延展性”.

本文中在未加说明的情况下,克里普克模型均指可达关

系满足传递性、欧几里得性和连续性的模型,简称 KD４５n 模

型.ϕ⊧KD４５nφ 表示ϕ的所有KD４５n 模型都满足φ,简写为

ϕ⊧φ.

２．２　ΣＧ互模拟

在模态逻辑的研究中,互模拟(bisimulation)是一个非常
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重要的概念[５３],模态逻辑中关于知识遗忘的定义大都基于互

模拟的扩展———ΣＧ互模拟来定义.我们参考文献[４９]定义多

智能体模态逻辑中的ΣＧ互模拟.

定义７[４９]　给定多智能体克里普克模型(M,w)和(M′,

w′),M＝(W,V,R１,,Rn),M′＝(W′,V′,R１′,,Rn′),原子

命题集Σ ⊆P.(M,w)和(M′,w′)之间ΣＧ互模拟,记为(M,

w)↔Σ(M′,w′),当存在二元关系ρ⊆W×W′,(w,w′)∈ρ,且

任意(v,v′)∈ρ满足如下条件:

(原子条件)V(v)≃ΣV′(v′),表示可能世界v和v′中除了

Σ中的命题之外,其他命题的赋值一致.

(前向条件)对于任意u∈W 和i∈A,如果(v,u)∈Ri,则

存在u′∈W′满足(v′,u′)∈Ri′且(u,u′)∈ρ.

(反向条件)对于任意u′∈W′和i∈A,如果(v′,u′)∈Ri′,

则存在u∈W 满足(v,u)∈Ri 且(u,u′)∈ρ.

(M,w)↔Σ(M′,w′),即模型(M,w)和(M′,w′)在除了在

Σ中的命题之外的命题上相互模拟.当Σ＝Ø 时,ΣＧ互模拟

实质上就是互模拟,简写成(M,w)↔(M′,w′).显然,ΣＧ互模

拟关系是一个等价关系.ΣＧ互模拟具有如下重要特性.

命题１[４９]　如果(M,w)↔Σ (M′,w′),给定公式ϕ∈L,

var(ϕ)∩Σ＝Ø,则(M,w)⊧ϕ,当且仅当(M′,w′)⊧ϕ.

命题１表明,如果两个克里普克模型之间ΣＧ互模拟,则

它们满足相同的不包含Σ 中原子命题的公式.这一性质对

知识遗忘的研究非常重要.

２．３　变量遗忘

Lin等基于模型理论定义了命题逻辑中的变量遗忘[４].

模态逻辑中的知识遗忘在此基础上发展起来,因此有必要介

绍一下变量遗忘.

定义８[４]　给定命题逻辑的公式ϕ∈Lp和原子命题p∈

P,公式ϕ′是公式ϕ 遗忘p 的结果,记为ϕ′≡Forget(ϕ,p),如

果对于任意命题逻辑模型 M,M⊧ϕ′当且仅当存在模型M′⊧

ϕ且M′≃{p}M.

M′≃{p}M 表示M′和MP\{p}上的真值指派一致.

命题２[４]　在命题逻辑中,若ϕ′≡Forget(ϕ,p),则ϕ′≡ϕ
(p/ )∨ϕ(p/⊥).其中,ϕ(p/ )和ϕ(p/⊥)分别表示将公式

ϕ中的命题p 用 和⊥统一替换之后的结果.

３　多智能体模态逻辑系统KD４５n 中的知识遗忘

在文献[２８]中,Zhang等定义了单智能体模态逻辑系统

S５中的知识遗忘,我们将知识遗忘的定义扩展到多智能体模

态逻辑系统KD４５n 中.

定义９　给定多智能体模态逻辑公式ϕ∈L和原子命题

p∈P,公式ϕ′是公式ϕ 遗忘p 的结果,记为ϕ′≡KD４５nKForget
(ϕ,p),如果对于任意的KD４５n 模型(M,w),(M,w)⊧KD４５nϕ′
当且仅当存在KD４５n 模型(M′,w′)满足(M′,w′)⊧KD４５nϕ 且

(M,w)↔{p}(M′,w′).

为简单起见,我们定义的是遗忘一个原子命题p∈P.在

文献[２８]中,定义的是遗忘一个原子命题集合Σ ⊆P.易证,

遗忘一个原子命题集合可以通过依次遗忘该集合中的原子命

题来实现,且与遗忘的次序无关.在文献[４９]中,方良达等也

定义了多智能体模态逻辑中的知识遗忘,但在定义中要求

var(ϕ′)⊆var(ϕ)\{p}.我们的定义放弃了这一限制条件,后

面会证明这本是知识遗忘的性质之一.

由定义９可知,多智能体模态逻辑系统KD４５n 中的知识

遗忘具有以下重要的性质.

命题３[２８]　若ϕ∈Lp,即ϕ是客观公式,p∈P,则:

１)KForget(ϕ,p)≡Forget(ϕ,p);

２)KForget(Kiϕ,p)≡Ki(Forget(ϕ,p)),i＝１,,n.

文献[２８]中也有类似的结论,故省去证明.命题３中结

论１)说明命题逻辑中的变量遗忘实质上是模态逻辑中知识

遗忘的特例;结论２)说明关于客观事实的主观知识中的知识

遗忘,可以通过变量遗忘来计算.但对于一般的模态逻辑公

式,结论２)不成立,命题４进一步说明了这个问题.

命题４　给定ϕ∈L和p∈P,则:

１)KForget(Kiϕ,p)⊧Ki(KForget(ϕ,p)),i＝１,,n;

２)KForget(KiKjϕ,p)≡KiKj (Forget(ϕ,p)),i≠j,

ϕ∈Lp.

证明:根据知识遗忘和变量遗忘的定义可证明如下.

１)由定义９可知,对于任意KD４５n 模型(M,w)⊧KForＧ

get(Kiϕ,p),其中 M＝(W,V,R１,,Rn),必存在 KD４５n 模

型(M′,w′)⊧Kiϕ 且(M,w)↔{p}(M′,w′),其中 M′＝(W′,

V′,R１′,,Rn′).即任意v′∈W′,(w′,v′)∈Ri′,均有(M′,

v′)⊧ϕ.由定义７可知,对于任意v∈W,(w,v)∈Ri,均有

(M,v)↔{p}(M′,v′).由定义９可知(M,v)⊧KForget(ϕ,p),

因此(M,w)⊧Ki(KForget(ϕ,p)).

２)KForget(KiKjϕ,p)⊧KiKj(Forget(ϕ,p)),由１)和命

题３易证,故只需证KiKj(Forget(ϕ,p))⊧KForget(KiKjϕ,

p).给定任意KD４５n 模型(M,w)⊧KiKj(Forget(ϕ,p)),其

中 M＝(W,V,R１,,Rn).对于任意v∈W,若存在u∈W 满

足(w,u)∈Ri 且(u,v)∈Rj,则有(M,v)⊧Forget(ϕ,p).由

变量遗忘的定义可知,存在v′⊧ϕ且v′≃{p}v.将(M,w)中所

有这样的v用其对应的v′进行替换,即可构造出一个 KD４５n

模型 (M′,w′),显 然 (M,w)↔{p}(M′,w′),且 (M′,w′)⊧

KiKjϕ.因此有(M,w)⊧KForget(KiKjϕ,p).证毕.

由结论１)可以看出,当ϕ是一般模态逻辑公式时,KForＧ

get(Kiϕ,p)⊧KD４５nKi(KForget(ϕ,p))成立,但其反向不一定

成立,因而不能通过变量遗忘来计算知识遗忘;由结论２)可

知,当ϕ是形如KiKjϕ(i≠j,ϕ∈Lp)的公式时,依然可以通过

变量遗忘来计算知识遗忘.注:１),２)分别指命题４中的结论

１)和结论２).

命题５[２８]　给定ϕ１,ϕ２∈L和p∈P,则有:

１)若ϕ１≡ϕ２,则KForget(ϕ１,p)≡KForget(ϕ２,p);

２)若ϕ１⊧ϕ２,则KForget(ϕ１,p)⊧KForget(ϕ２,p);

３)KForget(ϕ１∨ϕ２,p)≡KForget(ϕ１,p)∨KForget(ϕ２,

p);

４)KForget(ϕ１∧ϕ２,p)⊧KForget(ϕ１,p)∧KForget(ϕ２,

p).
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文献[２８]中有类似的结论,故省去证明.命题５中,结论

１)说明知识遗忘的结果具有逻辑唯一性;结论２)说明知识遗

忘保持了逻辑蕴涵关系;结论３)说明知识遗忘操作对析取运

算满足分配率;结论４)说明知识遗忘操作对合取运算并不满

足分配率,这给知识遗忘的计算带来了一定的困难.但在一

些特殊情况下,我们也可以找到合取公式知识遗忘的计算

方法.

定义１０　给定公式ϕ∈L,若存在公式ϕ′∈L,ϕ≡ϕ′且

var(ϕ′)∩{p}＝Ø,p∈P,我们就称ϕ与p 不相关,记为:IR
(ϕ,p).

命题６　给定ϕ１,ϕ２ ∈L和 p∈P,若IR(ϕ１,p),则有

KForget(ϕ１∧ϕ２,p)≡ϕ１∧KForget(ϕ２,p).

证明:由知识遗忘和不相关的定义可证:

１)先证KForget(ϕ１∧ϕ２,p)⊧ϕ１∧KForget(ϕ２,p).任

给KD４５n 模型(M,w)⊧KForget(ϕ１∧ϕ２,p),由定义９可

知,存在KD４５n 模型(M′,w′)⊧ϕ１∧ϕ２ 且(M,w)↔{p}(M′,

w′).由(M′,w′)⊧ϕ２ 和 (M,w)↔{p}(M′,w′)可 知,(M,

w)⊧KForget(ϕ２,p).由 IR(ϕ１,p),(M′,w′)⊧ϕ１,(M,

w)↔{p}(M′,w′)和命题１可知,(M,w)⊧ϕ１.因此有(M,

w)⊧ϕ１∧KForget(ϕ２,p).

２)再证ϕ１∧KForget(ϕ２,p)⊧KForget(ϕ１∧ϕ２,p).任

给KD４５n 模型(M,w)⊧ϕ１∧KForget(ϕ２,p),由定义９可

知,存在 KD４５n 模型(M′,w′)⊧ϕ２ 且(M,w)↔{p}(M′,w′).

由(M,w)⊧ϕ１,(M,w)↔{p}(M′,w′),IR(ϕ１,p)和命题１可

知,(M′,w′)⊧ϕ１.因此,(M′,w′)⊧ϕ１∧ϕ２ 且(M,w)↔{p}

(M′,w′),故有(M,w)⊧KForget(ϕ１∧ϕ２,p).证毕.

命题６表明:从一个理论(有限个公式的集合)中遗忘命

题p,其与p不相关的部分不受影响.

在文献[２８]中,Zhang 等 提 出 了 ４ 个 公 设:弱 化 公 设

(W)、正保持公设(PP)、负保持公设(NP)和不相关公设(IR),

并刻画了S５中知识遗忘的语义特征.下面我们将证明在

KD４５n 中知识遗忘依然满足这些公设.

定理１　在多智能体模态逻辑KD４５n 中,给定ϕ１,ϕ２∈L
和p∈P,ϕ２≡KForget(ϕ１,p),则满足如下条件:

１)(W)ϕ１⊧ϕ２,即ϕ２ 在逻辑上要比ϕ１ 弱;

２)(PP)任意公式ϕ∈L,IR(φ,p),如果ϕ１⊧φ,则有ϕ２⊧φ;

３)(NP)任意公式φ∈L,IR(φ,p),如果ϕ１ |≠φ,则有

ϕ２|≠φ;

４)(IR)IR(ϕ２,p),即ϕ２ 与p不相关.

证明:根据定义９和定义１０可证,具体证明如下:

１)任意KD４５n 模型(M,w)⊧ϕ１,有(M,w)↔{p}(M,w).

由定义９可知,(M,w)⊧KForget(ϕ１,p),因此有ϕ１⊧ϕ２.

２)由ϕ２≡KForget(ϕ１,p)可知,任意 KD４５n 模型(M,

w)⊧ϕ２,必存在 KD４５n 模型(M′,w′)⊧ϕ１ 且(M,w)↔{p}

(M′,w′).由ϕ１⊧φ可知,(M′,w′)⊧φ.由IR(φ,p)和(M,

w)↔{p}(M′,w′)以及命题１可知,(M,w)⊧φ.因此有ϕ２⊧φ.

３)若ϕ１|≠φ,则存在 KD４５n 模型(M,w)⊧ϕ１ 但是(M,

w)|≠φ.由(M,w)⊧ϕ１ 和ϕ２≡KForget(ϕ１,p)可知,存在

(M′,w′)⊧ϕ２ 且(M,w)↔{p}(M′,w′).由IR(φ,p)和命题１
可知,(M′,w′)|≠φ.因此有ϕ２|≠φ.

４)根据不相关的定义可知,要证IR(ϕ２,p)只需证存在公

式ϕ′∈L,var(ϕ′)∩{p}＝Ø 且ϕ′≡KForget(ϕ１,p).文献

[４９]中已证明在KD４５n 中确实存在这样的公式.证毕.

推论１　给定公式ϕ１,ϕ２∈L和p∈P,若ϕ２≡KForget
(ϕ１,p),则对任意公式φ∈L且IR(φ,p),ϕ１⊧φ 当且仅当

ϕ２⊧φ.

推论１说明从一个理论遗忘掉一个命题,所得新理论与

原理论在与被遗忘命题无关的结论上保持逻辑一致.

推论２　给定公式ϕ∈L和p∈P,φ≡KForget(ϕ,p),则

存在公式ϕ′∈L,ϕ′≡φ且var(ϕ′)⊆var(ϕ)\{p}.

证明:对于任意p′∈P\var(ϕ),有IR(ϕ,p′).由命题６
可知ϕ≡KForget(ϕ,p′).令ϕ′≡KForget(KForget(ϕ,p′),

p),即ϕ′是依次从ϕ 遗忘掉P\var(ϕ)∪{p}中的原子命题之

后的结果.显然,ϕ′≡φ.由定理１可知,ϕ′与 P\var(ϕ)∪
{p}中的原子命题均不相关,因此有var(ϕ′)⊆var(ϕ)\{p}.

证毕.

推论２充分说明在定义知识遗忘时,不必如文献[４９]中

那样显式约束var(ϕ′)⊆var(ϕ)\{p}.

命题７[４９]　在多智能体模态逻辑系统KD４５n 中,对于任

意公式ϕ∈L和原子命题p∈P,均存在公式ϕ′∈L使得ϕ′≡

KForget(ϕ,p).

命题７表明:在多智能体模态逻辑 KD４５n 中,知识遗忘

是可定义的.

本节在文献[２８]的基础上,将知识遗忘的定义扩展到多

智能体模态逻辑系统KD４５n 中,该定义对[４９]中定义的多智

能体模态逻辑知识遗忘的定义做了修正,并对其重要性质进

行了进一步分析,为后续探讨KD４５n 中知识遗忘的计算提供

了支撑.

４　KD４５n 中面向知识遗忘的知识编译

尽管文献[４９]中已给出多智能体模态逻辑系统中知识遗

忘的计算方法,但其效率非常低———非初等时间复杂度,这严

重影响了知识遗忘的实际应用.我们将利用 KD４５n 公理系

统的特殊性,在计算知识遗忘之前,先进行知识编译,从而提

高知识遗忘计算的效率.

知识编译,即对已有知识进行预处理,将给定系统中的任

意公式等价转换成该系统中的一个片段,该片段对特定领域

的推理是高效的,从而提高在线推理的效率.知识编译的关

键在目标片段的选择,我们探寻KD４５n 中有利于知识遗忘计

算的目标片段.

为了方便处理否定算子(¬),我们将模态逻辑公式转换

为与之等价的否定范式(NegationNormalForm,NNF).

定义１１　多智能体模态逻辑的 NNF可递归定义如下:

φ∷＝⊥| |p|¬p|φ∨φ|φ∧φ|Kiφ|Liφ
其中,p∈P,i∈A,Liφ≐¬(Ki¬φ).

在 NNF中,否定算子(¬)只允许作用于原子命题.所
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有 NNF公式的集合记为LNNF ,显然LNNF ⊂L.

命题８　给定任意的模态逻辑公式ϕ∈L,均存在公式

φ∈LNNF ,满足ϕ≡φ且|φ|≤|ϕ|.

证明:由¬(φ∨φ)≡¬φ∧¬φ,¬(φ∧φ)≡¬φ∨¬φ,

¬⊥≡ ,¬(Liφ)≡Ki(¬φ),¬(Kiφ)≡Li(¬φ)可证.证毕.

命题８表明:任意模态逻辑公式均可转换为与之等价的

NNF,且不会导致公式长度的增长.

多智能体模态逻辑中,嵌套知识的出现给知识遗忘的计

算带来了困难.我们考虑利用 KD４５n 公理系统中的反省公

理(A４和 A５),消除与同一智能体相关的模态算子之间的直

接嵌套.

对于智能体i∈A,与之相关的模态算子为 Ki 或Li.令

Oi∈{Ki,Li},⊗∈{∧,∨}.若Oi(η⊗Oj(φ)),则称模态算

子Oj 直接嵌套于模态算子Oi.例如:在公式 Ki(Lj(Lip))

中,模态算子Lj 直接嵌套于模态算子Ki,但Li 不是直接嵌

套于模态算子Ki.

定义１２　给定公式φ∈L,如果对于任意智能体i,任意与

之相关的模态算子都不直接嵌套于与其自身相关的模态算

子,那么就称ϕ是一个反省消去公式.

所有反省消去公式的集合记为Lin,显然Lin⊂L.

命题９　给定任意的模态逻辑公式ϕ∈L,在KD４５n 中均

存在公式ϕ′∈Lin,满足ϕ≡ϕ′且|ϕ′|≤|ϕ|２d(ϕ).

证明:由KD４５n 可达关系的传递性和欧几里得性可知:

Ki(Oiα∧β)≡Oiα∧Kiβ (１)

Ki(Oiα∨β)≡Oiα∨Kiβ (２)

Ki((Oiα∧β)∨γ)≡(Oiα∨Kiγ)∧Ki(β∨γ) (３)

Li(Oiα∧β)≡Oiα∧Liβ (４)

Li(Oiα∨β)≡Oiα∨Liβ (５)

Li((Oiα∨β)∧γ)≡(Oiα∧Liγ)∨Li(β∧γ) (６)

用上述转换规则,对公式ϕ中出现同一智能体相关的模

态算子直接嵌套的子公式进行等价替换,即可得到与之等价

的反省消去公式ϕ′.仅有转换规则式(３)和式(６)会导致公式

长度不超过２倍的增长,整个转换过程最多进行(d(ϕ)－１)

轮,因此有|ϕ′|≤|ϕ|２d(ϕ).证毕.

命题９表明:在KD４５n 中,任意模态逻辑公式均可通过

等价转换,消除与同一智能体相关的模态算子之间的直接嵌

套,但最坏情况下公式长度会有指数倍的增长.

Janin等定义了一种特殊的模态算子———覆盖模态算子

(i)[５４],并在此基础上定义了覆盖析取公式(CoverDisjuncＧ

tiveFormula,CDF).研究结果表明:该析取公式有利于知识

遗忘的计算[１２,４９].因此,我们也考虑将 KD４５n 中的公式编

译成这种析取公式.

定义１３[５４]　给定智能体集合 A和公式集合Φ⊆L,覆盖

模态算子 i 可定义为:

iΦ≐ ∧
φ∈Φ

Liφ∧Ki(∨
φ∈Φ

φ)

其中,i∈A.

命题１０[４９]　给定多智能体克里普克模型(M,w),其中

M＝(W,V,R１,,Rn),(M,w)⊧ iΦ,当且仅当满足如下

条件:

１)对于任意(w,v)∈Ri,存在φ∈Φ使得(M,v)⊧φ;

２)对于任意φ∈Φ,存在(w,v)∈Ri 使得(M,v)⊧φ.

命题１０表明:(M,w)⊧ iΦ,当且仅当w 在M 中的i后

继节点v满足且仅满足Φ 中的公式,即Φ中覆盖了w 的i后

继可满足的公式.因此模态算子 i 也被称为“覆盖模态算

子”.显然 i{ }≡ , i{⊥}≡⊥, iØ≡Ki⊥.在 KD４５n

中,iØ≡⊥.

定义１４[５４]　覆盖析取公式可递归定义如下:

ϕ∷＝⊥| |π∧ １Φ１∧∧ nΦn|ϕ∨φ
其中,π是一致的命题文字合取,Φ１,,Φn 均为覆盖析取公

式的有限集.

所有CDF公式的集合记为LCDF ,显然LCDF ⊂LNNF .

命题１１　给定任意的模态逻辑公式ϕ∈L,在 KD４５n 中

均存在公式ϕ′∈LCDF ,ϕ≡ϕ′且|ϕ′|＝O(２|ϕ|．log|ϕ|).

证明:不失一般性,我们假定ϕ是 NNF公式.下面我们

将递归给出其转换规则:

⊥∗ ＝⊥ (７)
∗ ＝ (８)

l∗ ＝l (９)

(Kiφ)∗ ＝ i{φ∗ } (１０)

(Liφ)∗ ＝ i{φ∗ , } (１１)

(φ∨ϕ)∗ ＝φ∗ ∨ϕ∗ (１２)

合取运算的转换稍微复杂一点,为方便起见,我们把合取

算子看作∧Φ,其中Φ是有限个公式的集合.

当Φ中的公式中有形如 ,⊥,φ∨ϕ或∧Ψ 的公式时,有

如下转换规则:

(∧(Φ∪{ }))∗ ＝(∧Φ)∗ (１３)

(∧(Φ∪{⊥}))∗ ＝⊥ (１４)

(∧(Φ∪ {φ∨ϕ}))∗ ＝ (∧ (Φ∪ {φ}))∗ ∨ (∧ (Φ∪
{ϕ}))∗ (１５)

(∧(Φ∪{∧Ψ}))∗ ＝(∧(Φ∪Ψ))∗ (１６)

当Φ中的公式中不包含形如 或⊥或φ∨ϕ或∧Ψ 的公

式时,则只可能是命题文字或模态文字(Kiφ 或Liφ).令Φ＝

Φlit∪ΦK
１ ∪ΦL

１∪∪ΦK
n ∪ΦL

n,其中Φlit是命题文字的集合,

ΦK
i 和ΦL

i 分别是模态文字Kiφ 和Liφ 的集合.则其转换规则

为:

(∧Φ)∗ ＝∧Φlit∧∧i iΦi (１７)

其中,Φi＝
{(φ∧∧Γi)∗|φ∈Ψi∪{ }}, ΦL

i ≠Ø
{(∧Γi)∗ }, ΦL

i ＝Ø{ ,Γi＝{φ|

Kiφ∈ΦK
i },Ψi＝{φ|Liφ∈ΦL

i }.

上述转换规则(７)－(１７)均是等价转换,由此可见:任意

NNF公式ϕ可等价转换成 CDF公式ϕ∗ .至于转换之后会

导致公式长度指数级别的增长在文献[１２]中有类似结论,因

此省去详细证明.公式长度的增长主要由转换规则式(１５)和

式(１７)导致.证毕.
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命题１１表明:在KD４５n 中,任意模态逻辑公式均可转换

为与之等价的CDF公式,在最坏情况下,公式长度会有指数

倍的增长.

依次经过否定范式、反省消去公式和覆盖析取公式的转

换之后,可以得到交替覆盖公式(AlternatingCoverDisjuncＧ

tiveFormula,ACDF).

定义１５　给定任意的 CDF公式ϕ∈LCDF ,如果不存在模

态算子 i 的自我直接嵌套,则该公式为 ACDF公式.

ACDF公式的集合记为LACDF ,显然LACDF ⊂LCDF .

定理２　给定任意的模态逻辑公式ϕ∈L,在KD４５n 中均

存在公式ϕ′∈LACDF ,满足ϕ≡ϕ′且ϕ′的长度在最坏情况下相

对于ϕ 的长度会有双重指数倍的增长.

证明:由命题８、命题９和命题１１可证.

定理２表明,在 KD４５n 中的任意公式都可等价转换成

ACDF公式,在最坏情况下公式长度会有双重指数倍的增长.

例１　给定ϕ＝K１(L１p∨L２q)∧K１(p⊃q)∧K２(p∧r),

则其等价的 ACDF公式为:

ϕ≡(L１p∨K１L２q)∧K１(¬p∨q)∧K２(p∧r)

≡L１p∧K１(¬p∨q)∧K２(p∧r)∨K１L２q∧K１(¬p∨

q)∧K２(p∧r)

≡ １{¬p∨q,p∧q}∧ ２{p∧r}∨ １{¬p∧ ２{q, }∨

q∧ ２{q, }}∧ ２{p∧r}

５　KD４５n 中知识遗忘的计算

在KD４５n 中,一般模态逻辑公式等价转换为 ACDF公

式,虽然会导致一定程度的长度增长,但在知识遗忘计算时其

优越性就会体现出来.

５．１　知识遗忘计算定理

在给出本文的重要结论———知识遗忘计算定理之前,我

们先给出与之证明相关的两个引理.

定义１６[５３]　给定模型(M,w),其中 M＝(W,V,R１,,

Rn),以及模型(M′,w),其 中 M′＝ (W′,V′,R１′,,Rn′),

(M′,w)为(M,w)的生成子模型,当且仅当其满足下列条件

时:

１)W′＝R∗ (w);

２)V′(w)＝V(w),如果w∈W′;

３)R′i＝Ri∩(W′×W′).

模型(M,w)的生成子模型即仅考虑从当前世界 w 出发

可达的可能世界,并保留它们之间的可达关系.

命题１２[５３]　若(M′,w)为(M,w)的生成子模型,则两者

相互模拟(M,w)↔(M′,w).

定义１７　KD４５n 模型(M,w),其中 M＝(W,V,R１,,

Rn),我们称之为标准 KD４５n 模型,当且仅当 其 满 足 如 下

性质:

１)不存在u∈W,(u,w)∈R;

２)Ri(w)∩Rj(w)＝Ø,i≠j;

３)对于任意智能体i,任意u∈Ri(w),若(v,u)∈Rj,则

v∈Ri(w)∪{w}且j＝i.

性质１)说明当前世界点w 只有出边,没有入边;性质２)

说明没有一个可能世界同时既是 w 的i后继又是w 的j 后

继(i≠j);性质３)说明w 的i后继仅有来自Ri(w)∪{w}的i
入边,且由KD４５n 中可达关系的传递性可知,w 的i后继的i
后继也必是w 的i后继.

引理１　给定任意的KD４５n 模型(M,w),均存在一个与

之互模拟的标准KD４５n 模型(M″,w″).

证明:令(M,w)的生成子模型为(M′,w),显然(M,w)↔
(M′,w).只需证存在标准 KD４５n 模型(M″,w″),满足(M′,

w)↔(M″,w″).当(M′,w)本身是标准 KD４５n 模型时,显然

成立.假定(M′,w)不是标准 KD４５n 模型,令 M′＝(W′,V′,

R１′,,R′n),则可分别证明如下:

１)若存在u∈W′,(u,w)∈R′.构造模型(M″,w″),M″＝
(W″,V″,R″１,,R″n),其中:

①W″＝W′∪{w″},W′∩{w″}＝Ø;

②V″(w″)＝V′(w),若u∈W′,则V″(u)＝V′(u);

③Ri″＝Ri′∪{(w″,u)|u∈Ri′(w)}.

即用w″复制可能世界w,并根据 w 的出边构造w″的出

边.易证(M″,w″)是与(M′,w)互模拟的 KD４５n 模型,且满

足标准KD４５n 模型性质１).

２)若Ri′(w)∩Rj′(w)≠Ø,i≠j.为简单起见,假定

Ri′(w)∩Rj′(w)＝{u′}.则可得(M′,u′)的生成子模型(U′,

u′),显然(M′,u′)↔(U′,u′).生成其副本(U,u),U＝(WU ,

VU ,RU
１ ,,RU

n ).令W′∩WU ＝Ø,可构造模型(M″,w),M″＝
(W″,V″,R１″,,Rn″),其中:

①W″＝W′∪WU ;

②v∈W′,V″(v)＝V′(v);v∈WU ,V″(v)＝VU(v);

③R″i ＝R′i ∪RU
i ,i≠j;Rj″＝Rj′∪RU

j\{(w,v)|v∈

Rj′(w)}∪{(w,v)|v∈RU
j (u)}.

即复制生成子模型(U′,u′),断开原模型中w 的j出边,

再与(U′,u′)的副本(U,u)重建这些j边.易证(M″,w″)是与

(M′,w)互模拟的KD４５n 模型,且满足标准 KD４５n 模型性质

２).

３)若u′∈Ri′(w),(v′,u′)∈Rj′,不满足标准模型性质

３),则可细分为两种情况:

①v′∈Ri′(w)∪{w}但j≠i.可构造与之互模拟的

KD４５n 模型,消除这种情况.具体如下:首先,获取(M′,u′)

的生成子模型(U′,u′),显然(M′,u′)↔(U′,u′);接着构造

(U′,u′)的副本(U,u),U＝(WU ,VU ,RU
１ ,,RU

n );最后,令

W′∩WU ＝Ø,可构造模型(M″,w),M″＝(W″,V″,R１″,,

Rn″),其中:

(A)W″＝W′∪WU .

(B)v∈W′,V″(v)＝V′(v);v∈WU ,V″(v)＝VU(v).

(C)Ri″＝R′i∪RU
i ,i≠j;Rj″＝R′j∪RU

j\({(v′,v)|v∈Q}

∪Q×Q)∪{(w′,v)|w′∈{v′}∪Q,v∈RU
j (u)},Q＝R′j(v′).

其构造与引理１的２)中类似,即复制生成子模型(U′,

u′),断开原模型中与v′相关的j边,再与(U′,u′)副本(U,u)
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重建这些j边.易证(M″,w″)是与(M′,w)互模拟的 KD４５n

模型,且满足对于任意智能体i,任意u∈Ri″(w″),若(v,u)∈

Rj″且v∈Ri″(w″)∪{w″},则j＝i.

②v′∈W′/(Ri′(w)∪{w}).同样可构造与之互模拟的

KD４５n 模型,消除这种情况.其构造过程与①类似.

综上所述,对于不满足标准 KD４５n 模型性质的KD４５n

模型,均可构造一个与之互模拟的 KD４５n 模型,使其满足这

些性质.引理１得证.证毕.

例２　如图１(a)所示,(M,w)是一个 KD４５n 模型,其中

M＝(W,V,R１,R２),W ＝{w,v},图中圆形节点表示可能世

界,不同的填充样式表示可能世界的不同赋值,有向边表示可

能世界之间的可达关系.显然,其不是一个标准 KD４５n 模

型.如图１(b)所示,(M′,w１)是一个标准 KD４５n 模型,其中

M′＝(W′,V′,R１′,R２′),W′＝{w,w１,w２,w３,v,v２}.w１,w２

和w３ 均为w 的不同副本,在图中表示它们的圆形节点用黑

色填充;类似地,v２ 是v的副本,表示它们的圆形节点用灰色

填充.令ρ＝{(w,w１),(w,w),(w,w２),(w,w３),(v,v),(v,

v２)},不难验证(M,w)↔(M′,w１).

图１　标准KD４５n 模型

Fig．１　StandardKD４５n model

标准KD４５n 模型具备可分解重构性质,即可先将其分解

成若干子模型,然后又可用这些子模型重构该模型.这个性

质对知识遗忘定理的证明至关重要.

定义１８　给定模型(M,w),其中 M＝(W,V,R１,,

Rn),以及模型(M′,w),其中 M′＝(W′,V′,R１′,Rn′),(M′,

w)为(M,w)的去i边生成子模型,当且仅当其满足下列条件

时:

１)W′＝R∗ (w);

２)V′(u)＝V(u),如果u∈W′;

３)Ri′＝Ri∩(W′×W′)\({(w,v)|v∈Q}∪Q×Q),其中

Q＝Ri(w).

令|Ri(w)|＝Ni,即w 有Ni 个i后继.令uik∈Ri(w)是

w 的第k个i后继,则(M,uik)的去i边生成子模型为(Mik,

uik),其中 Mik＝(Wik,Vik,Rik
１ ,,Rik

n ).假定每个Wik均互不

相交,我们可定义分解再造模型.

定义１９　给定模型(M,w),其中 M＝(W,V,R１,,

Rn),则(M′,w)为(M,w)的分解再造模型,其中 M′＝(W′,

V′,R１′,,Rn′)具体定义如下:

W′＝{w}∪∪
n

i＝１
　∪

N
i

k＝１
Wik;

V′(w)＝V(w),如果u∈Wik,则V′(u)＝Vik(u);

Rj′＝∪
n

i＝１
　∪

N
i

k＝１
Rik

j ∪{(w,u)|u∈Q}∪Q×Q,Q＝∪
N

j

k＝１
{ujk}.

分解再造模型实质上是在当前世界的每个i后继生成去

i边生成子模型,然后再重建当前世界与i后继以及它们彼此

之间的i边构成.

引理２　给定标准KD４５n 模型(M,w),则其分解再造模

型(M′,w)是标准KD４５n 模型,且满足(M,w)↔(M′,w).

证明:由标准KD４５n 模型(M,w)的性质和分解再造模型

的定义可证.

例３　如图２所示,(M″,w１)是图１(b)所示模型(M′,

w１)的分解再造模型,其中 M″＝(W″,V″,R１″,R２″),图中图形

节点的含义与例２相同.显然,(M″,w１)是一个标准 KD４５n

模型,且(M′,w１)↔(M″,w１).

图２　分解再构模型

Fig．２　ModelreconstructedwithdecomposedsubＧmodels

由引理１和引理２可得KD４５n 中知识遗忘的计算定理.

定理３　给定任意 ACDF公式ξ,其知识遗忘 KForget
(ξ,p)可递归计算如下:

１)KForget( ,p)≡ ;

２)KForget(⊥,p)≡⊥;

３)KForget(ϕ∨φ,p)≡KForget(ϕ,p)∨KForget(φ,p);

４)KForget(π∧∧
i

iΦi,p)≡π′∧∧i i{KForget(φ,p)|

φ∈Φi}.

其中,π′为从π中删除与p 相关的文字(p或¬p)之后的命题

文字合取.

证明:定理３中的１)和２)显然成立;由命题５可知３)也

成立.因此,只需证４).

令ξ＝π∧∧
i

iΦi,η＝π′∧∧
i

i{KForget(φ,p)|φ∈Φi},

需证KForget(ξ,p)≡η.根据知识遗忘的定义证明如下:

１)显然,ξ⊧η且IR(η,p).因此,对于任意的(M,w)⊧ξ,

都有(M,w)⊧η.若(M,w)↔{p}(M′,w′),由命题 １ 可知

(M′,w′)⊧η.

２)给定任意的KD４５n 模型(M′,w′)⊧η,其中 M′＝(W′,

V′,R１′,,Rn′),需证存在KD４５n 模型(M,w)满足(M,w)⊧

ξ且(M,w)↔{p}(M′,w′).下面将构造这样的模型.

由引理１可知,存在标准 KD４５n 模型(U,u),其中U＝
(WU ,VU ,RU

１ ,,RU
n ),满足(U,u)↔(M′,w′).由(M′,w′)⊧

η可知(U,u)⊧η,因此u⊧π′,显然可构造可能世界 w 满足

w⊧π且u≃{p}w.由于ξ是 ACDF公式,由归纳假设可知η
也是 ACDF公式,因此,对于任意(u,uik)∈RU

i ,(U,uik)的去i
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边生成子模型(Uik,uik),均存在φik ∈Φi 满足 (Uik,uik )⊧

KForget(φik,p).由知识遗忘的定义可知,可构造 KD４５n 模

型(Mik,wik)满足(Mik,wik)⊧φik且(Mik,wik)↔{p}(Uik,uik).

对(U,u)中u 的每一个后继结点,均构造出其对应的

(Mik,wik),其中 Mik＝(Wik,Vik,Rik
１ ,,Rik

n ).假定所有 Wik

以及{w}都互不相交,则可构造出(M,w),M＝(W,V,R１,,

Rn),其中:W＝∪
n

i＝１
　∪

Ni

k＝１
Wik∪{w};若π⊧p,则V(w)＝VU (u)∪

{p},否则V(w)＝VU(u);如果v∈Wik,那么V(v)＝Vik(v);

Rj＝∪
n

i＝１
　∪

Ni

k＝１
Rik

j ∪{(w,v)|v∈Q}∪Q×Q,Q＝∪
Nj

k＝１
{wjk}.

上述构造过程与分解再造模型的构造过程类似.由引理

２可知,(M,w)是KD４５n 模型,且(M,w)↔{p}(M′,w′).

由构造过程可知:对于任意w″∈Ri(w),均存在φik∈Φi,

(M,w″)⊧φik;对于任意φik ∈Φi,均存在 w″∈Ri(w),(M,

w″)⊧φik.因此有(M,w)⊧ iΦi,进而(M,w)⊧ξ.证毕.

推论３　对于任意的 ACDF公式ξ,其知识遗忘 KForget
(ξ,p)仍然是 ACDF公式.

例４　给定ϕ＝K１(L１p∨L２q)∧K１(p⊃q)∧K２(p∧r),

计算KForget(ϕ,p).

由例１可知:

ϕ≡ １{¬p∨q,p∧q}∧ ２{p∧r}∨ １{¬p∧ ２{q, }

∨q∧ ２{q, }}∧ ２{p∧r}

因此有:

KForget(ϕ,p)≡ １{ ,q}∧ ２{r}∨ １{ ∧ ２{q, }∨

q∧ ２{q, }}∧ ２{r}

≡ １{ ,q}∧ ２{r}∨ １{ ２{q, }}∧ ２

{r}

≡L１q∧K２r∨K１L２q∧K２r

５．２　知识遗忘计算算法与复杂度分析

在KD４５n 中,将一般的模态逻辑公式经过一系列的知识

编译后转换为与其等价的 ACDF公式,然后再利用定理３即

可有效计算其知识遗忘.具体步骤如算法１所示.

算法１　计算KForget(ϕ,p)

输入:ϕ∈L

输出:KForget(ϕ,p)

１．首先将ϕ转换为与其等价的 NNF公式ϕ′;

２．接着将ϕ′转换为与其等价的反省消去公式ϕ″;

３．然后将ϕ″转换为与其等价的 ACDF公式ϕ‴;

４．最后按定理３计算 KForget(ϕ‴,p);

５．ReturnKForget(ϕ‴,p)．

在算法１中,第４步是关键,即计算 ACDF公式的知识遗

忘,其计算过程和正确性由定理３给出.显然,ACDF公式的

知识遗忘的计算可在其公式长度的线性时间内完成.

令l＝|ϕ|表示公式ϕ的长度.算法１中,第１步可在l
的线性时间内完成,由命题８可知,|ϕ′|≤l;第２步可在|ϕ′|
的多项式时间(即l的多项式时间)内完成,由命题９可知,

|ϕ″|≤|ϕ′|×２d(ϕ′),由于d(ϕ′)≤|ϕ′|,因此|ϕ″|≤l×２l;第３
步可在|ϕ″|的多项式时间(即l的单指数时间)内完成,由命

题１１可知,|ϕ‴|＝O(２|ϕ″|log|ϕ″|),因此|ϕ‴|＝O(２２llogl),即

在最坏情况下等价转换所得 ACDF公式相对于原公式(ϕ)长

度有双重指数增长;第４步可在|ϕ‴|的线性时间(即l的双重

指数时 间)内 完 成. 因 此,整 个 算 法 的 时 间 复 杂 度 为

O(２２llogl),即l的双重指数时间.该算法相对于文献[４９]中

的非初等时间复杂度算法,在效率上有很大的提升.而且,在

d(ϕ)≪|ϕ|(即公式ϕ的深度远小于它的长度)的情况下,其

时间复杂度将接近单指数时间.

结束语　本文研究多智能体模态逻辑系统 KD４５n 中的

知识遗忘.研究结果表明,KD４５n 中的知识遗忘具备很多知

识遗忘的重要性质,特别是满足S５中提出的知识遗忘公

设[２８];充分利用KD４５n 公理系统的特殊性,任意模态逻辑公

式可通过知识编译等价转换为特殊的析取范式公式———ACＧ

DF公式;经过知识编译,KD４５n 中的知识遗忘可有效计算,

其计算时间复杂度为编译后公式的多项式时间(原公式的双

重指数时间),与现有算法相比,大大提升了知识遗忘的计算

效率.

下一步研究,一方面将考虑在KD４５n 中引入包括分布知

识(distributedknowledge)和公共知识(commonknowledge)

在内的群体知识之后,知识遗忘的计算问题.另一方面,将继

续探讨在其他多智能体模态逻辑系统(例如S５n)中知识遗忘

的计算问题.
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